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连续 介质 力学 (又 称 连 续 统 力学 .连续 体力 学) 是 近代 力学 的 一 个 分 
支 , 它 以 统一 的 观点 ,高 屋 建 领地 研究 连续 介质 在 外 部 作用 下 的 变形 和 运 
动 规律 ,是 诸多 力学 课程 的 理论 基础 。 近 年 来 ,我 一 直 关 注 着 这 一 分 支 学 
科 的 进展 ,1977 年 我 发 起 ,建立 了 中 国力 学 学 会 理性 力学 和 力学 中 的 数 
学 方法 专业 组 (后 成 为 专业 委员 会 ), 尔 后 通过 多 次 学 术 活 动 和 倡议 翻译 
有 关连 续 介 质 力 学 的 专著 ,大 力 推动 这 一 领域 的 研究 。 这 些 年 来 ,已 有 不 
少 连 续 介 质 力 学 的 著作 在 国内 问世 。 最 近 , 我 欣喜 地 注意 到 ,北京 大 学 黄 


筑 平 载 援 的 《连续 介质 力学 基础 》 即 将 付 梓 , 此 书 上 有 特色 ,值得 学 术 界 注 
意 。 

我 在 二 十 年 前 组 织 了 一 次 全 国 非 线性 力学 学 术 会 议 , 会 上 认识 了 当 
时 还 是 年 轻 学 者 的 黄 药 平 ,他 在 会 上 所 做 的 关于 理想 刚 塑 性 动力 学 的 两 
个 间断 定理 的 报告 引起 了 人 们 注意 。 后 来 我 了 解 到 , 黄 筑 平 教 援 几 十 年 
来 ,一直 和 孜 孩 不 伐 地 从 事 弹 塑性 大 变形 理论 的 研究 ,您 着 他 深厚 的 数理 力 
学 根 底 , 力 图 浴 清 这 一 领域 中 有 争议 的 一 些 基本 问题 ,提出 了 不 少 独到 见 
解 ,基于 他 的 学 术 洁 说 ,他 被 聘任 为 上 海 大 学 兼职 教授 ,为 上 海 太 学 上 海 
市 应 用 数学 和 力学 研究 所 做 了 不 少 实事 。 

HEP RAEE-OHYRT MBH SH BREAK OHS H 
R REPEL RERRRTAA KS AA E E, HERS H 
这 部 著作 经 过 多 年 反复 谦 磺 .修改 , 较 好 地 避免 这 两 方面 的 缺陷 ,达到 了 
较 高 的 学 术 水 平 。 具 体 说 来 ,该 蔬 有 下 读 特 点 : 

(1) 概念 清晰 ,体系 严密 。 该 书 特别 注意 基本 概念 提 法 的 准确 性 和 
理论 体系 严密 性 的 结合 , 尽 可 能 阐明 了 各 种 物理 内 涵 以 及 有 关 的 实验 证 
据 , 强 调 了 理论 描述 的 朴实 性 和 系统 性 ; 

(2) 观点 鲜明 ,论述 严谨 。 在 连续 介质 力学 专 着 中 常 有 众说 纷 经 、 黄 
衷 一 是 之 处 ,作者 力图 以 足够 的 证 据 和 充分 的 演绎 , 渡 清 名 种 有 歧 见 的 重 
要 理论 问题 ,其 中 关于 非 平 街 态 的 热力 学 和 有 限 变 形 弹 塑 性 本 构 理 论 方 
面 ,所 发 表 的 见解 很 有 新 意 ，; 

《3) 取材 新 颖 、 立 足 前 沿 。 由 于 作者 长 期 从 事 相 关 领 域 的 研究 , 书 中 
充分 反映 了 最 新 研究 成 果 , 包 括 作 者 近年 的 研究 心得 和 著述 ,这 在 后 四 章 
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中 体现 得 尤为 明显 。 

(4) 深入 浅 出 .明白 易 并。 连续 介质 力学 方面 的 著作 往往 失 之 于 艰 
涩 难民 ,本 书 作 者 在 取材 、 处 理 和 编排 上 作 了 审慎 考虑 ,采用 了 文献 中 的 
通用 记 法 , 尽 可 能 以 简明 而 准确 的 语言 阐述 深 扯 的 道理 ,使 读者 易于 接 
受 。 

当今 社会 普遍 有 汉中 心理 ,人 人们 往往 急功近利 。 黄 筑 平 教授 长 期 以 
来 安心 从 事 基础 理论 研究 ,以 十 五 年 之 功 推 出 这 本 著作 ,这 种 精神 本 身 就 
值得 称道 。 我 相信 ,本 书 的 推出 , 必 将 有 利于 我 国 的 力学 教学 与 科研 事业 


的 发 展 。 
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我 们 通常 所 还 到 的 物质 是 由 大 量 的 微小 粒子 (如 原子 、 分 子 ) 组 成 的 。 
连续 分 质 力 学 并 不 重点 考察 个 别 粒 子 的 运动 规律 , 面 是 研究 这 些 壮 子 运 
动 的 统计 平均 效应 , 即 物 质 的 宏观 力学 行为 。 因 此 ,我 们 通常 所 说 的 宏观 
物质 单元 (或 物质 点 ) 实 际 上 包含 了 大 量 的 粒子 ,由 此 所 引进 的 宏观 物理 
量 , 如 温度 、 密 度 ,应力 等 等 都 是 相应 的 微观 量 的 统计 平均 。 基 于 这 种 认 
识 ,在 连续 介质 力学 中 ,真实 的 物质 将 被 抽象 为 一 个 连续 体 。 因 为 在 连续 
体 中 的 宏观 物理 量 一 般 要 随 物质 点 的 改变 而 改变 ,所 以 ,关于 连续 介质 为 
学 的 基本 理论 是 在 场 论 的 基础 上 建立 起 来 的 。 

连续 介质 力学 的 基本 方程 有 三 类 : 

(1) 关于 物体 变形 和 运动 的 几何 学 描 广 , 它 可 具有 任意 要 求 的 精度 。 

(2) 适用 于 一 切 过 续 介 质 的 物理 基本 定律 ,如 质量 守恒 定律 HET 
恒定 律 等 等 以 及 热 为 学 定律 。 由 于 未 考虑 量子 效应 和 相对 论 效 应 , 它 仅 
在 一 定 的 尺度 范围 和 较 小 的 运动 速度 下 近似 成 立 。 

(3) 描述 材料 力学 性 质 的 宏观 本 构 关 系 。 由 于 守 料 力学 性 质 的 多 样 
性 和 复杂 性 ,以 及 现 有 实验 条 件 的 限制 ,通常 我 们 所 建立 的 本 构 闫 系 将 不 
可 能 达到 以 上 两 类 方程 的 精度 。 

以 上 三 类 基本 方程 , 连 间 相应 的 初始 条 件 和 这 办 条件 ,将 构成 数学 物 
PERA ,这 值 问 是 的 完整 担 法。 因此 ,连续 介质 为 学 的 任务 首先 是 讨 
论 基 本 方程 的 建立 ,其 次 是 关于 初 . 边 值 问题 的 求解 ,并 由 此 来 揭示 物体 
在 变形 和 运动 过 程 中 的 基本 特性 。 

由 于 新 型 材料 的 不 断 出 现 , 以 及 材料 强 志 化 设计 的 需要 ,本 构 关 系 的 
研究 已 成 为 当前 变形 体力 学 中 的 研究 热点 之 一 ,力学 与 材料 科学 相 结合 ， 
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为 连续 介质 力学 的 发 展 增添 了 新 的 活力 。 反 之, 连续 介质 力学 中 所 建立 
的 具有 共性 的 基 标 原理 ,又 为 具体 材料 本 和 构 关 系 的 物 井 担 殿 了 相应 的 理 
论 依据 。 因 此 ,学 习 连 续 介质 力学 不 仅 对 于 更 深刻 地 理解 力学 中 各 个 分 
支 学 科 ( 如 流体 力学 .弹性 力学 . 粘 弹 性 力学 ……)} 的 内 容 有 帮助 ,而 且 对 于 
深入 进行 堵 料 本 构 关 系 的 研究 也 是 然 不 可 少 的 。 

自 1986 年 以 来 ,本 书 作者 为 北京 大 学 力学 系 研究 生 开 设 了 “连续 介 
质 力 学 "必修 课 , 本 书 是 在 该 课 竹 讲稿 的 基础 上 ,经 过 充实 和 完善 写成 的 。 
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本 书 强 调 了 基本 概念 提 法 的 准确 性 和 理论 体系 的 严密 性 ,并 结合 迪 续 但 
质 力学 的 最 新 研究 进展 ,力图 注 清 目前 存在 的 尚 有 争议 的 基本 而 又 重大 
的 理论 问题 。 

考虑 到 张 量 运算 是 连续 介质 力学 中 最 基本 的 数学 工具 之 一 ,本 书 第 
一 章 对 张 量 理论 人 了 必要 的 介绍 ,可 作为 学 习 和 连续 介质 力学 时 的 参考 。 
特别 是 81.5( 仿 射 量 ) .81.6( 张 量 分 析 ) 和 有 1.9( 张 量 表 示 定 理 ) 中 的 有 
关 知 误 , 可 以 着 作 是 学 习 以 后 几 章 时 的 必要 数学 准备 。 本 书 第 二 章 和 第 
三 章 分 别 对 物体 变形 和 运动 的 几何 学 措 述 ,以 及 物体 变形 和 运动 所 应 遵 
律 的 基本 物理 定律 诗 行 了 系统 地 讨论 。 虽 然 目 前 在 非 平 衡 态 热 力学 的 理 
论 中 存在 一 些 有 争议 性 的 问题 ,本 书 还 是 给 出 了 使 理性 力学 家 和 物理 学 
家 双方 都 能 接受 的 非 平衡 态 热力 学 的 一 种 表述 形式 。 本 书 第 四 章 对 构 店 
本 构 关 有 系 时 所 应 遵 循 的 基本 原理 和 物质 分 类 进行 了 讨论 ,同时 还 分 组 了 
作者 本 人 所 建议 的 一 种 新 的 物质 分 类 方法 。 本 书 第 五 章 是 关于 简单 流体 
的 讨论 。 第 六 ,第 七 和 第 八 章 分 别 讨论 了 在 有 限 变 形 条 件 下 弹性 体 、 粘 强 
性 体 和 弹 塑 性 体 的 本 和 构 关 系 ,并 给 出 了 某 些 简单 问题 的 求解 实例 。 应 该 
说 ,采用 诸如 流体 、 弹 性 体 , 粘 弹性 体 和 弹 塑 性 体 等 术语 是 十 分 粗糙 的 ,不 
严格 的 ,因为 它们 之 间 并 没有 明确 的 分 界线 。 然 而 ,为 了 强调 在 特定 的 外 
部 环境 作用 下 物体 所 表现 出 床 的 特有 的 变形 规律 ,将 物体 分 为 流体 、 弹 性 
体 等 未 羽 能 简化 问题 的 讨论 ,而 且 能 对 问题 的 物理 本 质 有 有 更 加 深入 的 认 
识 。 由 于 篇 幅 所 限 , 书 中 未 能 秉 插 关于 铁 电 体 、 生 物体 ,以 及 其 他 一 些 帆 
型 材料 的 本 构 关 系 的 讨论 。 有 兴趣 的 读者 可 参考 相关 的 文献 (例如 ， 
Eringen A C,Maugin G A. Electrodynamics of Continua. New York: Spri- 
nger— Verlag, 1990; 357M. ANAIA EORR) ERAF EM 
社 ,1997)。 本 书 的 最 后 一 章 是 关于 间断 条 件 的 讨论 ,其 中 也 介绍 了 作者 
提出 的 理想 刚 塑 性 动力 学 中 的 两 个 河 断 定理 。 需 要 说 明 , 为 了 强调 书 中 
的 某 些 概念 ,我 们 在 相应 文字 的 下 方 加 上 了 黑 点 ,以 便 引 起 读者 的 重视 。 
书 中 有 并 章 节 或 例题 是 带 “* "号 的 ,根据 教学 的 具体 情况 ,这 些 带 “x* ”号 
的 部 分 也 可 以 略 去 不 讲 。 

在 本 书 的 写作 过 程 中 ,得 到 了 许多 同行 的 关心 支持 和 才 助 。 这 里 ， 
我 首先 要 感谢 的 是 中 国 科学 院 研究 生 崇 的 王 文 标 教授 。 多 年 来 ,他 与 作 
者 就 许多 共同 感 兴 赵 的 问题 进行 过 十 分 有 盖 的 讨论 。 此 外 ,清华 大 学 的 
郑 泉 水 教授 ,北京 航空 航天 大 学 的 黄 执 中 教授 ,美国 Nore Dame 大 学 的 
黄 乃 建 教授 ,中 国 料 学 院 力学 研究 所 的 淡 庆 明 研究 员 RRR APRN 
刚 研 究 员 ,北京 大 学 陈 维 桓 救 授 ., 林 宗 涵 教授 . 股 有 泉 教 授 和 李 植 副教授 ， 
上 海 大 学 的 钱 伟 长 教授 和 藏 世 强 教授 以 及 北方 交通 大 学 的 高 玉 臣 教 措 等 
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等 都 对 本 书 的 出 版 提出 过 许多 宝贵 的 意见 ,在 此 说 奥 以 上 各 位 教授 故 示 
深 深 的 谢意 。 

ETCSAPAR , 错 泪 和 不 当 之 处 在 所 难免 , 居 请 读者 和 专家 们 批 
FHE, 


HAP 
2002 年 3 月 
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在 绝 大 多 数 情况 下 ,本 书 将 以 白 体 字母 表示 标量 ,以 黑体 字母 表示 向 
E , 仿 射 量 或 高 阶 张 量 。 下 面 将 列 出 书 中 最 常 出 现 的 符号 ,其 中 有 些 符号 
也 可 能 还 金 有 其 他 的 会 义 ,但 可 以 通过 上 下 文 的 说 明 来 加 以 区 分 。 
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第 一 章 张 量 初 步 


人 们 通常 总 是 在 某 一 选取 的 坐标 系 中 来 措 述 某 些 物理 量 的 .但 这 些 
物理 量 及 其 遵循 的 规律 是 客观 存在 的 , 并 不 随 坐 标 系 的 选取 而 改变 . 因 
此 ,在 不 同 的 坐标 系 中 ,相应 的 物理 量 的 分 量 之 间 就 必然 要 满足 某 种 不 变 
性 关系 . 张 量 运算 的 目的 就 是 研究 上 述 这 种 不 变性 关系 . 

作为 连续 介质 力学 的 主要 数学 基础 ,本 章 将 对 三 维 欧 氏 空间 中 有 关 
张 量 的 初步 知识 作 一 简要 的 介绍 .对 于 那些 典 悉 张 量 运 算 的 读者 来 说 ,可 
以 从 下 一 章 开 始 直接 进 人 连续 介 质 力学 的 正题 ,而 本 章 的 内 容 仅 起 到 复 
习 和 参考 的 作用 . 


$1.1 有 限 维 欧 氏 向 量 空间 


{ 一 ) 向 量 空间 


向 量 又 称 为 矢量 ,实数 域 及 上 的 向 量 空 间 是 由 满足 以 下 两 条 性 质 的 
向 量 集 合 站 构成 的 : 

1) 向 量 的 加 法 ;集合 站 中 的 任意 两 个 向 量 w Ho BMT PRA 
一 个 向 量 ww + o ME u 与» 的 和 ,满足 

a) ARE utv=vtu. 

b) 结合 和 对 于 守 中 的 第 三 个 向 量 w, A 

w+ {p+ Ww) = (H+ w+ WwW. 
c) 中 存在 惟一 的 零 向 量 0, 使 得 z +0 = v. 
d 对 于 ro RRE AE., E 中 存在 惟一 的 向 其 - vw ,使 得 
vt(-—v) =0. 

2) 向 量 的 数 乘 : 对 于 实数 域 R 中 的 任意 实数 a AFP Hm oat 
应 于 站 中 的 另 一 个 同 量 a v, 称 作 a 与 v RE ,满足 

allw= v. 

b) 对 于 两 个 实数 a MS, 有 结合 律 (a8) v = oP vo) 和 分 配 律 
(at Pi v=avt Po. 


c) 对 于 WPT E u Bl vA 
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alu + v) = autan. 
以 后 我 们 将 采用 记号 a E R 和 vw E Y 分 别 表 未 实数 域 及 中 的 实数 a 
和 集合 站 中 的 向 量 vw KAS Vo CRM V vE 站 分 别 表示 实数 域 及 中 
的 任意 实数 a。 和 集合 *Y 中 的 任意 向 量 m. 
对 于 Y 中 声 个 非 零 向 量 mm ,vwv,，… ,vw ,如 果 存 在 p 个 不 全 为 零 的 实 
数 xi ,a3,… a, ,使 得 


Vav = 0, (1.1) 


则 称 这 组 向 量 w.(i = 1,2,…,p) 是 线性 相关 的 .反之 ,如果 不 存在 不 全 
WHEW a, (i = 1,2,…, 记 ) ,使 得 (1.1) 式 成 立 , 则 称 w, (i = 1,2,…, 思 ) 是 
线性 无 关 的 . 

现 考虑 中 所 有 可 能 的 线性 无 关 向 量 组 . 如 果 组 中 向 量 的 个 数 是 有 
限 的 , 即 存在 n 个 线性 无 关 的 向 量 i gi ,8;,… ;8&8, tE rF RE E E 
v 都 可 表示 为 其 线性 组 合 : 

v= Sule, (1.2) 
则 称 站 是 一 个 由 基 向 量 jg e.g, | 张 成 的 n 维 (有 限 维 ) 向 量 空间 ， 
iO spig,,g.7.g,| ,其 中 (i = 1,2,…,n) 称 作 是 向 量 vw 在 基 ig,， 
Boneg, 上 的 分 量 . 根 据 Einstein 求 和 约定 ,(1.2) 式 右 端 可 写 为 vg, 
其 中 重复 的 指标 i 称 之 为 眶 标 ,表示 此 式 要 对 i 由 1 至 n 求 和 .除非 作 相 
皮 的 说 明 , 以 后 我 们 将 采用 求 和 约定 . 


(2) 欧 氏 向 量 空间 [Euclidean Vector Spaces) 


DRM Fn 维 向 量 空间 汉中 的 任意 两 个 向 量 u 和 wvw ,都 存在 一 个 实 
数 , 称 作为 u 和 ww 的 标量 积 ( 或 肉 积 ,或 点 积 ), 记 为 u vw, 满足 

1) 交换 律 太古 

2) 结合 (au) o = alut v), yaER， 

3) 分 配 律 uc(vtwh)=u-uturw, 

4) 如 果 对 任意 的 #, 都 有 wv = 0, 则 w = 0, 

5) Ru 40M ueu >, 
这 时 ,我 们 称 满足 以 上 性 质 的 维 向 量 空 间 为 n ERRARE AY .以 后 
我 们 仅 限 于 对 三 维 欧 氏 空间 t 的 讨论 . 

RBs 中 的 两 个 向 量 w 和 ww, 其 长 度 分 曾 为 
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lu|ļ= yuu 
和 (1.3) 
lol= y u'o, 
根据 Schwarz PHR, u 和 w 的 内 积 满足 
uy||wllel, (1.4) 


Me ul Ml vw| 都 不 为 零 , 便 可 定义 u 与 v ZAARA gp: cos g = 
w-oflaetivl.4ua:0=08 UK ue So BARN Ae 
lv. 

gomg 4. BRR = ja p E SS , 则 可 构造 三 个 相 
互 正 变 的 单位 向 量 e, ,ez ,es ,使 其 满足 


L (i= j), 
e'e = 0,048 Ej). (1.5) 
例如 ,可 取 
el 二 多 /| 有 |， 1 
e, = (g7 ag,)/ | g- ag, |, s (1.6) 


e; = (g, ~ fe, — Ye.) | gi — Bea YB: l,j 
其 中 a HAR g, oe lge - ag,) = 0 或 由 a = geel 2 8, | 来 确定 ， 
中 和 ?7 由 联 立 方程 


gi1'(g3 Bg- Yg) =O, 
(g. — 0g, )° (a; — Pe.) =0, 
来 确定 .不 难看 出 ,由 上 式 求 得 的 a、8 和 y 仅 仅 依 赖 于 g; = 2,-8.7 = 
1,2,3). 
于 是 ,可 选取 某 一 原点 口 , 并 以 满足 (1.5) RB BA le, | (i = 1,2, 
3) 作为 基 向 量 来 建立 相应 的 坐标 系 ,这 样 的 坐标 系 称 之 为 直角 坐标 系 或 
EJLER A (Rectangular Cartesian Coordinates). 二 维 欧 氏 空间 中 的 任 
意向 量 u 可 以 在 直角 坐标 系 中 写 为 we, 即 可 以 由 基 疝 量 je| 上 的 三 个 
有 序 分 量 e 来 加 以 表示 . 


(=) 向 量 的 并 积 


现在 我 们 从 另 -- 角 度 来 理解 向 量 u Mo 的 内 积 . 4S u TE o 
时 ,wm vO UBER By HRA. CRM BS 中 的 任意 向 量 
v RE ERA SK uo ,满足 
u: (ao+ Bw) = autot furw, 
Yuv weE F, Yo, BER. 
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e, | ， 


显然 ,向量 u 可 以 通过 以 上 的 线性 变换 来 如 以 定 文 , 它 在 基 疝 量 
G = 2,3) 上 的 三 个 有 序 分 量 由 za eli = 1,2,3) 给 出 . 

为 了 将 以 上 概念 加 以 推广 , 现 考虑 两 个 欧 氏 空间 AR i] 
Eu 和 m ,它们 分 别 属于 这 两 个 空间 :g E Ue © KEREAMA AR] 
宙 的 线性 变换 ,使 得 对 于 任意 的 w CFR A 

(uw) w= ulv’ w), {1.7) 
DW EER TPR UR) PSAP MICH ae Qo RA u Ao HI A 
ELUTEE: 

1) u@® Cav, +80) = alu 6v) + Alu v), 

2) (au, + Bu) Ov = alu, Ov) + Blu, G v), 

Yu.u,.u, C U,V vvn EF Va BER. 
特别 地 ,以 上 的 AA BY LA — 8 t. 
类 似 地 ,我 们 还 可 以 依次 定义 多 个 向 量 的 并 积 . 


$1.2 ”曲线 坐标 系 中 的 基 问 量 


在 二 维 欧 氏 空 间 中 ,可 建立 由 原点 O 和 二 个 相 扎 正 交 的 单位 基 向 量 
ie iG =1,2,3) 组 成 的 直角 坐标 系 .从 原点 口 到 空间 中 任 一 点 x Ne 
是 个 向 量 ,可 记 为 x, 它 可 由 向 径 x 在 直角 坐标 权 中 的 三 个 有 序 分 其 来 加 
以 表示 .其 实 , 在 三 维 欧 氏 空间 中 ,我 们 还 可 以 建立 另 -曲线 坐标 系 ,空间 
中 任 一 点 之 将 对 应 于 一 有 序数 组 (x? ,x ), 称 之 为 在 该 曲线 坐标 系 
中 的 坐标 . 现 假定 点 x 与 有 序数 组 (x' ,x ,x ) 之 间 具 有 单一 的 对 应 关 
系 .这 时 ,向 径 + 的 微分 式 可 与 为 


dx = jd (1.8) 

上 式 中 已 采用 了 Einstein 求 和 约定 . 现 引 进 记号 
8 = =, (i = 1,2,3). (1.9) 
这 时 dx = dz'g,, (1.10) 


TRAE g 的 线性 组 合 . 
对 于 某 一 给 定 的 邮 线 坐标 系 ,空间 中 坐标 值 分 别 为 (fr ,x ,rz ) 和 
(ai tda' ,x tdrt, r? tds ) 的 相 邻 两 点 的 距离 ds 可 由 如 下 的 二 次 微 
分 型 给 出 : 
(ds) = dx + dx = g, © Bdrdr = gdr' dz, (1.11) 
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其 中 Bi = ECE = Bh (1.12) 
当 dz 不 全 为 零 时 ,有 (ds)” > 0 ,说明 {1.11) 式 是 一 个 正定 二 次 型 ， 
故 g; 的 行列 式 大 于 零 
g = det(g,) > 0, (1.13) 
于 是 ,给 定 dx 后 ,由 式 dx ' g, = da'g, 可 惟一 解 出 dz  , 即 分 解 式 (1.10) 
中 的 向 量 g, , g; ,8; 是 线性 无 关 的 ,因此 可 用 g = 1,2,3) 来 作为 相应 
点 x 上 的 局 部 标 架 ,空间 中 每 一 点 都 可 对 应 于 一 个 局 部 标 架 ,其 全 体 构成 
一 个 标 架 场 , 称 为 活动 标 架 场 ( 见 图 1.1)，g, (i = 1,2,3) 称 为 协 变 基 向 
量 ( covariant base vectors). 以 后 我 们 将 假定 这 组 基 疝 最 构成 右手 系 .由 此 
可 知 基 向 量 gi ,ga ,gs 的 混合 积 是 大 于 零 的 : 
[g Eg] = (8, X g) +g, > 0. (1.14) 
AM FETA AEAN EE g (contravariant base vectors): 
8 = 8: * Bllg,,8:.8], 
g = gx gi/lg. 82-83]. (1.15) 
g = gi X gollg,,g2,83]. 
车 引进 置换 记号 (permutation symbol) 
j 0, 如 果 有 两 个 指标 相同 ， 


em = 1 1, jok 为 正 序 排列 ， (1.16) 
t= 1, ijk 为 道 序 排列 ， 
则 有 [gogog d = [g ,82 ,83 len. (1.17) 
(1.15) 式 可 统一 地 写 为 
[g:.8,-818° = 8 Xg. (1.18) 


HE SG ol E A BEE AAP LE: 

1) 直接 由 定义 (1.15) 式 , 可 得 

1, (i= 7), 

0, (i #5), 

Ht a, RA Kronecker FS. 上 式 表明 , 当 ; As Me Seg, ER. 
2) 由 (1.15) 式 和 向 量 a ,8 ,ec 所 满足 的 熟知 关系 式 

ax(bxe}= (a'c)bhb-(a: be, 

E 1 

7 Lg. .82+83] 

这 说 明 g (i = 1,2,3) 也 构成 一 组 线性 无 关 的 右手 系 . 
3) WRH g BAe 的 线性 组 合 ;g = mg , 则 由 人 .12) 式 和 {1. 

式 可 知 其 系数 oe, 正好 等 于 g, . 即 有 


gg, =6, = (1.19) 


可 得 [gg g] (g xg )-g >0. (1.20) 


— 


9) 
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g = EE. (1.21) 
又 由 于 g 的 行列 式 大 于 零 , 故 可 定义 gr ERME 
gg = 人) (1.22) 
对 上 式 两 端 乘 以 & , 则 由 (1.21) 式 得 知 g 也 可 写 为 g 的 线性 组 合 
i = g'g. {1.23} 


再 次 利用 {1.19) 式 , 便 有 

gia=girg = pe". (1.24) 
因为 行列 式 g= delg F g 的 代数 余子 式 也 可 写 为 了 所 以 由 定义 
式 (1.22) 式 , 还 可 得 到 


ij 1 dg 
二 一 . 1.25 
E PETA { ) 


4) 对 (1.22) 式 两 端 取 行 列 式 ,就 有 dete”) - det(g,) = 1, AE g* 
的 行列 式 满足 
det(g*) = ge = > >0. (1.26) 


5) 将 (1.23) 式 代 人 (1.20) 式 , 则 有 
[g' ,8 8] = (eg. x gg) t ge = eE Lege 
= g" ge “el Bi +8283) = = 一 81 BBs], 
再 利用 (1.20) 式 , 可 得 
_ 1 
[g 825834 = Tegel] avg. (1.27) 
因此 (1.17) 式 也 可 写 为 
[gs8 ,8 ] = Veen. (1.28) 
Al 在 正 交 曲线 坐标 系 中 的 (1.12) 式 和 (1.24) 式 满足 以 下 人 性质: 
当 i 天 了 时 ,有 By = 0.27 = 0. 
当 i=j 时 ,有 su = ten = J gs = J. 
£ E E 
而 (1.13) 式 为 E © §usvsy- 
例 2 EERE, G D 中 ,(1.11) 式 可 写 为 
(ds) = (ar) + (rd@)’ + (dz)’, 
th PA (Ce 2?) 与 (r,0,z) 相对 应 , 则 有 


1 _ 1 1 
Bu =o = ley = y = r sgu = oe = 1, 
E E g 
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而 By 的 其 它 分 量 为 零 . 
例 3 在 如 图 1.2 所 示 的 球 坐 标 系 (7 ,8,w) 中 ,(1.11) 式 可 写 为 


| 
l 
l 
! 
i 
ł 
l 
1 
d 


图 1.1 曲线 坐标 系 中 的 基 向 量 图 1.2 RERE, G, p) 


(ds) = (dr)* + (rd6)’ + (r sin Ade)’, 
如 果 曲 线 坐 标 系 中 的 {z ,x? ,x CR 1.1) 与 (x ,8,qg) 相对 应 , 则 有 
1 1 2 


一 _ _ ~ 1. Pang 
Bun =o =l, gp = mar. ga = sy = rsin’é, 
E E E 
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现 考虑 三 维 欧 氏 空 间 中 的 两 组 曲线 坐标 系 ,空间 中 同一 点 x 在 这 两 
组 坐标 系 中 的 坐标 值 分 别 为 (x' ,zx ,x M z a) AR BR 
见 ,我 们 称 (x! ,x ,x ) 和 {zzz ) 分 别 对 应 于 旧 坐 标 系 和 新 坐标 系 . 
并 假定 它们 之 间 存 在 的 函数 关系 不 仅 是 连续 可 微 的 ,而 且 还 是 双方 单 值 
的 , 即 有 


F=F (2.27.2), (= 1,2.3), (1.29) 
或 z = r (z, z), (i= 1,2,3). (1.30) 
上 式 的 微分 可 写 为 
四 
dz = 了 dz ， 
， (1.31) 
或 dx’ = “Zaz, 
JT 


而 且 其 相应 的 正道 两 种 变换 的 Jacobi 行列 式 均 不 为 零 ; 


Oo Oo pr er AEP P= * 
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det( 25 | 0, det[ == Je 0. 


Sib, SU EWA RA AR PAR , HHRH Jacobi 行列 式 应 大 于 
Ẹ, 
AM TA ERRAR EE BT 1.9) 式 写 为 
oy ax ax _ az 


& = 3z ag ae Ire’ (1.32) 
上 式 的 道 关 系 是 
& = a7 (1.33) 
SARL FAA ie F g Ae’ 作 内 积 , 则 有 
gE, = =, gg = 2, (1.34) 
这 说 明道 变 基 同 量 g Ae 之 间 存 在 著 以 下 关系 式 
了 = (1.35) 
由 {1.12) 式 和 (1.32) 式 , 可 得 
By = er Bn (1.36) 
类 似 地 ,由 (1.24) 式 和 (1.35) 式 , 可 得 
Ee aam 
(1.36) 式 两 端 行列 式 的 平方 根 为 
VE = det {35 Ve. (1.38) 
利用 (1.27) 式 , 上 式 还 可 改写 为 
[E gog] = de (5S ig, g8]. (1.39) 


对 应 PSMA z 的 任意 向 量 w 可 表示 为 协 恋 基 疝 量 & OXZ, ) 的 线性 
SHG ,也 可 表示 为 道 变 基 向 量 gRr) 的 线性 组 合 : 
v= vg, = vg = UE = Up, (1.40) 
其 中 oo Au.D 分 别称 为 向 量 w 的 道 变 分 量 和 协 变 分 量 . 
FER IAB RP Oe Btw 的 道 变 分 量 或 协 变 分 量 之 间 的 变换 关系 可 
利用 (1.34) 式 求 得 : 


一 一 一 上 az j 
7? = @ 'E = vg, ‘f= sav «| 

1.41 
f f oe ( ) 
B= og, = vug E = 37” 
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特别 当 为 向 径 x 的 微分 dx 时 ,上 式 便 化 为 (1.31? 式 . 
两 个 基 向 量 的 并 积 可 写 为 g Sethe Oe Re Oe Re © 

8 ) ,其 中 每 一 组 并 积 者 有 3 = 9 个 元 素 .对 于 某 一 物理 量 o, WREE 
曲线 坐标 系 中 该 物理 量 都 可 表示 为 如 下 的 不 变形 式 : 

@ = png, (1.42) 
则 称 p 是 一 个 二 阶 绝对 张 量 , 其 中 o 称 为 该 张 量 的 逆 变 分 量 ( 有 时 也 称 
为 二 阶 道 变 张 量 ) .如果 另 取 一 新 的 坐标 系 , 则 由 以 上 定义 ,ww 可 在 此 新 的 
坐标 系 的 基 向 量 g, 下 表示 为 

9 = 98 OE, (1.43) 
利用 (1.33) Xe 可 以 写 为 


JT ar Giidi 


gp EOE, 
z 


p = 


a 
51.43) 式 比 较 后 , 便 得 到 gy 的 逆 变 分 量 的 坐标 变换 关系 式 

-O aF AF ma 

P =r gr” 

(1.42) 式 也 可 以 写 为 
=p Qe =¢ 6 Oe = pg Oe, (1.45) 

其 中 p 称 为 g 的 协 变 分 最 (有 时 也 称 为 二 阶 协 变 张 量 ) ,而 gp; Me” 称 为 
p 的 混合 分 量 ( 有 时 也 称 为 二 阶 混合 张 量 ) .因为 在 新 坐标 系 中 ,gp HRA 
(1.45) 式 的 不 变形 式 ,所 以 当 注 意 到 {1.32) 式 和 (1.35) 式 后 , 便 可 得 到 
新 旧 坐 标 系 中 二 阶 张 量 p 的 分 量 之 癌 所 满足 的 以 下 坐标 变换 关系 式 ， 


- aa" ax" -i agi ax" m -g _ ax” az, 
和 


(1.44) 


{1.46} 
对 于 更 一 般 的 情形 ,可 定义 (s +p) 个 有 序 向 量 的 并 积 .特别 地 ,可 定 
义 :个 协 变 基 向 量 和 个 逆 变 基 向 量 的 并 积 为 
的 

这 样 的 并 积 共有 IC” 个 元 素 . 如 果 某 一 物理 量 p 在 任意 (曲线 ) 坐标 系 
中 都 可 以 表示 为 如 下 的 不 变形 式 ; 
由 

(1.47) 
则 称 g 为 (s+ p) 阶 张 量 . 其 中 w 为 张 量 的 权 ,p'*“,..。 称 为 该 张 量 的 
s 阶 道 变 ,p 阶 协 变 的 混合 分 量 ( 有 时 也 称 作 权 为 w 的 : 阶 道 变 , 疡 阶 协 变 
的 {s + p) 阶 混合 张 量 ). 
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由 于 (1.47) 式 具有 不 变形 式 , 故 在 新 坐标 系 中 ,9 可 表示 为 
pap ,NES Of, DO OF OL OD. 
(1.48) 
利用 (1.33) 式 ,(1.35) 式 和 (1.38) 式 , 便 可 得 到 新 旧 坐 标 系 中 张 关 
p 的 分 量 之 间 的 关系 式 
(1.49) 
对 应 于 ww =0 的 张 量 称 之 为 绝对 张 量 ,否则 便 称 为 相对 张 量 . 以 后 我 
们 主要 讨论 绝对 张 量 ,并 简称 其 为 张 量 . 当 遇 到 相对 张 量 时 , 则 将 给 予 必 
要 的 说 明 . 
把 张 量 写 成 p 的 表示 法 称 为 不 变性 记 法 (或 称 为 抽象 记 法 ). 此 外 ， 
也 可 将 它 写 为 并 矢 记 法 (如 写 为 p,g' Oe o's, 四 8,，… FF) ,或 分 量 记 
BUSA pg; , yr ,… ,等 等 ). 在 张 量 的 分 量 记 法 中 ,其 指标 的 顺序 一 般 是 
不 能 随意 交换 的 . 张 量 分 量 的 同一 指标 的 逆 变 和 协 变 类 型 完全 由 所 选取 
的 基 向 量 的 类 型 决定 ,其 间 并 无 本 质 区 别 . 事 实 上 , 协 变 基 向 量 和 逆 变 基 
向 量 之 间 可 由 (1.21) 式 和 {1.23) 式 来 相互 表示 .因此 , 张 量 的 逆 变 分 量 ， 
的 变 分 量 或 混合 分 量 之 间 也 存在 着 简单 的 关系 , 例如 ,可 将 (1.45) 式 写 
成 


P = Pug” OE = PE R © B= Pug gR O R. 
因此 有 
E” Pmi = Fj BS Pm = Gs 
或 由 (1.22) 式 而 写 为 
Bini = Pyr Bingin®” = Yi. 
以 上 运算 称 为 指标 的 上 升 和 指标 的 下 降 , 它 同样 也 适用 于 高 阶 张 量 的 情 
形 . 

如 果 某 一 个 有 量 在 给 定 坐 标 系 中 可 写成 分 量 形式 ,那么 关系 式 (1.49) 
式 就 可 以 用 作 判 定 该 量 是 否 是 张 量 的 条 件 . 作为 例子 ,下 面 就 某 些 常用 的 
张 量 作 一 简要 讨论 . 

首先 来 讨论 标量 , 它 是 张 量 的 特殊 情形 .标量 是 零 阶 张 量 ,具有 3" = 
1 个 分 量 , 它 是 坐标 变换 下 的 不 变量 , 即 在 空间 的 同一 点 上 ,有 ¢ = g. 

现 考虑 行列 式 (1.13) 式 的 平方 根 Vg ,其 值 与 坐标 系 的 选取 有 关 ， 
因此 它 TEAKE 其 实 ,由 (1.38) 式 可 知 , 它 是 权 为 i BEE 
aK dt. 
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向 量 是 一 阶 张 量 ,具有 3 = 3 个 分 量 , 其 分 量 在 新 旧 坐标 系 中 的 关系 
(1.49) 式 可 简单 地 由 (1.41) 式 给 出 .标量 p 对 坐标 zi 的 偏 导数 名 可 作 


为 向 量 协 变 分 量 的 例子 ,因为 它 满足 (1.41) 式 . 

但 需 指 出 ,在 一 般 曲线 坐标 系 中 ,对 应 于 空间 位 置 的 向 量 * 不 能 简单 
地 写 为 (1.40) 式 的 形式 ;x' g + 2g, + x’ g,, AA 9 (i = 1,2.3) 是 局 
部 标 架 中 的 基 向 量 ,不 能 应 用 于 全 空间 . 

其 次 来 讨论 由 (1.12) 式 和 (1.24) 式 所 定义 的 量 g, We’ BB 
(1.36) 式 和 (1.37) 式 , 可 知 它们 分 别 是 某 个 二 玲 张 量 的 协 变 分 量 和 逆 变 
分 量 .该 张 量 称 之 为 度量 张 量 或 单位 张 量 ,可 表示 为 

I= gigi Qg = gr Og. (1.50) 
由 {1.21) 式 和 (1.23) AR ERMA BHI=¢Q¢ = ¢ Oe. fhe © 
g =8'¢ Or LETEO) = 站 有 的 外 ,说 明和 = 8, BALE 
PERET ARMES EA è. 

最 后 ,我 们 来 讨论 由 (1.16) 式 所 定义 的 记号 ej .因为 以 A, 为 元 素 
的 三 阶 行列 式 可 表示 为 

det(A‘,) = Al, AL Ate s 


或 等 价 地 
det(A', Je, = Ali, Ab ens (1.51) 
所 以 , 当 把 AY, = SS 看 作 是 新 旧 坐 标 系 之 间 坐 标 变换 的 微分 式 时 , 便 有 
B Jr” \7]' dr ax’ år 
en = [asd[ $5 ] oe ew: (1.52) 


这 说 明 es 是 权 为 - 1 的 相对 张 量 . 
另 一 方面 ,如 将 (1.28) 式 记 为 
ea = [Rsg] = J fen» (1.53) 
并 注意 到 (1.38) 式 , 则 可 将 (1.51) 式 改 写 为 
- Jai ax’ ax! 
Sor Er Ox? ag 
Ake, 是 绝对 张 量 E 的 协 变 分 量 . 通 常 称 张 量 
£= Eng Og © 2 (1.54) 
为 置换 张 量 (Eddington KH). AH (1.23) 式 和 (1.27) 式 , 其 道 变 分 量 可 
通过 对 (1.53) 式 的 指标 上 升 而 写 为 


g" = [gg „g ] = 7 (1.55) 
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P 去 


1, i,j,k AERA, 
-1, ijek ABER HEM. 
下 面 我 们 来 给 出 关于 置换 张 量 的 恒等式 ,利用 行列 式 的 性 质 ;: 
B’, BY, B! 
B, BY, BY, 
BY, BY, By 
并 取 BT, = 名 , 便 可 得 到 如 下 的 得 等 式 
Br 8? y 
ae at ar 
ly a x 


| 0, 如 果 有 两 个 指标 相同 ， 


= ene™ det(B”,), 


对 上 式 右 端 行列 式 展开 后 ,有 
eye” = F — "| 


exe” = 28, 


(1.56) 
Epe” = 6, 

根据 (1.51) 式 ,并 利用 上 式 最 后 一 式 , 以 A', ARETE 
可 表示 为 


det( A')) = pepe A,A At, (1.57) 
$14 张 量 代数 


(一 ) 对 称 张 量 和 反 称 张 量 的 定义 
对 于 张 量 的 分 量 , 若 交换 两 个 道 变 指标 (或 协 变 指标 ) 后 其 数值 并 不 


两 个 逆 变 指标 (或 协 变 指标 ) 后 其 数值 仅 改变 符号 而 不 改变 大 小 , 则 称 此 
张 量 对 这 两 个 指标 是 反 称 的 .如 At = 一 A ,A = 一 Ai 一 个 高 阶 张 基 ， 
如 果 对 任意 一 对 指标 都 是 对 称 的 (或 反 称 的 ), 则 称 该 张 旦 为 对 称 ( 或 反 
称 ) 张 量 . 例 如 ,度量 张 量 是 对 称 张 基 ,置换 张 量 是 反 称 张 量 . 

张 量 的 对 称 性 并 不 随 坐 标 变换 而 改变 .例如 当 A’ = AY 时 ,也 有 
dF Ox" an ag ax 


= A, 
ax” ax” Ar" ann 


At 一 
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{二 ) WR 


只 有 同 阶 张 量 之 间 才 能 进行 加 减 , 其 结果 仍 为 同 阶 张 量 . 在 进行 张 量 

分 量 的 抠 减 时 ,其 对 应 指标 类 型 也 贷 相 同 . 例如 
C= 4 t+ B, Cy, = Ala- Big. 

KEIER EZREN A +B = B+ A) AKAONA +B) 
+C=At(Bt+C)) ,以 及 关于 数 乘 的 分 配 律 (如 (e+ 和 = oA + BA, 
a(A +B) = aA + oB, Vo, p CR), PREACH Masa = 
al PA). Ya PCR). 显然 ,一 个 二 阶 张 量 总 可 以 分 解 为 对 称 张 量 和 反 称 
张 量 之 和 . 例如 
A, = LA, + A,)4 
而 且 这 种 分 解 是 惟一 的 . 

(=) 缩 并 


在 张 量 的 并 矢 记 法 中 ,如 对 其 中 的 某 两 个 基 向 量 进行 点 积 , 则 原来 的 
张 量 将 降低 两 阶 , 这 一 过 程 称 为 张 量 的 缩 并 .例如 , 张 量 4 = Alig, © 8’ 
从 及 中 ,两 个 指标 Aly 缩 并 后 为 A Oe" = Aag ,两 个 指标 i 和 上 BEI 
后 为 A'g ,而 两 个 指标 ; Mk SFI A Aag g. 


{四} 并 积 


两 个 张 量 的 并 积 是 两 个 向 量 并 积 的 推广 , 它 上 形成 一 个 高 阶 张 量 , 其 阶 
数 为 并 积 的 各 张 量 阶 数 之 和 .例如 ,A = A’g; Og EB = Bg 的 g 的 
并 积 可 写 为 

AOB- ABg © 8 Ge Qs = Cig Og Os Oe. 

张 量 的 并 积 具 有 如 下 性 质 : 
A®(B,+B,) =AQB, FAQB,, 
(A, +A) @B=A,QB+ A, OB, 
a(A®@ B) = (cA) OB = AW (eB), Va ER. 
{ER KARE KIA. 


(E) AR 


ATEN SHEAR T KE HHA AH GENK. 
如 对 于 A = Ag Og MB = Brg" Or Og, AH-KAREM A 和 
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B 作 并 积 后 ,再 将 4 的 最 后 一 个 基 向 量 与 吾 的 第 一 个 基 向 量 进行 缩 并 求 
得 : 
A+B = A'B EOR OL. 
其 两 次 点 积 是 对 和 和 B 作 并 积 后 ,再 将 4 的 最 后 两 个 基 身 量 与 B 的 前 两 
个 基 向 量 依 次 进行 缩 并 求 得 : 
A:B= A'B,'g,. 


(A) 又 积 


两 个 张 量 的 叉 积 是 两 个 向 量 叉 积 的 推广 .对 于 两 个 向 量 u = ug 和 
v=vg ,其 又 积 丰 写 为 
ux p= uvt{g xg) = re 
=- weg’ = me 人 
或 等 价 地 写 为 
下 光一 【的 TI 
(1.58) 
EP ese Oe Se =e" Os Oe, JERKE. 
对 于 两 个 高 阶 张 量 , 例 如 A = A; g Og, Og, MB = Bg, O g 
其 一 次 灸 积 可 写 为 
AXB = AB™g Og © la x g,) Oe, 
= A B emg Og © g Og 
=-A-e:B, (1.59) 
HARRESA 
A‘ B = ABR "E @ lg Xg) Ole xg) 
= A; B" emn O Og 


H 


(£) 商法 则 


商法 则 是 判别 一 组 函数 是 否 是 张 量 分 量 的 一 个 有 用 准则 . 设 有 一 组 
RAIO? 个 分 量 的 空间 点 坐标 的 函数 A"*.…。 。, 若 它 与 某 个 其 分 量 可 
作 任 意 变化 的 张 量 分 量 进 行 点 积 送 算 后 仍 构 成 张 量 分 量 的 话 , 那么 
A' 本 身 也 必然 是 一 个 (: + p) 阶 张 量 的 分 量 . 

例如 , 当 s =2,p = 0 时 ,以 上 函数 组 串 取 为 A .对 于 任意 的 张 量 分 
BB ,如 果 AB = C 仍 为 张 量 的 分 量 时 , 则 A 本 身 也 是 一 个 二 阶 张 
其 的 道 变 分 量 . 这 是 因为 在 新 坐标 系 中 ,有 
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A"Bs* — C", 
(1.44) 式 和 (1.46) 式 , 上 式 可 写 为 
4 dX” OF _ OR az BH IZ em 
Aap arte > ag ao = ag ag Be 
L az* ay I” rm az’ n 
即 有 5 LAY ga A" E BY = 0. 
a a P 
ERRU 并 对 上 求 和 ,得 
jo J” ax e 
[A < = |s; = 0. 
—. a hr i 一 上 
由 于 Be 可 以 任意 变化 , 故 Z = Am 22 pee este Este 
ay ax dz 
求 和 ,可 得 
一 
A = år Jr" 


说 明 A” EOMERI EE. 
现 给 出 一 简单 例子 来 说 明 商 法 则 的 应 用 .因为 {1.11) 式 石 端的 dr 
和 dz 是 可 以 任意 选取 的 向 量 dx 的 着 变 分 量 (满足 变换 关系 (1.31) 式 )， 
左 端 是 坐标 变换 下 的 不 变量 ,所 以 g 是 -~ 个 二 阶 张 量 的 协 变 分 量 . 
fll 线性 表示 定理 : 
if Er KES PHATE 邻 到 实数 域 忆 的 线性 映射 5g(B), 则 
存在 惟一 的 > 阶 张 量 w ,使 得 对 任意 的 x KBB E S, pB 可 表示 为 
yw 与 B 的 r BAM, 
J(B) = VOB, {1.60) 
Ist © 表示 r 重点 积 ( 或 称 为 全 点 积 ). 
证 明 设 r 阶 张 量 B RICKY 
B = Rig Og O Oe, 
则 可 定义 
diac = 8 Og, O Oe). 
根据 o 的 线性 性 质 , 有 
Q(B) = fi Bia 
因为 B 各 以 任意 变化 , 故 由 商法 则 可 知 gf, 是 张 量 
y= EOD 
的 协 变 分 量 ,证 说. 
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$1.5 fi 射 量 


二 阶 张 基 又 称 为 仿 射 量 SPREE BES ha 作 点 
积 后 可 得 到 另 一 向 量 w = Bou v =u- B) Ak. BOW ARE — 
个 线性 算 子 , 它 将 欧 氏 空间 中 的 每 一 向 量 u 线性 映射 到 向 量 oC aK’). 

ata B= Bg Og = Big Sg = Big Oe HERRAR = 
Big Og = Big & eg, = Bg, Qe. 

满足 条 件 B = B 的 仿 射 其 B 称 为 对 称 仿 射 量 ,满足 条 件 4 = 一 A 
的 仿 射 量 称 为 反 称 仿 射 量 . 

仿 射 量 B 的 行列 式 可 由 (1.57) 式 定义 为 

detB = det(B',) = graye" BBB. (1.61) 
由 (1.46) 式 可 知 , 仿 射 量 的 行 齐 式 与 坐标 系 的 选取 无 关 . 
仿 射 量 BMRA BT ,满足 
B-B'=B'-B= 4, 
EFIE. BEEMHNREAARB 的 行列 式 小 为 零 ,这 时 的 
五 称 为 正则 仿 射 量 . 
如 果 仿 射 量 中 MÉ ETHAEE Q IMA 
Ce. =0 .0:1, 
WR & 为 正 交 仿 射 量 . 
下 面 ,我 们 将 分 别 对 以 虐 几 种 类 型 仿 射 量 的 性 质 作 简要 的 讨论 . 


{一 ) 特征 值 和 特征 向 量 


对 于 某 个 仿 射 量 吾 , 若 存在 -- 个 实数 和 和 非 零 身 量 上 (或 非 零 向 量力 ， 
使 得 


Ber-odr, (RE: B - Al) (1.62) 
成 立 WA AAR HEE ROA BHEGRA) 特征 向 量 .因为 一 切 
与 石 (或 左 ) HEM BEAMS SIRE FORA) 特征 向 量 MAB 
把 右 ( 或 左 ) HER BRA RAL a A CRA) 特征 方 癌 .特别 邮 
当 右 和 左 特征 方向 相同 时 ,我 们 称 该 方向 为 特征 方 网 .此 外 ,我 们 还 水 难 
看 出 ,如 果 和 r 都 是 与 特征 值 4 相对 应 的 右 特 征 向 量 , 那 么 > 与 ”的 线 
性 组 合 也 -- 定 是 与 特征 值 4 相对 应 的 右 特 征 向 量 . 道 常 我 们 称 与 特征 值 
A 相对 应 的 右 ( 或 左 } 特征 向 量 所 张 成 的 空间 为 相应 的 石 (或 左 ) 特征 空 
间 
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(1.62) 式 的 分 量 形式 为 
(B; -àg r =0, (Œ (B,- ag) =0 )， 
上 式 存在 非 零 解 r(R 1) 的 充 要 条 件 是 
det(B — AT) = det(B - 2d) = 0. (1.63) 
(1.63) 式 称 为 B 的 特征 方程 , 它 是 关于 特征 值 4 的 三 次 方程 ,其 左 端的 
展开 式 称 为 特征 多 项 式 , 而 相应 的 特征 方程 可 具体 写 为 
A- RCB)? + 1,(B)a — hB) = 0, {1.64} 
其 中 (B) = Bi, = wB, 1 


1,(B) = + (BB, ~ BB) = Sls) 一 eB’), (1.65) 


I(B} = detB. 
它们 都 是 B 的 标量 不 变量 ,分 别称 为 B 的 第 一 .第 二 和 第 二 RER. 在 
上 式 中 ,我 们 引进 了 符号 tr, 称 为 迹 , 它 是 将 两 个 向 量 的 并 积 u © vw 映射 
到 一 个 实数 的 线性 运算 :tr 的 wv) = u- o. Al FS BHM: 

trB=trBg Og) = Bg'g = B. 

Hi 4 fla2) = agt t) + aja” tend g, tai 为 整数 阶 实 多 项 
式 , 且 为 一 任意 仿 射 是 , 其 特征 值 和 ( 右 ) 特征 癌 量 分 别 为 4* Ar. Bik 
FB) = a, BY +a, B+ eeta B+ a, PEA A) 特征 向 量 分 
别 为 POA) MF. 

证 明 ”出 (1.62) 式 ,可 得 ， 

Boer = B+ B+r= B+ (ar) =A’r. 
事实 上 ,对 任意 整数 六 ,都 有 有 "rm = Ac"r. 因 为 由 数学 归纳 法 可 知 ， 
M ELX m 成 立时 ,上 式 对 m + 1ER. H B” 的 特征 值 和 ( 右 ) 特征 
向 量 分 别 为 4" 和 >， 
了 "rr (Br) = Be (CA"r}) = "Br=A"'r, 
因此 有 f(B)-r = f(A)r. WOE. 

例 2 如 果 正 则 仿 射 量 于 的 特征 值 和 ({ 右 ) 特征 问 芋 分 别 为 4 和 x, 试 
证 中 ”的 特征 值 和 { 右 ) REE AHA A" Aly WP ne SERS. 

证 明 RAB REM ae eB RB? = BU. B! 
BO = B+ B) + By Se A 

B”: Boer. B"- (Ar =r, 
Wis Ber =A "r. AGL. 

H3 设 Y 为 一 维 欧 氏 向 量 空间 ,9p BA IRR 站 映射 到 实数 域 

R 的 三 线性 反对 称 函 数 . 即 有 
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glu, v.w) =- pV Ww) =- plu, wd) 
=- gwW ou Yu, v,w € %, 
试 证 对 于 任 一 仿 射 量 BLA: 
p(B vw + ou, B-u,w) + plu,v,B. w) 
= J (B)ọlu, v, w}, 
p(B- u,B-v,w)+ yu BtoB: w+ p(B- u,v, B w)> (1.66) 
= i; (B)şlu,v, w), 
gl B+ u,B'v,B' w) = L(B)olu,v,w). | 
WRA zw ,w 在 任 一 协 变 基 向 量 g, 上 的 分 解 式 可 写 为 
U = ug v= vp w= w'g,, 
注意 到 p(B uv w) = wv w p(B g,.8,>8,)> 
故 (1.66) 式 的 第 一 式 可 号 为 
uv tw" ein OCB * 81 >82+83) + PRB 8,83) + ole. .8. B+ g;)] 
= uu Ww" Emdi (OB) oC 8 E2083). 
因此 , ZEWEHA( 1.66) RMB, A g g AARE uv, w E 
可 .类 似 地 ,在 证 明 (1.66) 式 的 第 二 和 第 三 式 时 ,也 只 需 将 g ,ga ,8g; 分 别 
代替 u,v ,wm 即 可 . 
对 于 B= Bie 的 g ,利用 gq 的 线性 和 反对 称 性 质 ,可 知 
p(B > gogg) = Ba plgi B) 
BA p(B gogg) + ple Bs gg) + lai. 8B a3) 
= (Bi, + Bl, + Bs) el g1.8283) = (trB) plg ,B81), 
即 (1.66) 式 的 第 一 式 成 立 . 
现 来 证 明 (1.66) 式 的 第 二 式 .注意 到 o 的 线性 和 到 对 称 性 质 , 有 
p(B gB gg) = p(B g B28; +83) 
= o((Big, + Big. + Bigs), 
(Bhgi + Big, + Bi.g;).83) 
= (B! B84 — BB )e(g:,82.83). 
由 于 1,(B) = (B| Bi, + Bê, B’, + B’,B',) - 
(B? B', + BY B’, + BB), 


AR RA 
p(B: g,,B-g.,g,) + olg, B'g,B' g) + oB- 2,,8,.B+ g) 
= 1,(B)o(g,.82583); 

即 (1.66) 式 的 第 二 式 成 立 . 
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最 后 ,我 们 不 难 写 出 
p(B g,,B+g,,B+g,) = p(B.,g,, Bag Bisa) 
= BY By Bs ep (8 8258s) 
= det(B) o(g,.82585), 
即 (1.66) 式 的 第 三 式 也 是 成 立 的 ， AGE. 
注 1 HARR u,v, w HRAB u,v. w] 是 一 个 二 线性 反对 称 函 
数 , 故 通常 把 以 上 的 o 取 为 其 变 元 # ,vw,w 的 混合 积 . 
注 2 Nanson 公式 :在 三 维 欧 氏 向 量 空间 中 ,对 于 任 一 正则 念 射 量 下 
和 任意 的 向 量 uv, A 
(Fu) x 【下 u) = (deF)F "+ (a x v). (1.67) 
其 中 FU 表示 下 的 转 置 的 道 . 
EA Ro 为 其 变 元 u,v,w 的 混合 积 , 则 (1.66) 式 的 第 三 式 可 写 
为 
(Few) [KF eu) x (Fo v)] = (det 了 ww (u x v). 
注意 到 向 量 的 转 置 等 于 其 自身 , 即 F. w= (F:w) = W F ERTE 
写 为 
we Fo. [(F +a) (F+u)] = (detF)w - (u x v). 
由 w ERE, PsA SA 
FY ((F-u)x (F. v)] = (detF)(u x v). 
因为 下 AES , 故 焉 及 其 转 置 严 "的 道 是 存在 的 ,由 此 可 得 (1.67) 
A. ih. 
(Z) Cayley - Hamilton 定理 


现 取 例 1 中 的 多 项 式 f(x) 为 特征 多 项 式 (1.64) 式 ,这 时 有 f(a) = 
0. 故 根据 例 1 的 讨论 ,可 知 
f(B) = BP -1 (BB +1,(B)B- 1,(B)I (1.68) 

的 特征 值 为 零 . 但 这 还 不 能 说 明 上 式 中 的 f(B) 是 一 个 零 仿 射 量 , 因 为 习 
题 1.4 的 讨论 表明 , 非 零 伪 射 量 的 一 个 特征 值 仍 有 可 能 者 等于零 

Cayley - Hamilton 定理 指出 ,(1.68) 式 的 确 是 一 个 零 仿 射 量 , 即 任意 
仿 射 量 满足 其 自身 的 特征 方程 . 

实际 上 , 由 仿 射 量 互 = Be Og 和 任意 实数 ,可 定义 行列 式 
det( B, ~ yey) ,其 中 g, 为 协 变 度量 张 量 .利用 行列 式 元 素 B, — pe, 的 代 
BRE H ,可 构造 如 下 张 重 ， 

H = Hg. Q g, 
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其 中 H 是 % 的 二 次 多 项 式 ,可 写 为 
CO ab). (2h, 
H" = H" + Hy + Hy. 
fr} {r} 


$ H = Hg © g (r = 0,1,2), 则 五 可 写 次 


(0 (2) 
A=H+ Hot Ay. 


这 时 , 
(B - yi) CH + Hy + Hy) = Idet(B- qI) 
= 1(1,(B) - (B) + (BF - 7). 
比较 y 的 系数 ,并 考虑 到 y 的 任意 性 ,可 得 


(2) 
-H=-T, 
a) a) 


B H-#H=T,(B)I, 
41) C00 
B-H-H=—-1,(B)I. 
B-H= 1,(B)I, 
将 以 上 各 式 两 端 分 别 与 BBB 和 了 作 点 积 , 相 加 后 便 得 
B? — 1,(B)B’ + 1,(B)B- 1,(B)f = 0. (1.69) 
故 证 . 
例 4 若 B 为 正则 仿 射 量 , 试 证 其 第 二 主 不 变量 也 可 写 为 
1,(B) = (detB)(trB '). 
证 明 ”因为 BREN a BO B 与 (1.69) ATE 
点 积 后 取 迹 ,可 得 
trB’ — (trB)* + 31,(B) — (detB)(trB™") = 0. 
HRS B 的 第 二 主 不 变量 可 由 (1.65) ASA 


1 


1,(B) = (By - trB*], 


因此 有 
T,(B) = (detB) (rB). 
点 证 . 
(=) 对称 仿 射 量 


如 果 仿 射 量 吾 满足 百 = 召 " , 则 称 吾 为 对 称 仿 射 量 . 不 难看 出 ,对 应 于 
对 称 仿 射 量 B 的 同一 特征 值 的 左 . 右 特 征 方向 是 相同 的 ,从 而 其 左 、 石 
特征 空间 也 是 相同 的 .事实 上 ,如果 e 是 对 应 于 特征 值 的 右 特征 向 量 ， 
APB +e = Ae RUMOR SAB ec)’ =e'B = e+ B= ie, 说 
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明 e 也 是 如 的 左 特 征 向 量 . 在 以 后 的 讨论 中 ,我们 只 考虑 e 对 吾 的 右 点 积 . 
(1) 容易 证 明 , 对 称 仿 射 量 B 有 三 个 实 的 特征 值 ,可 记 为 AN As .23 
这 时 (1.64) 式 可 与 为 
(A = ADA -AMA = A) = 0, 
相应 的 三 个 主 不 变量 分 别 为 
I, (B) =A, +a, +A;, 
T,(B)=AzAs + Asay Adas? (1.70) 
1,(B) = ay Aras. | 
如 果 BARES AAAS EMEA, Ml A,(a,8=1,2,3.048), WS A, 各 
As 相对 应 的 两 个 特征 方向 & Mle, WELEZ: e,:e,=0. SRE RNS 
H Bre, = Ae, CERT a RADA B- e= Age (At BORA). RIAL es 和 
e, 左 点 积 上 两 式 并 相 减 ,可 得 
(A, — Ag)e, en =0,( 不 对 a, 8 RA). 
因此 有 €, * eg =0,( 4A, Æ Ay). (1.71) 
(2) 对 称 仿 射 量 的 详 表 示 
对 称 仿 射 量 B 一 定 存在 由 特征 向 量 构 成 的 一 组 单位 开交 基 (e, e, 
e;) ,其 相应 的 特征 值 4, a, MA, 将 构成 BMS, BA: 


B= Sage, Qe. (1.72) 


BZ. BAA(1.72) 式 的 形式 , 且 el ,ez He, 相互 正 交 , 则 A, Me, 为 
中 的 第 aka = 1,2,3) 个 特征 值 和 相应 的 特征 向 量 . 

HTF B 的 三 个 实 特征 值 4,、.4; HA, 可 分 下 面 三 种 情形 来 证 明 
(1.72) 式 . 

a) 如 果 昌 有 三 个 相 异 的 特征 值 4, A, 和 , 则 根据 对 {1.71) 式 的 讨 
论 ,可 知 相 应 的 三 个 (单位 ) 特征 向 量 e, ,ez 和 es 是 相 芋 正 交 的 . BEE 
lel 上 的 分 解 式 可 写 为 


ofl 
HEF B+ e, = Ae (不 对 w 求 和 ) ,可 知 
g, = 4% (4a = 8), 
"tO, (4B a), 
因此 有 谱 分 解 式 (1.72) 式 . 
b) 如 果 (1.64) 式 有 一 个 重 根 4，= A, BI B 有 两 个 由 异 的 特征 值 4， 


MUA: = Ay AA S a 相对 应 的 特征 空间 是 一 维 的 ,可 由 相应 的 单位 。:， 


errr 
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特征 向 量 e 表示 为 spleit A, 相对 应 的 特征 空间 是 与 e BRAK 
面 , 可 记 为 slei .因为 任意 向 量 w 都 可 分 解 为 在 e: 上 的 投影 : 
(v-e )e = (e 6e) v 
和 在 垂直 于 e 的 平面 上 的 投影 ; 
v— {vr'e)e = (I-e tte):v 
所 以 可 分 别 用 Ge, 和 I 了- e Ge, KEREN spie, | 和 spiel|+ 上 的 
投影 算 子 .于 是 ,B 可 写 为 
B= àe Ge, +à (I-e 6e). (1.73) 
注意 到 在 平面 spie,1- 上 总 可 以 选 了 两 个 相互 垂直 的 单位 向 量 e, Me, 
而 单位 张 量 (1.50) 式 在 单位 正 交 基 {(e ,e, ,e3) 下 的 分 解 式 为 
I= e e +e, e +e Ce, 
因此 {1.73) 式 实际 上 就 是 (1.72) 式 在 1; = A, 条件 下 的 特殊 形式 . 
c) 如 果 B 的 三 个 特征 值 都 相等 :1， = A, = A, = 4, 则 BB 可 写 为 
B = il, (1.74) 
这 时 ,B 的 特征 空间 为 全 空间 . 
由 以 上 讨论 下 知 ERE ato 都 可 以 根据 B 的 特征 空间 Ue, 进行 分 
fF 


v= Dy w, u © N. (1.75) 
上 式 中 , 当 BM REAR ASE, u 分 别 为 splel| sple.} Al Piesi 
当 p 有 两 个 相 异 的 特征 值 时 ,家 OH spie i Mspie,|+.4 BA 
特征 值 都 相等 时 , 必 为 全 空间 . 
(3) 对 称 正定 仿 射 量 
对 于 任意 的 非 零 问 量 u WER u: Cu >0 的 仿 射 量 C 称 为 正 
THE KHER Cou SPONGE e 称 为 半 正 定 仿 射 量 .容易 
证 明 , 当 C 是 对 称 正 定 仿 射 量 时 ,C 的 三 个 特征 值 都 大 于 零 ,可 设 为 n= 
2A, >0,a = 1,2,3), 而 相应 的 谱 表 示 为 


C= Sair, @E,, (1.76) 


其 中 工 , (a = 1,2,3) 为 C 的 单位 特征 向 量 . 而 且 这 时 存在 惟一 的 对 称 正 
定 仿 射 量 U, HERTA 


3 
U= SAL, @L,, (1.77) 
eel 


满足 wu = cC AE U 可 记 为 C3 
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此 外 ,由 于 对 称 正定 仿 射 量 上 的 行列 式 大 于 零 , 故 存在 UKU’, 

它 也 是 对 称 正定 的 ,其 谱 表 示 为 
U` = VL @ L.. (1.78) 

(4) 变换 定理 

如 果 仿 射 量 BFA BHC BRB A= A+ BWA RB 
的 每 一 个 特征 空间 不 变 , 也 就 是 说 ,如 果 w 属于 B 的 某 个 特征 空间 ,那么 
A v ERTB 的 同一 个 特征 空间 .反之 ,如 果 A 保持 对 称 仿 射 量 B8 的 每 
一 个 特征 空间 不 变 , 则 B AA 是 可 变换 的 . 

HARON BA A OP AEH Be we = Ae A 

B-(A-v) =A-+(Be uw) = ACA), 
说 明 4 .ma 和 yy 属于 吾 的 同一 个 特征 空间 . 

为 了 证 明 以 于 的 逆 命 题 ,可 将 任意 向 量 v 在 B 的 特征 空间 u 上 进行 
$001.75) 式 的 分 解 . 如 果 A 保持 B 的 每 一 个 特征 空间 觉 ANE, ORL 
v E UA WA A: v, © UH, 

B-A- -yis AtA n) 3 A CA, e,) = A+ (Bow), 
(ART k RAD), 
Exp a, 为 对 应 于 U 的 特征 值 .于 是 ,由 (1.75) 式 可 得 

县 -和 昌 > 县 (和 = JA- (Be u,) = A+ Be. 

He HERE B+ A = A+ BR EIS. 

(M) 反 称 仿 射 量 


现 考虑 反 称 仿 射 量 钱 . 这 时 ,对 于 任意 两 个 向 量 e 和 mm ,有 
vu Wee sus (Wu) = (Wea) - vo = (ae Wee 


=~u' Wo. {1.79} 
EPH u = oA ERT 
we (Wea) = (u: W)'u=0. {1.80} 


说 明 Wen Ala WEA toe 正 交 的 向 量 . 
mt RADHE W 的 实 特征 值 为 零 . 
证 肯 ”因为 对 应 于 W 的 特征 方程 (1.64) 式 至 少 有 一 个 实 根 , 故 W 
至 少 有 一 个 实 特征 值 .假定 es 是 与 4 相对 应 的 单位 特征 向 量 , 则 有 
We, = des. 
上 式 两 端 与 e, 作 点 积 并 利用 (1.80) 式 后 ,可 知 4= et (Wes) = 0, 


rr 
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说 明 Ww A — SE GE (BA 9 EPL I H e: 
We, = 0. (1.81) 
性 质 2z MFRS WE TO et 中, 使 得 对 任意 的 
向 量 4 ,部 有 
W-n=oXu, (1.82) 
上 式 中 的 向 量 w 称 为 W 的 轴 向 量 ( 或 对 个 向 量 ). 
证 明 Be, He, 是 两 个 相互 正 交 的 单位 向 量 , 它 们 司 多 的 单位 特 
征 向 量 e 构成 右手 系 的 单位 正 交 基 {el ,ez,e). 环 在 基 {te.i 上 的 分 解 式 
可 与 为 
W = y We, CO ep， 
其 中 Ws =e: W- esla B = 1,2,3). 
注意 到 {1.79) 式 、(1.80) 式 和 (1.81) 式 , 可 知 W 可 表示 为 
W = wle,®e, -e e), (1.83) 
其 中 四 = W,- HS o= we, MIERNE u = we, + uge, + uzez, 


W-u-—a@xXu = ole Qe, -e Qe) u- we, Xu 
= w(u,e, — ure) — we, X (ue, + Hae + uie) 
= 06. 
十 是 (1.82) 式 得 证 . 
根据 {1.83) AW 的 铀 向量 还 可 瑟 为 


o=- Je: W, (1.84) 
Hee 为 置换 张 量 ,而 WETH o 表示 为 
W=-ege'®. (1.85) 


例 5 试 证 任意 反 称 仿 射 量 W 的 二 个 主 不 变量 为 

LOW) = wW = 0,1,0W) = ow 1,(W) = detW =0, (1.86) 
Bt oX Ww 的 轴 向 量 ,w* = 四 ,中 - 并 由 此 证 明 三 只 能 有 一 个 等 于 零 的 
实 特征 值 . 

证 明 “根据 性 质 2 中 的 讨论 ,可 构造 右手 系 的 单位 正 变 基 (el ,ea ， 
es) Khe, 为 琴 的 单位 特征 癌 量 ,而 网- e; =0. 将 例 3 中 的 三 线性 反 
对 称 函 数 取 为 {fel,e;,es) 的 混合 积 , 则 有 [e, ,es,es] = 1, 而 相应 的 
(1.66) 式 可 写 为 

LCW) = [W< e ,e,,6;}] + [e 全 eye]， 
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1,(W) =([W+e,,W-e,,e;], 
Liw) = 0. 
由 (1.82) 式 ,有 We, = @ Xe, = we; Xe, = wb, 
We, = @ Xe = af, X #, =— we. 
代入 上 式 后 便 得 到 (1.86) 式 . 由 此 可 见 ,WW 的 特征 方程 为 
P+D, 
WAH RATER, HAS EZ. 


(五 ) 正 交 仿 射 量 


下 面 讨论 正 交 仿 射 量 8 , 它 满足 
Q-Q "=0 .0-. L (1.87) 
假定 二 和 是 任意 的 两 个 向 量 , 经 过 与 吕 的 点 积 后 ,将 分 划 变 为 如 ， 
u 和 人 .名 ,其 内 积 为 
(Oa Ov = 0).(0.v)=u'v. 
这 说 明正 交 仿 射 量 不 改变 向 量 的 内 积 , 即 它 不 改变 向 量 的 长 度 和 问 量 之 
间 的 类 角 . 
不 难 证 明 , 所 有 正 交 仿 射 量 的 全 体 构成 一 个 群 , 称 为 正 交 群 . 华 三 维 
RS PA Cy. 81.87) 式 的 两 端 取 行 列 式 , 则 有 
{detQ) =1 或 dag =+1. 
行 向 式 为 1 的 止 交 仿 射 曙 称 为 正常 正 交 仿 射 量 . 它 相 当 于 一 个 刚体 旋转 . 
行列 式 为 - 1 的 趟 交 仿 射 量 称 为 韭 止 常 正 交 仿 射 量 , 它 相当 于 个 刚体 
旋转 和 镜面 反射 的 联合 作用 .所 有 正常 正 交 仿 射 量 的 全 体 也 构成 一 个 群 ， 
它 是 正 交 群 的 子 群 ,在 二 维 欧 氏 空间 中 记 为 G. 
性 质 1 ”对 应 于 正 交 仿 射 量 0 的 同一 个 特征 值 4 HA . 右 特征 空间 
相同 . 
证 明 RE A Mr SHO 的 特征 值 和 右 特 征 问 量 , 则 有 
Q-r= ar. (1.88) 
此 式 也 可 与 为 >. 8& = arnir 也 是 Q' 的 左 特征 癌 量 . 由 .上 式 可 知 7 
r= (fr On) (Qer = Nre r AEA 
=. (1.89) 
现 将 40” 对 (1.88) she SH, BASS 
aB (Or = 入 人 or. 
注意 到 (1.89) sh, CAET Q7- r= ar Mr = 好 ,说 明志 
E 8 的 左 特征 向 量 .证 旋 ， 
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推论 1 由 (1.89) 式 可 知 , 正 交 仿 射 量 8 的 特征 值 只 可 能 取 + 1 或 
= ] 

推论 2 与 "具有 相同 的 特征 值 各 特征 空间 . 

性 质 2 APLAR r EREADER (p) HRR 
ANS A 

Q” (gp) = cos pF + (1 - cos g)r Or -singesr, (1.90) 
其 中 e 为 置换 张 量 . 

证 明 BE zx 是 任意 与 > WEEDE, ref lal Ñi rx u 
lu | WARM ECR u Br 旋转 yp 角 后 变 为 向 量 @ (po) - wu, 它 与 7， 
uflu|l 和 rx wi | nl| 的 点 积分 别 为 0,cos glu |M singl u |, Ae 
可 表示 为 

O''(g)+u=cosgutsingrXa. 

现 将 任意 向 量 vw 分 解 为 平行 于 r 的 部 分 (w* r)r MEA Fr 的 部 分 x = v 
- (ver). 这 时 vw 绕 r 旋转 yq 角 后 所 得 到 的 向 量 ( 见 图 1.3) 可 写 为 
Qip) v= (vr)rteos olv- (ve rr] 

+singrx[v-—(v-r)r] 
= [os p+ l-osg)rQr-singr- elev. 


oF 


图 1.3 Me sr 的 旋转 


在 上 式 最 后 一 项 的 计算 中 ,我们 用 到 了 (1.358) 式 .于 是 ,考虑 到 ww 的 任意 
性 ,可 得 
Q (p) = cos pF + (1 -cos pr Or -sin pe-r. 
a 
性 质 3 徘 直 于 单位 向 量 r 的 平面 的 镜面 反射 R'" 是 一 个 非 正常 正 
交 仿 射 重 ,可 表示 为 
R = 了 一 2r 的 7. (1.91) 


cae ui 
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此 性 质 是 显然 的 ,这 里 不 再 讨论 . 
下 面 我 们 给 出 以 下 五 种 正 交 群 O RTH: 
1.0” (g); L.P pR”; M.o iph R”; 
W.9°Co), gd V.o Ce), GO RO, R”. 
KPa 是 垂直 于 r HAME, OS p< 27. 


A) 极 分 解 


极 分 解 定理 ”对 于 任意 的 正则 仿 射 量 下 ,总 可 惟一 地 作 如 下 的 乘法 
分 解 : 


F-=-R-U=V-R, (1.92) 
UNV AMREEHN E.R 为 正 交 仿 射 量 . 
证 明 AA FAF 都 是 止 则 的 ,所 以 对 任意 非 零 向 量 4 ,有 
(Frau): (Fru)= uw:(F -F)'u>0. 

说 明 C = F" :下 是 一 个 对 称 正定 仿 射 量 , 它 的 三 个 特征 值 都 大 于 
Ay, = 0A, > 0,a = 1,2,3), 其 谱 表示 由 (1.76) 式 给 出 . 根 
据 对 (1.77) 式 的 讨论 ,可 知 存 在 以 4, (a = 1,2,3) AREA TE 
fim Use UU gC. 

WELR=F-U' CBRE 

R`- R = (U7-F")-(F-U')=U'-cC+u" =F, 
说 明 R 是 一 个 正 交 仿 射 量 ,于 是 (1.92) 式 的 第 一 个 等 式 得 证 . 

现 假定 下 还 可 分 解 为 F = RD ,其 中 D 是 对 称 正定 仿 射 量 ,R， 
是 正 交 仿 射 量 .这 时 ,由 RU= R URU=R OR- UKBEU 
AU, 的 对 称 性 ,可 知 

U = Ue U = (UL: RP} R)- CR’? RR, UL) = Ui. 
AAU AU, HEEE, JẸ U= U, ,从 而 也 有 玉 = RR, .可 见 (1.92) 式 
中 的 第 一 个 分 解 式 是 惟一 的 . 
类 似 地 , 利 册 
(下 :FF wu =u (FF )'u>0, 

可 得 到 对 称 正定 仿 射 量 V = UF» PT)? ,并 可 证 明 (1.92) 式 中 第 二 个 分 
解 式 的 存在 性 和 惟一 性 :下 = ,六 ,其 中 下 为 第 二 个 分 解 式 中 的 正 交 仿 
HE. 

将 上 式 改 写 为 下 = R- (R -V-R) YEER -V-REN 
性 和 正定 性 ,以 及 分 解 式 正 = R- VD 的 惟一 性 ,可 得 

R=R 和 R™-V+R=R'™-+V-R=U. 
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说 明 以 上 两 个 分 解 式 中 的 正 交 仿 射 量 是 相同 的 ,证 旋 ， 
现 假 定 (1.92) 式 中 如 的 特征 值 各 单位 特征 向 量 分 别 为 4. AIL, Ca = 
1,2,3) ,其 谱 表示 由 (1.77) 式 给 出 , 则 有 
UL =(R'+V-R)-L, = AL,， (BS a KA). 
对 上 式 两 端 左 乘 下 ,得 
VR: IL)= (RR': L.) CPX a RMY. 
说 明 V 的 特征 值 和 单位 特征 向 量 分 别 为 4。 和 1。 = R L HERRA 


v= SAL OL. (1.93) 
注意 到 单位 张 量 可 写 为 卫 = NL, QL, , 故 可 将 及 写 为 


R=R-T=R- (SL @L,)= MOL,. (1.%9) 
因此 ,正则 仿 射 量 下 可 以 表示 为 


3 


Fo R-U=R- (SAL BL)= VAL@L,. 
m r 的 道 为 
rts ule r= (PALOL) R= DL, DL. 
(1.95) 
除了 对 正则 仿 射 量 下 进行 极 分 解 外 ,也 可 尝试 对 下 进行 其 他 类 型 的 
分 解 .下 面 就 来 讨论 对 下 进行 “和 分 解 ” 的 可 能 性 . 
例 6 上 正则 仿 射 量 F 可 分 解 为 对 称 仿 射 量 S$ MIE GRR 之 和 : 
F=S$+R (1.96) 
HERRE 


-rw = o? <1, (o 0), (1.97) 


其 中 Woh- E) 是 下 的 反对 称 部 分 
证 明 ”必要 性 ”如 果 分 解 式 (1.96) 式 成 立 , 则 W ER 的 反对 称 
部 分 :W = F(R - R”). BOR BSAA A = > (R + R`) WA 
R=H+W, R'=H-W. 


因为 正 交 仿 射 量 R 满足 条 件 
R’-R=R-R'=T, 
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故 有 (H+W)-(H-W)=1, (H- W):(H+ W)=1. 
展开 上 两 式 并 分 曾 相 减 和 四 加 ,可 得 
W-H=H-W, 
E -i+ W. (1.98) 
在 适当 选取 右手 系 的 单位 正 变 基 {fe ,e;;e;) 后 ,反对 称 仿 射 量 W 可 表示 
为 {1.83) 式 的 形式 ; 
W = ale, Oe, -e, Me), 
其 中 e; 为 W 的 单位 特征 向 量 ,w 为 一 实数 .于 是 有 
W =-a'(e, Ge, +e, Qe}. (1.99) 
AAs FB u, FF 
(H-u) (Hew) =u+ Wea 0, 
所 以 由 (1.98) 式 表 示 的 对 称 仿 射 量 H 是 半 正 定 的 , 即 WE Ei 
是 非 包 的 .由 于 HH 的 谱 表 示 为 
H =I W =(1- w le De te e)+ e Oe, 
因此 A 的 特征 值 为 非 负 的 条 件 柑 当 于 o <1. 
根据 (1.86) 式 , 可 知 wW 的 第 一 和 第 二 不 变量 分 别 为 0 和 w*. 故 以 上 
条 件 可 等 价 地 写 为 
LOW) = irw? - ew?) =- dew <1, 
于 是 (1.97) 式 得 证 . 
充分 性 现 将 的 反对 称 部 分 W = UF - FT) 表示 为 (1.83) 式 
的 形式 ,由 此 可 求 出 
I+W =(1l-a@ Xe Qe, te Ge) +e e. 
根据 对 例 5 KTHE, W 的 三 个 不 变量 分 别 为 
LCW) = 0,1,CW) = w ,lh(W)=0. 
因此 当 条件 (1.97) 成 立时 , 仿 射 量 (I+ W:) 的 平方 根 (I+ W) 是 存在 
的 ,可 记 为 
H =+V/1-a7(e, Ge, +e, Ge) +e; Oey. 
由 此 可 定义 仿 射 量 
R=H+w=ivVl-a'le, Qe, +e de)te Ae + 
wle, Qe, —e, Be). 
容易 验证 ,以 上 所 构造 的 仿 射 量 R 满足 条 件 R .R= R> R = FA 
它 是 正 交 仿 射 量 .特别 地 , 当 要 求 detR = 1 时 ,RR 可 写 为 
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R=tvVl-o'(e, Me, +e,e,) +e, Ge + ole Oe -e Oe). 
B0<o<1,.UTAA(1.99) 式 而 将 R 表示 为 


R = (1.100) 


2 
w 


而 相应 的 对 称 仿 射 量 可 写 为 
S=F-R= pope ty p= (LEVEN Ai), 


于 是 充分 性 得 证 . 


{一 ) KBR 


现 考 虑 定义 在 开 区 间 今 性 及 上 的 函数 (0) RT fle) Eu, € 多 
处 连续 ,是 指 对 于 任意 小 的 正 数 e > 0, 总 存在 正 数 5, 使 得 对 于 OHH 
vo ABO<lu-v |< RA | flv) -— fla) l< e MR flo) EF 
区 间 EWE v 处 都 连续 , 则 称 f(v) 在 号 上 是 连续 的 . 
其 次 ,我 们 来 讨论 函数 v) 在 o 处 的 导数 广 (a), 它 可 通过 以 下 表 
达 式 来 加 以 定义 : 
flot hu) = flv) thf (out ofh), (1.101) 
其 中 尺 CR AC RR 是 一 个 趋 于 零 的 小 重 ,ol 有) Eth EARNE hE. E 
REH, 4 flu + hu) — f(v) 可 以 用 一 个 关于 hu 的 线性 项 hf v)u 与 
一 个 比 上 更 快 赵 于 零 的 项 之 和 来 表示 时 ,我 们 就 称 f(w) 在 v 处 是 可 微 


的 . 
显然 ,(1.101? 式 与 以 下 极限 的 存在 性 是 等 价 的 ; 


fim Lope + hu) = flo] = gee + hu) |, 0102) 
HER 


此 极限 可 记 为 (viu) = f(o)u. RA BR Cv) A o Sh OE FS we 
的 微分 .可 以 证 明 , 它 是 一 个 关于 u 的 线性 变换 ,而 其 中 的 fir) 则 称 为 
是 ftw) 在 vw 处 的 导数 . 

现在 我 们 要 将 以 上 的 概念 推广 到 张 量 函数 fv) 中 ,其 中 的 w 和 J 可 
假定 分 别 为 7 阶 张 量 和 ; 阶 张 量 .为 此 ,我 们 需要 对 张 量 空间 赋 以 “ 范 数 ”. 
注意 到 每 一 个 张 量 空间 都 是 一 个 向 量 空间 , 故 可 给 出 如 下 的 定义 . 
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EXI 对 于 向 量 空 间 ,如 果 可 以 定义 一 个 由 PAIL RRR mM 


射 , 记 为 ‖， 上 ,使 得 对 于 任意 的 ,wv E Aa CR MA 
Gi vl 汪 0, 当 且 人 充当 w = 0 时 ,有 vi = 0， 
GDlevll =leld vl, 


Gii) latvil wl+l vl, 

则 称 * 是 一 个 王 范 向 量 空间 ,其 中 | oll 称 为 v 的 范 数 . 

由 泛 晴 分 析 可 知 ,对 于 有 限 维 向 量 空间 ,所 有 的 范 数 是 等 价 的 .因此 ， 
在 以 后 的 讨论 中 ,我 们 只 项 选 取 一 种 范 数 即 可 .例如 ,对 于 阶 张 量 中 ,可 
ty 与 其 自身 的 ~ 重点 积 的 平方根 来 作为 v 的 范 数 . 

现 假 定 站 和 地 都 是 有 限 维 赋 范 向 量 空间 ,其 中 健 为 站 中 的 开 子 集 . 张 
量 函 数 flo) 是 一 个 从 全 到 尖 的 映射 ,我 们 说 (vw) Eo, © 名 处 连续 ,是 
指 对 于 任意 小 的 正 数 s > 0, 总 存在 正 数 8, 使 得 对 于 vw E 多 ,只 要 0 << 
| v-— wll < 6,8 ll fiv- fiv l ce WR ftw) 在 开 集 吕 上 的 
每 一 个 如 处 都 连续 , 则 称 fo) ES ERM. 

下 面 我 们 来 讨论 张 量 清 数 (v) Eo th FR BERTET u E 
存在 一 个 从 YY 到 六 的 线性 变换 , 它 把 & ERAS o)l u] ERFA E 
RH hu 的 范 数 law | ATER, 范 数 Il flo + Aw) - fiv) - 
hf {o)lul | EE ll Ag] 更 快 地 趋 于 零 ,这 时 我 们 称 fv) Ev 处 是 可 
mi WE Co) (el 还 可 以 等 价 地 写 为 


Folau] = im FU thu) flo) = Hf(v+ hud] ， 


(1.103) 

它 表示 f(vw) 在 vw 处 对 应 于 增 量 w 的 微分 . (1.103) 式 中 所 采用 的 记号 [wl 
是 表示 关于 的 线性 变换 ,而 (vw) WEA flo) 在 vw 处 的 导数 . 

通常 ,我们 把 在 SP AbD E NL HY A we fw) 称 作为 CI 
类 函数 (或 光滑 函数 ) ,类 似 地 ,对 于 C BR fo) WR C) 也 是 光 
滑 的 , 则 称 f(o) BC 类 的 ,等 等 . 

还 家 指 出 ,对 于 张 量 函 数 的 微分 ,同样 有 类 似 于 数学 分 析 中 的 乘积 法 
则 (Leibniz 法 则 ) 和 链 式 法 则 .其 证 明 可 参 抑 有 关 的 文献 (如 [6,1.1]), 此 
处 就 不 再 讨论 了 . 

例 1 更 考虑 一 个 连续 的 张 量 值 汲 数 pl) ,其 定义 域 为 实数 域 民 中 
AFKE 依 . 由 (] .103) 式 , 如 果 极 限 


limte + hu) — pli)] 
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存在 , 则 该 极限 可 表示 为 g (tju KI, pi) 在 上 处 的 导数 可 写 为 
o) = lim Hel + s) - #0), (1.104) 
其 中 ; 相当 于 上 式 中 的 hu. 
例 2 很 定 (1.103) 式 中 的 wg 为 仿 射 量 B, 并 设 flo) = f(B)=B 
HE u HAIC (10D ARET A 
fF (BC] = img Lig +C): (B+ hC) - B*] 


= lim = [A(B: C+C-B)+A'°C'] 


=B-C+C:B, 
它 是 关于 C 的 线性 变换 式 . 
例 3 假定 lo) 是 一 个 标量 值 的 向 量 函数 ,其 定义 域 是 向 量 空间 + 
中 的 开 子 集 OC RARER ERR .此 外 ,还 假定 fv) 在 人 上 是 连续 的 ， 
且 存 在 极限 


f(e)[u] = img HI + hu) 一 f(w)]. (1.105) 


下 面 来 计算 (v) tev 处 的 导数 

更 将 v Mu 用 小 变 基 向 量 g, 表示 为 v = vg, Mu = ug, 考虑 到 
(1.105) REF u 是 线性 的 , 帮 可 将 它 写 为 让 (vw)[ gj]w ,其 中 

fv] = kim FE fw + hg) = f(0)]. 
AER 

fe Est) [Co+ ae) v] kam be GEA as 的 改变 量 , 即 只 在 问 量 
v 的 第 i 个 道 变 分 量 w BEER. [Flot hg.) - fled] 表示 由 于 w 的 
上 改变 所 引起 的 六 的 改变 量 , 故 上 式 可 写 为 


poodle) = Le), 
由 此 得 
Foul] = PLO) y 
现 定义 S HREN 
fas ie. (1.106) 
则 有 flu] = (fle) Y) -u 


见 fo) 在 w iS BORE S BEL. 106) A. 
614 现 将 上 一 例题 中 函数 的 自 变 量 推广 到 高 阶 张 量 的 情形 . 假定 
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FCB) ÆA BE ok BAe 阶 张 量 : 
B= Big, De, Og, 
Bik C 也 是 一 个 r 阶 张 量 , 则 由 (1.103) 式 表 示 的 
FBLC] = lim HAB + AC) - f(B)] 
RER 


是 一 个 把 C 映射 到 实数 域 R 的 线性 变换 式 .根据 $1.4 中 的 例 |, 必 存在 
一 个 + 阶 张 量 , 记 为 了 (B) = SE ,使 得 上 式 可 写 为 对 与 C 的 r EAR: 


FBC] = Hoc, (1.107) 


其 中 3 称 为 /在 B 处 的 导数 或 梯度 
如 果 奖 似 于 上 一 例题 的 推导 , 则 可 先 计算 (BIg, Og, Qg l 


2 f(B) af , z. 
Ee FILE? .因此 ,9 让 还 可 具体 写 为 
Y = AE) Oe DB. 
特别 地 ,上 式 中 的 B 可 以 是 一 个 对 称 伪 射 量 . 但 应 注意 ,如 果 把 / 写 
为 对 称 仿 射 量 也 的 6 个 独立 分 量 的 函数 时 ，, 则 在 求 的 梯度 之 前 ,应 先 将 


BY LCB’ + BY) 代 震 ,使 /成 为 B 的 9 个 分 量 的 函数 . 当 求 出 这 9 个 偏 


导数 后 ,再 用 B 的 6 个 独立 分 量 来 加 以 表示 . mek ap eg SF 也 是 对 称 
的 . 


例 5 Be flo) 取 为 欧 氏 向 量 空 间 中 开 集 SEO KE 
(x) ,其 中 x 表示 空间 点 的 位 置 向 量 , 则 g(x) 将 对 应 于 一 个 张 量 场 . 当 
gp Ar 阶 张 量 时 ,可 写 为 

p(x) = pr (x)g x) E(x) Oe 0 gi (x). 
另 皮 (1.103) 式 中 的 下 为 dx = drlgl + dr*g; + dr gi, 表示 x 的 改变 
量 .这 时 (1.103) 式 成 为 
p (xd[dx] = lim Los + hdx) - p(x). 


注意 到 上 武 关于 dx 是 线性 的 , 故 可 写 为 
yw (x)[dx] = w (x)[g jdr = dz 和 (zz)[8g]， 
类 似 于 例 3 中 的 做 法 ,可 求 得 


na a 
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p (xdg ] = g 


于 是 有 p(x)[dx] = PO, (98 og gar = 9 OV- ar. 
或 p Cx)[dx] = dr Agta) 
dz 


其 中 


i a 
= drg 8g @ E =dx-VOe, 


POV- LOr M VOp=gO E (1.108) 

分 别称 为 p 的 右 梯度 和 左 梯度 , iid Sv UAH Hamilton 算 子 (或 

nabla) ,为 书写 方便 起 见 ,以 后 我 们 将 p 的 右 梯度 和 左 梯度 分 别 记 为 8 了 
AV @. 

(1.108) 式 中 的 了 表示 g(x) 对 坐标 分 量 x' 的 偏 导数 ,可 简 记 为 


p .如 果 9 是 一 个 向 量 场 g = o(x)g(x), We, 可 具体 写 为 

= g(x) ag lx) + o (xB (x).,, (1.109) 
其 中 g, ean PEE i eg, Hr 的 篇 导数 .下 面 , 我 们 就 来 讨论 关于 g. 
的 计算 问题 . 


{二 ) Christoffel 符号 


由 (1.9) ATA, HEERE g 是 位 置 向 量 x 对 其 坐标 分 量 z HY it 
导数 , 故 可 简写 为 


g =x. 
因为 偏 导 数 的 次 序 是 可 以 变换 的 , 故 有 
B Xi 5 Xg Bi (1.110) 
由 上 式 引 进 的 新 向 蕊 可 以 用 道 变 基 向 大 g* 或 协 变 基 疝 量 g, 表示 为 
Bi = Tg = Pes (1.111) 


其 中 工 ,, MI, 分 别称 为 第 一 类 和 和 第 二 类 Christoffel FE. (1.110) HA 
AR ,它们 对 指标 i 和 j 是 对 称 的 . 

由 {1.111) 式 可 得 

有 (1.112) 

它们 表示 第 j FORRES TEmo ERRAR FRO 
的 点 积 . 

另外 ,根据 表达 式 。 & = ò Xir (i = 1,2,3) 的 偏 导数 为 零 的 
条 件 ,还 可 将 五 BA 
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Ty = 
道 变 基 向 量 g 对 的 偏 导 数 可 计算 如 下 :首先 ,可 将 g', 形式 地 写 为 g， 
= pg ,其 中 系数 所 是 待 求 的 .然后 利用 上 式 , 可 知 =- gegi = 
- By Bae: 

g=- Mg. (1.113) 
Py, Mr, 也 可 以 由 度量 张 量 g 的 偏 导数 表示 如 下 : 


ABs re, . g) = Bie Etg bt 和 {1.112) 式 ， 


可 得 Biya = Veg + Dis (1.114), 
类 似 地 还 有 gai = Da + Tao (1.114), 
和 Bay = 了 二 了 (1.114), 


将 (1.114} 式 的 后 两 式 相 加 再 减 去 第 一 式 , 则 由 Christoffel 符号 对 前 
两 个 指标 的 对 称 性 ,可 得 


Ca = Fl Bp. + Bi T Eja) (1.115) 
而 (1.112) 式 的 第 二 式 可 写 为 
r; = Fe (gi + gu, 7 Eya). {1.116) 


如 果 将 上 式 中 的 指标 ; 也 取 为 上 ,并 对 大 求 和 (这 时 大 为 是 指标 }, 则 由 g“ 
中 指标 上 和 /7 的 对 称 性 ,可 得 
m= Fe ens: 
注意 到 (1.25) 式 , 上 式 最 终 可 写 为 
P= lag _ 1 avg 
j Ig ar Jz dx 
需 指出 ,Ty A 一 般 并 不 是 三 阶 张 量 的 分 量 . 因为 在 新 旧 坐 标 系 
中 ,它们 满足 如 下 的 变换 关系 
P _ ax” ax” ax az ey 
» ar OF dr ™ dr Irar 


(1.117) 


在 正 交 曲线 坐标 系 中 ,利用 g = 0( 当 i 天 四,g* = 二 (不 对 i 求 


和 ) ,以 及 (1.115) 和 和 (1.116) 两 式 ,可 知 Christoffel 符号 满足 以 下 关系 ; 
(i) 三 个 指标 均 不 相同 时 
ry = 0， D =0, G#jÆkÉi). 
Gi) 只 有 前 两 个 指标 相同 
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l 
Pa =- yga r =- 5 Sea (i ZR). (1.118) 
(ii) 第 一 个 或 第 二 个 指标 SRS TERE 
Pa = Du = Fg = Dou = gun = (ln gia, 


在 以 上 各 式 中 ,并 不 对 重复 指标 进行 求 和 ， 
(=) 协 变 导 数 {the covariant derivative) 


现在 我 们 来 讨论 向 量 场 p(x) 对 坐标 分 量 x' 的 偏 导数 .利用 (1.111) 
式 和 {1.113) 式 ,(1.109) 式 可 写 为 
p, = (g, + Pigg, 
= (g — eg. (1.119) 
如 记 
g l= p+ Tp, i}, = G4 《120) 
WA 
9, = F Ik = pi hg- 
A Dip 2) 中 ,由 


oye 3p ax ap 
p = p Em az” = ar Jri’ 
dz 
We, = se, 
Ax 
a7 | = OF” dz’ | 
P an ag? 


说 明 p |, 是 一 个 — WERNER 分 量 . 称 为 向 量 AEE Sp RT A a’ 
的 协 变 导 数 .类 似 地 ,9 |, 是 一 个 二 阶 张 量 的 协 变 分 量 , 称 为 向 量 9 的 协 
变 分 量 对 坐标 二 的 协 变 导 数 . 
利用 (1.111) 式 和 {1.113) 式 ,不 难 将 以 上 讨论 推广 到 高 阶 张 量 的 情 
形 . 例 如 ,对 于 一 个 二 阶 张 量 B, A 
B, = (Bg Oe), = Bg Og + Be, Se t+ he Oe. 
=B, le Qe. 
其 中 B; |, = Bax - TiB, — TB. (1.121) 
称 为 二 阶 张 景 B 的 协 变 分 量 对 坐标 二 的 协 变 导数 . 类似 地 ,还 有 
B? i, = B® + PUB? + PB", 
Boi, = By, + TB, - TB. (1.122) 
它们 分 别 为 BOWES RADRA DEM Bp ac’ 的 协 变 导数 
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显然 ,(1.121) 式 和 (1.122) RAIE F-E BK E R a E 
和 混合 分 量 . 

更 高 阶 张 量 分 量 的 协 变 导数 也 可 类 伏地 得 到 .相应 的 道 变 导数 可 利 
用 指标 的 上 升 米 加 以 定 义 ,例如 , 癌 量 vw 的 道 变 分 量 的 逆 变 导数 可 定 尽 为 

v 7 = gel la 

不 难 证 明 , 张 量 分 量 的 协 变 导数 具有 下 列 性 质 : 

(i) 两 张 量 分 量 的 和 或 并 积 的 协 变 导 数 运算 与 一 般 求 导 运算 的 法 则 
相同 .例如 

(au, + fo) |, =au; |, + Bo, Ya BER), 
(uv) 1, = Cu; ao + aCe l) CBE Leibniz EM). 

由 此 可 见 , 指 标的 缩 并 与 进行 协 变 导 数 运 算 的 次 序 先后 是 可 以 交换 的 . 

{ii) 因 为 在 直角 坐标 系 中 度量 张 量 的 分 量 是 常数 , 故 相 应 的 
Christoffel 符号 为 零 . 因 此 ,对 应 于 直角 坐标 系 的 度量 张 量 分 量 的 协 变 导 
HSS. 当 变 换 到 任意 曲线 坐标 系 后 ,可 知 在 任意 曲线 坐标 系 中 的 度量 
张 量 分 量 的 协 变 导数 也 都 等 于 零 , 即 

gl = gl, =l, =90. 
以 上 关系 称 为 Rici 引 理 .这 说 阴 , 在 进行 协 变 导数 的 运算 时 ,度量 张 量 的 
分 量 可 作为 常数 来 处 理 .例如 ,有 
(gv) l = g Cu; 14). 

类 似 地 ,置换 张 量 的 分 量 的 协 变 导 数 也 等 于 零 


HA 
ex !, = 0， ex |，= 0. 


(四 ) Riemann-Christoffel 张 量 


现 将 向 量 场 w(x) 的 协 变 分 量 的 协 变 导 数 看 作 是 某 一 个 二 阶 张 量 召 
的 协 变 分 量 : 
B, = v 1) = a4 — Pee, 
则 B; 的 协 变 导 数 可 写 为 
B; la = By, - DB, — Db;, 
或 via = va T Daui Tv — Pw. oD T PAG, T rga) - 
由 上 式 得 


v, la T u; ly = v, R’ as (1.123) 


其 中 
Roig = Ta — Pia + PLD — Pale- (1.124) 


了 


注意 到 (1.123) 式 左 端 是 一 个 三 阶 线 量 的 协 变 分 量 , 而 w 是 任意 向 量 w 


一 一 一 一 
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的 协 变 分 量 , 故 由 商法 则 可 知 R',, 是 一 个 四 阶 张 量 的 混合 分 量 , 称 之 为 
Riemann-Christoffel 54 Mi (3% KE). 显然 ,Ri* 关于 指标 ; Mk 是 反 称 
的 .(1.123) 式 表明 ,向 量 分 量 o 的 协 变 导数 可 交换 次 序 的 充 要 条 件 是 
Ri, 恒 等 于 零 . 其实, 这 一 结论 对 任意 阶 张 量 分 量 的 协 变 导 数 也 都 成 立 . 

EL-IS) 式 和 (1.116) 式 可 知 ,(1,124) 式 仅 由 度量 张 其 的 分 量 及 
其 直到 二 阶 的 偏 导数 组 成 .下 降 R', 的 第 一 个 指标 ,有 


Ris = BAR is - 
上 式 订 写 为 
1 mn 
Ra = Fb + pin T Bie 7 Ba.) +g CPi Tn 一 了 
(1.125) 
由 此 可 得 到 下 列 关系 
Ruz 二 一 Rain 一 一 Rus, = R eri » (1. 126) 
和 Rin t Ra t Rag = 0. 


(1.126) RHR, 对 指标 r ,i Hy ARR. ENE ARE R SH, 
在 三 维 空 间 中 R,, 只 可 能 有 六 个 非 零 分 量 : Ras. Row Rou Raz 
Ron 和 Ry MELB SA PR, 只 可 能 有 一 个 非 零 分 量 只 ,az . 

在 欧 氏 空间 中 ,任何 曲线 坐标 系 都 可 由 直角 坐标 系 经 过 相应 的 坐标 
变换 得 到 .而 在 直角 坐标 系 中 Riemann-Christoffel Ke Ef STS Hh. A 
此 , 欧 氏 空间 中 的 Riemann-Christoffel 张 量 恒 等 于 零 .这 说 明 , 在 欧 氏 空间 
中 , 张 量 分 鳃 的 协 变 时 数 的 次 序 是 可 以 交换 的 . 

fA ,我 们 指出 ,Riemann-Christoffel 张 量 还 满足 如 下 的 Bianchi 恒 等 
式 : 


Ros be t Rog 1) + Rae |, = 0; 
由 此 不 难 让 明 该 张 量 的 六 个 独立 分 其 之 间 还 应 满足 三 个 微分 关系 式 . 
(五 ) 不 变性 微分 算 子 “ 


(1.108) 式 中 的 Hamilton 算 子 又 称 为 不 变性 微分 算 子 , 它 对 张 量 场 
儿 所 作 的 微分 运算 在 坐标 变换 下 是 不 变 的 .例如 ,在 新 坐标 系 中 ,e 的 左 


AEDS Hy @ 了 加 .显然 ,上 式 也 等 于 


Ox dp; ag 
JPE O r E Oa 


在 (1.108) 式 中 ,我 们 已 经 定义 了 一 个 7 阶 张 量 场 gp HARE oOV 
{或 记 为 p V) MARRY © y( 或 记 为 VY gg), 有 了 时 也 将 左 梯度 宕 示 为 
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gradg ,它们 都 是 (> + 1) 阶 张 量 。 符 别 地 , 当 9 为 标量 场 p 时 ,其 梯度 为 


grado = V p = p V= Py. 


dr 
4 9 为 向 量 场 w 时 ,yum = v, |e Qg = lg Ogy = VY. 
对 于 r 阶 张 量 场 p(x), 以 下 给 出 的 定义 式 

pvV=9,8g 和 VvV.e=g :9,, (1.127) 
分 别称 为 p 的 右 散 度 和 左 散 度 , 有 时 也 将 左 散 度 表 示 为 dive EMRE 
(r 一 1) 阶 张 基 . 特 别 地 , 当 p 为 向 量 声 o(x) t, RREA 

diyy = Yov= vt: V= vy |,= gu l; 
显然 ,上 式 也 可 写 为 

div v = trív lg Gg) = triv V). 

利用 (1.117) 式 , 身 量 场 的 散 度 还 可 写 为 


好 一 


1 . 
= Lv). (1.128) 
F gv i, 


还 需 说 明 ,在 有 些 文献 中 ,m，YV 表 示 的 是 如 下 的 微分 运算 : 


vg; g =v at ) 


而 本 书 中 的 mw， Y 则 表示 zm HERE RANA MEH A. 
例 6 Ru = ug Mo = gs Og 分别 为 连续 可 微 的 向 量 场 和 仿 
射 量 场 , 则 有 


ax’ 


(a: 9) V=au-(p: V)+ (uV): o. 
事实 上 ,上 式 左 端 为 
(下 E = (ug) 1, = ule’ lj) + Ce, Le". 
另 一 方面 ,由 于 
ug) Ig) = ulg" l)o 
和 
(a V¥):@ = (wu le Ge): (yg Og) = (us gs 
Ae EAR Se HAE A uV = 0, 这 时 上 式 将 变 
为 
(u-@): V=u-(ge-V¥). (1.129) 
7 设 v(x) 为 欧 氏 空间 中 任意 连续 可 微 的 向 最 场 , 则 可 证 明 有 以 
下 等 式 ; 
Vi{vv) = (Vo V = (Vv)V = Ve? V). (1.130) 
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事实 上 ,对 于 vw = wg, 易 求 得 VY (eV) =v lag = (V0) V RAE 
式 的 第 一 个 等 式 . 另 一 方面 ,由 于 (Vw)V = vijg = Vlo. V), WE 
式 的 最 后 一 个 等 式 也 成 立 .考虑 到 在 欧 氏 空间 中 可 交换 协 变 导 数 的 次 序 ， 
因此 (1.130) 式 得 证 . 
对 于 三 维 欧 氏 空间 中 的 x 阶 张 量 场 (x), 可 引进 如 下 的 定义 式 
exV=ao,Xe, Vxe=eX@,, (1.131) 
分 别称 为 图 的 右 旋 度 条 左旋 度 . 有 时 ,的 左旋 度 也 记 为 cutly. 它 们 仍 都 
E r 阶 张 量 ,特别 地 , 当 p 为 向 量 场 wv 时 ,有 
oxV = Cv, g) xg = eu lg, (1.132) 


Vxv= g x (v, ig’) = o |g, =- 0 XV. 


Ma ol x) 为 任 一 向 量 场 , 则 反 称 张 量 场 W = Dov - Vv) 的 


HE o = SVX vo. 事实 上 ,对 于 任意 向 量 u, 相 应 的 (1.82) RER 
立 的 , 即 有 
Elov- Vo). w= V0) Xm. (1.133) 
这 是 因为 上 式 左 端 可 写 为 
FOV -Vou= Fltv ls Og) Cv Le Og] + (ug,) 


= Hp lug -v lug]. 
上 式 右 端 可 利用 (1.56) 式 而 写 为 


jo Xv)xXa= Fete, |g.) X (ug) 


= Feet | ug” 一 Leara ~ a8), Lug” 


= Fle, DR ~ wv, lug]. 

可 见 {1,133) 式 成 立 . 

例 9 对 于 欧 氏 空间 中 的 念 射 量 场 g(x) ,可 利用 协 变 导数 的 可 交换 
性 证 明 以 下 等 式 是 成 立 的 : 

(Vx op)xV= Vx (px Vv). (1.134) 

这 说 明 ,在 上 式 中 进行 左 . 右 旋 度 运算 的 次 序 是 可 以 交换 的 , 故 可 将 
(1.134) 式 写 为 V x ox VY. 当当 为 对 称 仿 射 量 时 ,可 引进 记号 nkp = 
—(V x gqg x Y), 称 为 非 协 调 算 子 . 
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最 后 ,我 们 来 定义 对 于 + 阶 张 量 场 p = pg Qg, O Og, 的 


Laplace 算 子 : 
Vig = V-(V¥ @) = divigrad@) 
= g' * (g CO Ride 
_ (gigi la A & A Qi @ g (1.135) 


它 仍 是 一 个 > 阶 张 量 .特别 地 , 当 o 为 标量 场 时 ,有 


(= (89u) 1 = Ul awe ha 

RV? o = 0, 则 称 9 是 调和 的 . 

例 10 MRe DEC RMR BE dive = V-vav-V=0 
和 w x V = 0, dike 是 调和 的 . 

证 明 ”由 例 8, 可 知 w x VER RKE Ve - v Ve. Ae 
xV = 0 时 ,也 有 

Vy- vvV)— 0. 

取 上 式 的 左 散 度 , 得 VY. (Vw) = V .tw 人 V). 再 根据 例 7, 上 式 右 端 可 写 为 
(Vio) VEREV -v = 0, 故 得 V7 v = V+ (Ve) = 全 . 证 论 . 


{六 )】 积 分 定理 


在 欧 氏 向 量 空间 中 我 们 可 以 建立 直角 坐标 系 ir! 以 及 相应 的 单位 
正 交 基 e (i = 1,2,3). 如 果 在 该 空间 的 开 域 全 中 给 定 某 一 个 光滑 的 标量 
ERS g(x'), 则 由 数学 分 析 中 的 散 度 定理 可 知 ,在 任意 具有 分 片 光滑 边 
界 3z 的 子 域 v 忆 多 上 ,以 下 等 式 成 立 : 


| .dv =| gn,dS, (= 1,2,3), 


Bn, Hav 上 单位 外 法 向 量 # = nye, t nie + nê, 的 第 i(i = 1,2, 
3) 个 分 量 . 
如 将 上 式 左右 两 端 看 作 是 基 向 量 e 的 第 ; 个 系数 , 则 其 线性 组 合 为 


(| eav )e, - (|, gnas le. 
因为 e, 是 常 向 量 ,可 放 入 积分 号 内 , 故 有 
fo Vdu = | onas. 
其 次 ,我们 可 以 将 光滑 向 量 场 w = ve, 的 第 j Pte, 取 为 函数 gp, 则 有 
f uude = | omas. (1.136) 
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再 将 上 式 左 . 右 两 端 看 作 是 并 积 e Oe 的 系数 , 则 其 线性 组 合 为 
[J vide je @e = (J omds) Be, 
于 是 得 
|» V dv = | v8 ndS. 
此 外 ,我们 也 可 将 (1.136) 式 中 的 了 取 为 i 并 对 i 求 和 ,这 时 便 有 
[ova | v: nas. 


在 更 一 般 的 情况 下 ,如 果 用 符号 *-”" 表示 并 积 ,点 积 . 缩 并 、 叉 积 等 任 
何 一 种 代数 运算 时 , 散 度 定理 可 推广 写 为 如 下 的 形式 


[ee vde =| pe ndS, | 


和 上 V -e pdv = f a gas, | 
其 中 gp 是 任意 阶 的 光滑 张 量 场 . 例如 , 对 于 向 量 场 w(x} 和 仿 射 量 场 


olx), jA 
| YX pdu = f x zas. | 


和 fo .Vdv= fo .ndS. | 


需要 指出 ,虽然 以 上 公式 是 在 直角 坐标 系 中 导出 的 ,但 由 于 它们 是 用 
张 量 的 绝对 形式 来 加 以 表示 的 , 故 与 坐标 系 的 选取 无 关 , 即 这 些 公式 对 任 
意 曲 线 坐 标 系 也 是 适用 的 ， 

最 后 , 我 们 来 引述 数学 分 析 中 熟知 的 Stokes 定理 (实际 上 应 称 为 
Kelvin 定理 ) 如 下 :光滑 向 量 场 w(x) 在 分 段 光 滑 的 简单 封闭 昌 线 < 上 的 
环 量 等 于 w 的 左旋 度 在 由 曲线 c RAS 上 的 通 量 , 即 


d v(x) + lds = [ow xo) + nds. (1.139) 


其 中 1 是 沿 曲 线 c 的 单位 切 向 量 . 上 式 在 直角 坐标 系 中 是 容 易 被 证 朋 的 . 
但 由 于 它 已 表示 为 张 量 的 绝对 形式 , 故 在 一 般 曲线 坐标 系 中 也 成 立 . 

例 11 在 单 连通 域内 ,向量 场 wx) 旋 度 为 零 的 充 要 条 件 是 存在 标 
量 势 pfr), 使 得 of(x) 是 势 的 梯度 V plx). 

证 明 Mv 可 表示 为 p = Yq, 则 显然 有 VY x (V p) = 0 ,说 明 命 
题 的 充分 性 成 立 . 

SEV x w = 0, 则 由 (1.139) RA 


(1.137) ` 


(1.138) 


”一 一 一 一 一 -一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一， 
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d ucdds = 0. 
其 中 c 为 任意 一 条 分 段 光 请 且 不 自 交 的 封闭 曲线 .根据 上 式 ,可 定义 连接 
空间 中 某 参 考点 x, 与 任 一 点 工 的 曲线 上 的 积分 
p(x) = | vo ids, 


i 


ESM x, Hx 的 路 答 无 关 .显然 ,对 于 给 定 的 x, , 它 是 x 的 单 值 函 数 ,入 
A te 表示 为 

v= V g(x), 
于 是 必要 性 得 证 . 


$1.7”” 正 交 曲线 坐标 系 中 的 物理 分 量 


(一 ) 物理 标 架 
在 曲线 坐标 系 中 ERE g Mg 一 般 并 不 是 单位 向 量 ,其 长 度 
也 不 一 定 具 有 相同 的 量 纲 ,这 往往 会 给 张 量 的 物理 解释 带 来 某 些 困 难 .为 
此 ,常常 把 张 量 建立 在 无 量 网 的 . HAV SORT ORNL, Aw 
的 张 量 分 量 便 称 为 物理 分 量 . 
对 于 正 交 曲线 坐标 系 ,可 引进 
ei) g/g 1， G=1,2,3:8e ERM), 《1.140) 


称 为 该 曲 钱 坐 标 系 的 物理 标 架 ,其 中 g 1= Sg, (BM i 求 和 ). BR 
2) 构成 局 部 单位 正 交 基 , 它 与 直角 坐标 系 中 单位 正 交 基 的 不 同 之 处 在 
Feli) 的 方向 一 般 要 随 空间 点 的 改变 而 改变 . 在 正 交 曲线 坐标 系 中 ， 
(1.140) 式 也 可 通过 道 恋 基 调 量 # 来 加 以 定义 : 
giib=g/igil=ig le, (i = 1,2,3; 不 对 i 求 和 )， 
其 中 1g8 1= VF = 了 =,( 不 对 i 求 和 ). 可 见 正 交 曲 线 坐标 系 中 物理 村 
ii 

架 的 协 变 基 向 量 和 逆 变 医 向 量 是 重合 的 ,可 以 不 加 区 分 . 

任何 张 量 可 以 在 gi) LAO. 例如 ,向 量 v 和 仿 射 量 B 在 基 
gli) 上 的 分 解 式 为 


v= >, vie), (1.141), 
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B= >) BG) a) @ gs), (1.141), 
其 中 vid = vil g t= v/i g |;( 不 对 71 求 和 )， (1.142) 
Bij) = Beig ilg |= 8,/le lle =F lg /lg | 
= B igl g&l (不 对 1,j RA). (1.143) 
显然 有 Bi) = Bi, = BIOR: RAD. WI, RAT 141) 式 采 
用 约定 求 和 而 简写 为 
w= viipgsi), B = Boij)gsi) O gl’. 
现 以 仿 射 量 BAA RHEE EZ h A Re EE E A 
的 梯度 


BV=B, Of. (1.144) 
为 此 ,可 定义 相应 的 Pfaff 导数 为 
C) = OO On, (1.145) 
E | 
它 表示 在 p HE LIAM RRM d = dz g i ORM k RAD) 的 变化 


x I 
we), 


此 外 EMC. 112) 式 , 可 引进 物理 标 架 上 的 Christoffel 符号 : 
了 人》 


&, j 
= [a " N, lg, lig | 


= Ty/\g ll g lle i+ Ton) Be | Bi |. 


(不 对 指标 求 和 )， (1.146) 
它 表 示人 在 正 交 曲线 坐标 系 中 ,局 部 单位 正 交 基 的 第 PP ag, | | og, : 
We i PML ds 上 的 变化 率 与 第 TAREHE g) g， :的 点 积 . 
当 j 了 关上 时 ,由 于 gg = 0, 可 知 上 式 最 后 一 项 为 零 .这 时 ,物理 标 
24 FAY Christoffel 符号 可 写 为 
Pgh) = Pag lla ligl- Tgl/Agllgl. 
(1.147) 
“i= RAY, (1.146) 式 右 端 第 一 项 
r,/igllgled=a0/lelletieal=%lel/ig lig, | 
可 由 上 = ;并 利用 (1.118) AMSA 
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(In J/g, al 8: 1= (VY gy) /lg 11 名 1.( 不 对 指标 求 和 ). 
再 注意 到 (1.146) 式 右 端 第 二 项 为 
— {k)i gi ll g 1,( 不 对 指标 求 和 )， 
故 有 Pig) = 0. 
于 是 ,由 (1.118) 式 可 知 ， 
() Six jee Ait, A rk) = 0， 


GDH i = jAk}, riik) = Parl 后: I? | B: | = 本 gil g: | 
=- (In V gs). (k), 
(ii) M i = kj 时 ,Ti = Pa/1 g lg, |= JE Eosl g, | 
= (Iny ga) (i), 
(iv) 如 果 = 外 ,或 i = ;= 上, 则 有 
Pigg) = 0. 


需 说 明 , 在 以 上 各 式 中 ,并 不 对 重复 指标 进行 求 和 . 
由 此 可 见 , 了 (i 让 >》 对 前 两 个 指标 不 对 称 ,而 对 后 两 上 指标 是 反对 称 
的 .因此 ,不 为 零 的 分量" 仅 有 


rig) =- PC) = Uny ga), <i}. (1.148) 
根据 (1.146) A. PERELE i 个 基 向 量 的 Pfaff 导数 为 
(gl20), 4k) = Paki gl). (1.149) 


由 (1.144) 式 表示 的 B RHE, A Ei RE BA 


BY =B,@g = HB: Qg) = BAH) @ gle) 
= (Bg gG) Ck) @ ale). 
利用 (1.149) 式 , 上 式 还 可 写 为 
BV = Bij) |(k) g(t) @ gj) @ ge), 
其 中 
Bla) (a) = (BCD), Ck) + DRE) BCG) + TORGIB). 
(1.150) 


显然 ,对 于 任意 阶 张 量 场 在 物理 标 架 上 的 梯度 、 散 度 等 微分 运算 ,也 可 作 
完全 类 似 的 讨论 . 
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(2) 圆柱 坐标 系 中 张 量 的 物理 分 量 


对 于 圆柱 学 标 系 Cry,8,s), 由 1.2 的 例 2 可 知 , 当 取 (z zz) 与 
《rz) 相对 应 时 ,有 


ig P =e, - 4-1, 
& 
了 1 
[gl = ga = y=, 
E 
lg. !? = g; =- = 1, 
g 
故 (1.145) 式 为 
(= CDLAC CG = O) 


1 

y 
在 (1.148) RF, RE / gz = 不 是 常数 , 故 相应 的 不 为 零 的 Christoffel 
符号 只 有 


F4212)》 =~ (221) = An r) = 4. (1.151) 
对 于 向 量 场 w = v(i)g(i) ,其 梯度 在 物理 标 架 上 可 写 鸭 
uV = yli) Geli) Oe), (1.152) 
其 中 oad | Gg) = (oli), G) + PGR) vik). 
上 式 可 具体 写 为 


aa) (1) = (atD) =, 


01) | (2)= (oy), (2) + M221) v02) = Le Be | 

vkl? (3) = (041), 3 =, 

e(d = 2d E, 

(2) | (2) = (02), (2 + AD L, (1.153) 


0(2) | (3) = (a12), (3) =F, 


v(3)| (L)= (03), (I=, 


Lau, 
v3) | (2) = (v3)), (2)= aq 


Tu, 


03) 437= (v{3), 3) 
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故 向 草场 o 的 散 度 为 
a a a 
v: V= (Da s 5% ao seth. (1.154) 


对 于 仿 射 量 场 g = ol ij) i) 名 gj) ,其 右 散 度 在 物理 标 架 上 可 写 


为 
a+ Y = oii) | iets), 
其 中 
alij) |) = Cala), GQ) + PGR olay) + PGR) ok). 
(1.155) 
上 式 可 上 基体 写 为 
oO) = CaCI), TD + Ca(12)),(2) + (z(13))，(3) + 
rDo + P421236411> 
do, Ady da, a, — Bs 
~ Or ra Gz r ， 
a(2j) |G) = (o(21)),41) + Ca(22)), (2) + (0(23)),(3) + 
(21256012) + 746212564271) > (1.156) 


doy , AG, Foy. | oo + Ca, 


= tpt ae tS 
o(3j) |i) = (0631)) ,1) + (932)),(2) + (638). (3) +| 
T2127)0¢31) | 


d Fe, 9 Og 中 a, Tey 


+ 。 
ðr rað dz r 


{三 } 球 坐 标 系 中 张 量 的 物理 分 量 


对 于 球 坐 标 系 (rr,8,g), 由 $1.2 的 便 3 可知, 当 取 (zx! ,zx ,zx ) 与 


(r,8.0) 相对 应 时 ,有 
1 
| g, P=g,=4r=1, 
& 
2 1 2 
lg 1° = gn =—my Sr, 
E 
| 8, |? = gy = 1, = {r sin 09). 
E 
故 (1.145) 式 为 


(a=), C2) = 
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( 3) = FD) 


在 (1.148) oh Ra Soy = r Bien = rsin d PERR, ADHL 
Christoffel 符号 有 


Pé(212) = -了 (221》= 2 zn r)= 1 


P6313) =- 了 《4331》 = 于 [Ingr sin @)] = ws 


(323) = 一 7(332) = L Sint sin 8) ] = L cot 8. {1.157) 


在 球 坐 标 系 中 ,向 量 场 = vie) 的 梯度 仍 可 出 (1.152) 式 表示 ,其 物 
理 分 量 


ett) [Ld = (ody) 1) =, 


ud) | (2) = oD) (2) 4 (221) v(2) = 2u -=, 
ul) | (3) = (v01)) ,63) + F331) vw(3) = ae - 2, 
(2) (1) = (062)) ,1) = me 
v2) | (2) = (u(2)),2) + (212) of1) = 2 + 2 | 
3 > (1.158) 
0(2)| 3) = (o(2)),(3) + PG32)043) = 3 -eh,, 
rosin p r 
v8) = (v(3)),41) = Se 
w(3) | (2) = (v3)),(2) = oe 
(3) 3) = (0(3)),439 + PGB) wD) + F323) 0/2) 
一 1 Ju, + U, + cor? | 
rsin dg r p e i 
由 此 可 知 ,9 的 散 度 为 
. Vy = vli 》 ĉi y= ou, ne l aa, 4 20, + cot 9 


dr + 367 rosin op r 
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类 似 地 ,不 难 给 出 仿 射 量 场 sg 的 右 散 度 (1.155) 式 在 球 坐 标 系 中 的 具体 
RAR: 


alj); G) = (D), C1) + (a12), 2) + (a(13)), (3) + r(21)a (22) + 


1633190633) + POD) 11) + PEDD + raD 


一 do, dé, 1 aa 2a. ] (a, + o) 
ar tt rang Ip t— ta cot 8 a, a 
— 1 2 ] ] aa (a, + a,) 
= Fe HOP) + py aan 809) + ay FE e, 
(1.159) 


alir) GY = CoQ), + (al22)), 62) + (a(23)), 3) + 212) 012) + 


T6332) (33) + T(212)e (21) + r{313}s <21) + r4323)a 422) 


da, do dy Sg 十 了 gw ot cot 9 


ay "atr sin fg | r ro? ro? 
1 9 1 1 2a 
=a Gy, ) + Lanta) + ind Tp + 
og coe (1.159), 
r r 


ot37) | 0) = BIH, (1) + (06329) 42) + (ar (339) 43) + 1313) 0 (13> + 


17°(323)0(23) + PADD + P313)043b) + 76323) 6632) 


ge， dog ， ag, Gy + 24, 


1 
dr | pad an ve r + oot WG, + ow) 


2 (gin fa) + 


-112p }+ 1 
ar r Ta rsing 56 


(1.159), 
§1.8° 曲面 几何 
【一 ) 曲面 基 向 是 


现 讨论 三 维 欧 氏 空 间 中 以 (a' ,a ) 为 参数 的 光滑 曲面 :r = rlu'， 
u) .曲面 邻近 任 一 点 的 向 径 可 写 为 
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r= rlu, u) + wa,, (1.160) 
其 中 ms = a(i 2) ERM LSA. EARRA ERRE 
间 中 由 u? = const 表示 的 一 族 曲 面 . 
HEFER] | (i = 1,2,3) 的 协 变 基 向 量 为 


a 
g=- =a, + ?ase (w#=1,2), 
Au 


(1.161) 
dx _ 
8: on 在 3 ， 


EF a, = r fa = 1,2) 为 上 式 中 取 w* 二 0 时 的 协 变 基 向 量 , 称 为 曲 曾 
协 变 基 向 量 . 它 们 与 曲面 相 切 , 且 满 足以 下 条 件 : 
a, Xa, ZD, 
和 aa=0, azta, =0, fe = 1,2), a,+ a, = 1. 
(1.162) 

在 本 小 节 的 讨论 中 ,我 们 约定 希腊 字母 (如 a ,8,Y,5…) 的 取 值 范 赎 
为 1 至 2. 因 为 在 曲面 上 恒 有 zx 志 0, 所 以 ,以 参数 (x ,a ,wu ) 为 变 元 的 
KEH p 及 其 分 量 在 曲面 上 仅 为 w! 和 wi 的 函数 ,可 记 为 g(x). 例 如 , 度 
量 张 量 在 曲面 上 的 协 变 分 量 可 写 为 


Bglu) = 4, ty) 


Balu) = gaptu) = 0, (1.163) 
Za = |， 
其 行列 式 为 
glu) = det(ge(a)) = guludgalu)- (gn (e). (1.164) 
Hy we wy cH A Te Ee Ea E rE 
11 ga g’ _ Ente ) ge gulu } 
& (ul = glu) > (u) = g (u) = gay fu) = Eny 
gla) = gs(u) = 0, gř (u) = 1. (4.165) 
BR galu) Fe" (eu) 之 间 存在 以 下 关系 
l, (4a@=y¥), 
= 7 = 
awa la) = 8 te 0，( 当 e # y), 
且 有 detí g” {wu)) = m 


在 曲面 上 , 逆 变 基 疝 量 可 类 似 于 (1.23) 式 写 为 
a” = g”(u)a,, a’ = ay. (1.166) 
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它 与 协 变 基 疝 量 的 关系 为 
TEE (Has g), (1.167) 
0, C a 8). 
现 定义 曲面 上 的 置换 张 量 为 
elu) = cya Qa? = eg, May, (1.168) 
上 式 中 
ep = [a,+0,.4;] = V glu) eg, 
e” = [a*,a*,a°] = 1 | (1-169) 
gla) 
其 中 
0, 4a= 8, 
-| 1, 当 a = 1,8=2, 
-1, 当 a =2,8=1. 
于 是 ,曲面 上 基 向 量 的 义 积 可 通过 项 面 上 的 二 维 置 换 张 晤 表示 为 
a,Xa,=e,a, |. a xa" = eo,, 
a, X a; = Eai, axa’ = efa. 
相应 于 (1.56) MW KAA SH 
ego = ai a - 8h, 
ewe = Of, (1.170) 


Ege = ` 
BEES Ee BAP MRR lol (i = 1,2,3), 它 与 曲面 邻近 的 
PRR a) 之 间 具 有 单一 的 对 应 关系 : = rlu ,u u), G = 1,2, 
DIETLA |x h 的 度量 张 量 的 协 变 分 量 和 道 变 分 量 可 分 别 记 为 
g(x) Hg’ (x). (1.163) RS g, (2) 的 关系 可 由 (1.36) 式 给 出 ,特别 
地 ,在 曲面 = r(u!,w?) 上 ,有 
galu) = m) SE SR, (eg), (07 
ERP g (x+) 应 理解 为 是 在 x = 2 Cu! ,wu?,0) 上 取 值 的 .对 应 于 坐标 系 
fac!) MERRI | 中 度量 张 量 的 道 变 分 量 之 问 的 关系 可 利用 (1.165) 式 
写 为 
ðr ax 


au” Ju” 


gë Cr) =g" (u) 
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Ər ðr dr ar 
= g” + . 
E (u) aut Fue aut au? 


同样 ,上 式 中 的 兰 (z) 应 理解 为 是 在 = r (u', u" ,0) 上 取 值 的 .由 a， 


= 28 r eg apo 是 曲面 上 单位 法 向 量 a 关于 g, 的 道 变 分 
证 i u u 


量 .如 果 将 a, A y = vg , 则 上 式 还 可 表示 为 


g” Cu) 了 or ox = gi(x)- vv. (1.172) 
AY EAP EL gula) 后 ， 4 
Eng” or ia = & g, 
PERT BR 9 HERI E He Hee = SP x TE w 
得 
2 = guv SE + gag” az 38, (1.173) 


ERPE = y ŽE E p 在 曲面 上 的 法 向 导数 . 


(=) 曲面 的 基本 型 
A ERILE ds 满足 以 下 关系 
(ds)? = dr + dr = (rdu) + (r pdu) = galu)du dw. 


(1.174) 
ERRA RKO- ERE. AER RRS u 和 wi 的 两 个 切 
BEZAIA p 下 由 下 式 决 定 
a,‘ a, 7 En lu) 
Ja,-a, va a Vaulujgalu) 
或 由 {1.164) 式 而 写 为 


cos p = 


. _ feta) 

Sn eN Bent) 

(1.162) 式 表 明 ,曲面 的 单位 法 向 量 a; 对 u 的 偏 导数 始终 与 其 自身 垂 
直 , 故 可 表示 为 a' Ma’, Ma, Ma, 的 线性 组 合 : 


Aza 二 一 bpa” => biag. (1.175) 
注意 到 as = r,e = aa 和 a3* ag = 0, 上 式 中 的 系数 可 写 为 
bg E dy Og = 43° Gp, = 43° Ag =— G3 ,+a,. (1-176) 
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故 可 将 a.e 表示 为 qs = bya, + c‘a,. 
aa, 和 a, s 的 混合 积 为 
[ai sasa, g] = [a, x a,] + (Bgds) = Valu) bgo 
由 此 可 得 
ba = [att gl J glu). (1.177) 
根据 向 量 沿 曲面 的 微分 ,可 定义 
da; dr = (es de (rd) =- b,du'du’, (1.178) 
称 为 明 面 的 第 二 基本 型 ,由 于 上 式 左 端 为 举 标 变换 
@ = a (u',u’) 
下 的 不 变量 ,而 其 右 端 中 dx 和 dz 为 向 量 dr = du'a, 的 逆 变 分 量 , 故 由 
商法 则 可 知 5 是 二 维 空间 中 某 对 称 二 阶 张 量 的 协 变 分 量 , 此 张 量 称 为 曲 
H r= r(x ,wu ) 的 曲率 张 量 ,其 相应 的 混合 分 量 和 逆 变 分 量 可 通过 指标 
的 上 升 而 求 得 
bs = gz (ub bY = en (uot. 
fh Sc OEE BA GH det( by 一 A) = 0, 


或 展开 后 为 
4° -2Hi+K =-0 {1.179} 
Ia 1 
其 中 H = 5b. = g8 be (1.180) 
a 1 
和 K = det( bz) = gai ba) {1.181} 


分 别称 为 曲面 的 平均 曲率 和 Gauss 曲率 . 它们 分 别 是 坐标 变换 zr = 
(u'u) 下 的 第 一 和 第 二 不 变量 . 

类 似 于 三 维 空间 中 关于 对 称 仿 射 量 的 主 值 (特征 值 ) 和 主 方向 (特征 
方向 ) 的 讨论 ,在 曲面 上 也 存在 两 个 相互 正 交 的 主 方向 . 为 简单 计 , 可 将 
这 两 个 主 方向 取 为 ala = 1,2). REA = 0,(4e £p). FR, 
(1.175) 式 简化 为 

aai =— bit Qi =- bid, 
EAP b, 种 本 分别 为 (1.179) 式 的 两 个 根 , 称 为 曲面 的 主 曲 率 ， 
利用 沿 曲面 的 微分 : 
da, = asada" =- bya du" =- bla,du‘, 
最 后 我 们 还 可 定义 曲面 的 第 三 基本 型 为 
da, + da, = babsdu’ du". 
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(=) 曲面 协 变 导 数 


曲面 上 的 Christoffel 4 & AT hH ERR) u) PROT u? 三 0 的 值 求 
得 . 故 由 (1.112) 式 和 (1.161) 式 , 有 


Py (a) = aar] 

Talu) = a asg =~ by) Palu) = at age = dy, | 

Tau) = asa, =0, Fs(u) =0, Th(u)=0. | 
(1.182) 


这 说 明 , 只 要 有 两 个 或 三 个 指标 为 3, 曲 面 的 Christoffl 符号 就 等 于 零 . 
因此 ,曲面 基 向 量 对 ws A ST G A 
ü; a 一 一 ba, (1. 183) 
A a.o = Dalua, + bpt, | 
a’, =- Tuya + bea’. | 
(1.183) 式 和 (1.184) 式 分 别称 为 Weingarten 公式 和 Gauss 公式 . 
与 曲面 相 切 的 向 量 w = ma， = wa ASR BA 


a a i A A 
Va = v, |,a + na = v" | + bavi, 


(1.184) 


上 式 中 
va le = Vaa T Ul (we), | 
vola = wt la), | 
是 关于 w 的 分 量 的 曲面 协 变 导数 .在 坐标 变换 u = u (uu) 下 ,它们 
分 别 满足 二 维 空间 中 二 阶 张 量 的 协 变 分 量 和 混合 分 量 的 坐标 变换 关系 
式 . 
定义 在 曲面 上 的 高 阶 张 量 的 曲面 协 变 导 数 也 可 类 似 地 给 出 ,例如 ,对 
于 二 阶 张 量 BLA 
Ba !; = Bg, — Bel,(u) 一 Babalu), | 
BY |, = BY + BYP Cu) + BYP. Go. f 
因为 在 三 维 欧 氏 空 间 中 度量 张 量 和 置换 张 量 的 分 量 的 协 变 导 数 等 于 
等 ,所 以 由 (1.161) 式 和 (1.163) 式 可 知 ,在 遇 面 w= 二 0 上 ,它们 的 协 变 时 
BERITE: 
galu) l, = g(a l, = egl; =e" 1, =0, 
METS HOP ESAH ,它们 可 被 看 作 是 常数 . 
此 外 ,向 量 分 量 的 曲面 二 阶 协 变 导数 也 有 与 (1.123) 式 相 类 似 的 关 


(1.185) 


(1. 186) 
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Ua | ay 一 Va lya = DR’ ay (a), 


其 中 
Ri (u) = 下 (一 + 
{1.187) 
称 为 曲面 的 Riemann-Christoffel 张 量 . 仅 当 此 张 量 为 零 时 ,曲面 协 变 导数 
的 次 序 才 是 可 交换 的 . 


根据 (1.124) 式 , 三 维 空间 中 对 应 于 坐标 系 1u' | 的 Riemann-Christoffel 
张 量 与 曲面 的 Riemann Christoffel 张 量 之 间 的 关系 可 写 为 
Ri ig (a) = Ry lu) + PCa) P(e) — Pa (a), (a), 
和 Rig (a) = Tr, (a) Pg yla) + Ca) Pau) Ta) Ty Ce). 
在 三 维 欧 氏 空间 中 曲率 张 基 为 零 的 条 件 可 写 为 
Riglu} = 0, Riplu) = 0. 
由 以 上 第 一 式 可 得 
RB) = P, Cu) Ph CH) — PCa) Py Ca), 
上 式 也 可 通过 指标 的 下 降 写 为 Ry Ca) = gy (a) Rg (ue), BP SES 
分 量 为 
Rolu) = gn COLT alu) -Thale )]， 


或 
Romiu) = det( yg) = bn 一 (buy. 
这 表明 Gauss 曲率 可 以 写 为 
1 l aas 
K = ggm (u) = ge" Rapla). (1.188) 


称 之 为 曲面 上 的 Gauss 方程 .显然 ,曲面 协 变 导 数 可 交换 次 序 的 充 要 条 件 
是 Gaus 曲率 等 于 零 . 

条 件 Ro (a) = OF STM SA 

Ty (a), 一 Ma), + PM Ca Py Ca) - (a) PS (we) = 0. 
利用 (1.182) 式 和 (1.186) 式 , 上 式 还 可 写 为 

bag ly = ba lo: (1. 189) 
称 之 为 曲面 上 的 Codazzi 方程 . 

在 三 维 欧 氏 空 间 中 ,Riemann-Christoffel 张 量 的 其 他 三 个 分 量 为 零 的 
AEA BH Ron = 0. 注意 到 {1.161) 式 和 (1.162) 式 , 可 知 在 坐标 系 
iw PEA 

Ba = & ' 83 = 9, S53 = 8s' 8, =1 和 Ta = 0. 
因此 ,以 上 条 件 可 直接 根据 (1.125) ABA 


56 第 一 章 ” 张 量 初 步 


Fg 一 Le 
于 是 ,由 (1.115) 式 和 (1.116) 式 , 可 得 


1 a, 
Bo,33 T FE Bag 


51.9 KERTEM 


(—) 各 向 同性 张 量 


ESX 在 直角 坐标 系 中 ,如 果菜 张 量 的 分 量 值 不 随 坐 标的 正 交 变换 
而 改变 , 则 称 该 张 最 为 欧 氏 空间 中 的 各 向 同性 张 量 . 
例如 , 设 张 量 p 可 在 任意 两 组 直角 坐标 系 1e,! Mle.) 中 表示 为 
= pianie, GO e; (的 & e = gre! 人 e 的 & e ; 


其 中 e = Qe C5 Qes , e =Q:e, DEGH 
EZKE M p 为 各 向 同性 时 ,有 
gies = gles, 

或 有 

站 = 

VOCE, 

ERF Qep 表示 正 交 张 量 如 对 9 的 作用 . 

例 1 


(1) 绝对 标量 p 是 各 向 同性 的 . 

(2) 向 量 中 只 有 和 零 问 量 是 各 向 同性 的 .因为 对 于 Ve E 6. aA 
TER i vila Bo = ve, = v' (O-e) = @-u,4RQ=-IH v=- v 
或 w = 0. 

(3) PNR TRAM AE SARTO RRAT aa. HPA 
为 某 一 实数 ,I 为 单位 仿 射 量 . 

这 是 因为 对 于 YeE 包 ,各 向 同性 仿 射 量 TRE: 

T = T'e Oe = TO- e) O.: e,) 
=T'(O-e)@le-@)=@-T-Q’, 
故 有 1 T'Q=@°T. 
设 Aly 分别 为 了 的 特征 值 和 相应 的 石 特征 向 量 , 则 由 
T'O:'r=Q0+T+r=aQer, 
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可 得 CT-AD + (Q+ri) =O, VQE DO 
因此 ,由 如 的 任意 性 ,可知 必 有 了 T = AT, 即 工 与 单位 仿 射 量 仅 差 一 个 标量 
AF a. 

REZ, AT 显然 是 各 向 同性 的 . 

(4) 三 阶 张 量 中 ,置换 张 量 g = e*e; We Oe 在 任意 正常 正 交 仿 射 
BOC G 的 作用 于 保持 其 分 量 不 变 . 因 此 ,is 在 旋转 正 交 变换 下 是 各 向 
同性 的 ,而 在 一 般 的 正 交 变换 (包括 镜面 反射 ) 下 并 不 是 各 向 同性 的 . 

(5) 在 直角 坐标 系 中 ,四 阶 各 向 同性 张 量 的 分 量 au 可 写 为 

Ho = AB Su + (8.8, + 8,54) + (8,8, — 6,84), 
其 中 Ay peye 为 实数 ,再 a, = 1 7 


如 果 该 张 量 具有 对 指标 i ,7 或 ,i 的 对 称 性 , 则 上 式 最 后 -~ 项 中 y= 


{4).(5) 中 的 结论 可 通过 选取 某 些 特殊 的 正 交 张 量 8 E 6 KIN 
证 明 . 例 如 对 于 {5) ,可 作 坐 标 平面 的 镜面 反射 变换 ,以 及 作 绕 坐标 轴 旋 转 


S 和 地 的 变换 来 加 以 证 明 . 此 处 不 再 作 详细 推导 . 


例 2 在 例 1 中 ,具有 指标 对 称 性 的 四 阶 备 向 同性 张 量 多 可 用 绝对 形 
式 表示 为 


多 -= MGT+2pT， (1.190) 
其 中 了 工 为 二 阶 单位 张 量 , 了 为 四 阶 单位 张 量 . 了 在 直角 坐标 系 中 的 分 量 为 
] 
5 Bud) + duda). 
BSE LTE AS 0 
I, = #1@ I, r= 1-f,, (1.191) 


则 (1.190) 式 还 可 改写 为 
时 = 3a, + 22 ， (1.192) 
EP k = A+ Sy ERA MAGE 2p) 来 加 以 表示 . 
PEARL =. L:h =f, =: 5, =0, 
(1.192) RP AIRIA IBA I AA A CA EAE 
OB EB Bh CoA (Ss). 
在 线性 弹性 力学 中 , 当 四 阶 各 向 同性 弹性 张 量 可 通过 Lame 系数 (2 ， 
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A) 由 (1.190) 式 表示 时 ,(1.192) 式 中 的 下 和 Am 便 对 应 于 线性 弹性 体 的 体 
积 模 量 和 剪 切 模 量 . 


(=) 各 向 同性 张 量 函 数 


自 变量 为 线 基 的 函数 称 为 张 量 郴 数 ,其 图 数值 可 以 是 标量 ,也 可 以 是 
KE. 

例如 ,下 = F(B,v), 其 中 自 变 量 BAM 分 别 为 仿 射 量 和 向 量 , 卫 为 仿 
射 量 . 它 在 直角 坐标 系 1e,| 中 的 分 量 形式 可 写 为 

FË = F’(BY ,vw ;e,). 

定义 ” 当 自 变 基 和 函数 值 在 任意 正 交 变换 如 E OC TREBRAN A 
数 关 系 时 , 则 称 该 油 数 为 种 向 同性 张 量 函 数 . HERE FESR Q 
CCl PRR AH BRAM UR AES ERK eR. 

P20 SFU ER OF = FCB, v) RMF VOC OLA 
Q'F':Q`=F(Q:B: Q.Q- v), WH FES MAKE BH. 

上 式 中 的 五 . 吾 和 也 可 以 是 任意 阶 的 张 量 .这 时 , 顾 是 各 向 同性 张 量 
oe Be) ay SH: 

O°F=F(0°B,0-u) RF=Q'°([F(O°B,@*v)]. (1.193) 

BP O° F #0 对 下 的 作用 . 

例 3 EHAE 下 的 三 个 主 不 变量 是 标量 值 的 各 向 同性 国 数 ， 

证 明 对 YQE 久 ,由 

to:B.0)=trB.0 .0)= wB, 

可 知 B 的 第 一 淋 变 量 I(B) = trB 是 各 向 同性 的 . 

其 次 ,由 

(Be =(Q-B-Q')-(Q@-B-Q@")= @-B’-Q', 
可 知 有 
ro.B.0)]=r0:.B .0)= trB, 

即 orb? 是 各 向 同性 的 . 因此 B 的 第 二 不 变量 B) = FCB) - 
tr(B )] 也 是 B 的 各 向 同性 函数 . 

最 后 ,由 

det(Q - B- @') = (det0) deB = detB, 

可 知 B 的 第 三 不 变量 L(B) = detB 是 各 向 同性 的 .证 旋 . 


(=) 不 变量 的 梯度 
由 1.6 的 例 4 可 知 ,以 仿 射 量 吾 为 自 变量 的 标量 值 张 量 函 数 p(B) 
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的 微分 式 可 写 为 
rw(B)[C] = SE: ¢, 
其 中 (BJC] = lim Ti p(B + ke) - p(B)], (1.194) 
AER 
C 为 任意 仿 射 量 . 


不 难 证 明 , 如 果 g(B) 是 仿 射 量 B 的 各 向 同性 标量 值 耳 数 , 则 o 的 梯 


So 必定 是 各 向 同性 张 基 值 函数 ,事实 上 ,9 是 其 变 元 的 各 向 同性 标 


量 值 函数 的 条 件 相当 于 要 求 (1.194) 式 的 右 端 也 是 各 向 同性 的 .因此 ,对 
于 任意 仿 射 量 C,(1.194) 式 的 左 端 98 : C 也 应 该 是 各 向 同性 的 , 故 满 


de, _ de , w 
TE ie: 


其 中 B=0.:B-.0',C =0:C 0. 上 式 可 等 价 地 写 为 


EI -c]= 中 (器 ) -g-c-g'|=ulQ"- ($2) . e-e]. 
a C 的 任意 性 ,可 知 


说 明 9 多 为 各 向 同性 张 量 函数 


例 4 试 计算 仿 射 量 B 的 & BI, CB) = trB* 的 梯度 . 

BE FEREN k, H trio. B. g] =o: Bg) 
uB .可知 ICB) 是 B 的 各 向 同性 标量 值 函 数 . 

其 次 ,注意 到 

tri B + AC) = tf 下 十 下 人 有 

h'e) + ve] 
= trB* + hk trí B + C)+ RG) + 

可 将 (1.194) REA 


i, C= ku B. C) = k (BTD: C 
因此 ,由 C 的 任意 性 可 得 。 S = e GD, (1.195) 


例 5 RSPAS BNHPER DEI, (BB), ( BAL, B) 的 梯 
度 . 
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因为 B 的 三 个 主 不 变量 可 用 B BAZEL. L 和 RRA 


- l1,- - l-3; -- 
I(B) =I, 1(B)= 5,’ Sh), hB) = sl -Fl +3h, 
所 以 ,由 (1.195) 式 可 得 
dr (B) dl, _ 
dl:(B) - di, 1 di, | _ opt 
-IB ‘Gp Dan I(B- B", {1.196}, 
di,(B) 1, , dl, Lj dl, l} di, ,1 di, 
dB 2°' dB 2° dB 2°'dB 3 dB 
= (1,(B)1-1,(B)B+ B`). (1.196), 


当 BA RE BRR (B) = deti B) 的 梯度 如 下 : 


注意 到 der B + he) = det( AB) cet H +H. c) 


(detB det 于 +B!: c) 


= (detB)|1 + Al (B+ C)+ 
iT(B C)+ R LBU- C}, 
其 中 工 (B Y- CA BUC 的 第 rlr 7 1,2,3) 个 主 不 变量 .将 g(B)= 
T,(B) > det(B)fE ACL. 194) AUB ale 


dB) :C =lim r [detí B+ hC) -deB ] 


={(detB)r( B C)=(detB)B IC， 
ERT B ' 表 示 BHED CETT 8B WRAY. TE, H Ci 
任意 性 ,有 


di,(B) _ d(detB) _ 
dB dB 


再 根据 Cayley-Hamilton 定理 : 
B? - 1,(B)B + 1,(B)B — I,(B)I = 0, 


(detB)B' = 7,(B)B". (1.197) 


Ay 
1,0B)B° = 1,(B)i-1,(B)B+B. 
Hay WL H B FEET, (1.197) 451.196), 式 是 相同 的 . 
Hie 假定 0 是 一 个 对 称 正定 仿 射 量 ,C = V, With X = 
d(trU) 
dc `’ 
解 ” 设 也 的 三 个 主 不 变量 分 别 为 /| = UJ, = Slr)? ~ rv?) 
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AJ, = daU, M C 的 三 个 主 不 变量 可 由 .JJ; 和 J 表示 为 
H(C)=Fi-2h, BOS Ji 2ds 100) =J}. 
在 上 式 中 消去 六 ,得 
-2PnCy -83,3, + 120) -41,0C} = 0. 
ERM C 的 梯度 为 


di,(c dj, 
(4)} —43,1,€C) - 83,)X - 21 J 


ac 


dh CC) db(C) 
de dC 


利用 (1.196) 式 和 (1.197) R, EREA 
BUS, J,)X 4j- I 4(T CT- C) -4J J C = 0, 


21,(C) 


即 X 


_ 1 2 t 
agg Jol -C+C 4. 


另 一 方面 ,由 Cayley-Hamilton 定理 

UJU+JU-JI= 10, 
可 得 -JU+fI-JU'=0, 
和 U-JItjU'-JU’*=0. 
最 后 一 式 乘 以 六 并 与 上 一 式 相 加 后 ,有 


-1 1 > . F 
0 Uhh Jp J)P-€+5,5,07), 
į _ dtr) _ la 
ita X=- = gl. (1.198) 


(四 ) 表示 定理 


(1) 各 向 同性 标量 值 疡 数 的 表示 定理 

Cauchy 基本 表示 定理 ”以 xx 个 向 量 w (i = 1,2,…,zn) 为 变 元 的 标 
RERA 

P = pD, U, Ua) 
是 各 向 同性 的 充 要 条 件 是 p IARAA i E ARH HH: 
¢ = (ww), (ij = 12, ,mm). 

证 明 ”定理 的 充分 性 是 显然 的 .因为 mm = (2 mn) (8 
o), VOC. MU p= p'(u v) SMBH. 

再 来 证 必要 性 . 现 假定 ¢ = p(w vw;,…,v,) 是 各 向 同性 的 .要 证 明 
如 果 还 有 另 一 组 向 量 pu, ,wu ,使 得 


4° HR = Ut Ds {i,j = 1,2,… ,mm), 
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那么 就 必然 有 
oo 
也 就 是 说 ,gp ARB Fe, + vw. 

为 简单 计 , 此 他 仪 讨论 三 维 空间 中 的 和 启 量 组 vw ,wv,,… ,wv ,并 设 其 张 
成 的 空间 维 数 为 3{ 在 一 般 情 况 下 ,可 讨论 n 维 空间 中 的 向 量 , 其 张 成 的 
空间 维 数 为 pn) FE. TEZELE v .v, Me, ,其 它 向 
量 都 可 写 为 (vw, ,wa ,vw;) 的 线性 组 合 , 另 外 ,由 于 w= ui = 
1,2m} A ww， A u, 也 是 线性 无 关 的 .因为 如 果 有 

aH) + a,4, + a,u, = 6, 
其 中 a,,a, 和 ai 是 不 全 为 零 的 实数 , 则 可 将 上 式 分 别 与 uu, 和 u, 作 
点 积 而 得 到 
aut H+ aUt Wo + a,8, + wy, =Ù, 
@,H,* Hi + H * Wy + ay, t KH: = 0, 
Gii, * u, + aal, * ty + ay, * Hy = 
或 等 价 地 写 为 
ov (a, vu, + a, ttan) = 9, 
vola, U, t+ a, Y +a, v) = 0, 
vla u + a, 0, tav) = 90, 

这 说 明 (al wi + a, ma + ay V3) 与 线性 无 关 的 向 量 wl .wy Mv, 分 别 
作 点 积 后 都 等 于 零 , 故 它 本 身 也 为 零 , 但 这 与 mW ,ww ,v3 线性 无 关 的 假设 
EHT BA. 

类 似 于 (1.6) 式 , 由 vw 、v; Mo, 可 构造 三 个 相互 正 交 的 单位 向 量 
vw, Mvh: 

v= vw vow)|v -aul|, 


, {V3 — Am, - Yv) 
Y= 3 Bu, i, 


lv,- Be, - Yw | 
其 中 ,8 和 7? 由 条 件 


v ¢(u,-au,) =Ù, 
v,' lo- pv- yv) = 0, 
fvwm —av,)+ Cv, - 8v) = 0, 
来 确定 .由 上 式 求 得 的 a、8 My 仅 依赖 于 w,， vw;(i,j = 1.2,3). 
类 伏地 ,由 gw ,ws ;#3 可 构造 三 个 相互 正 交 的 单位 向 量 un“, ,mn'。 和 
a’, ARPES uw, ou = ouo 0, Cu, sasa) 和 (ww ssW';) ZEA 
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的 关系 完全 与 (v1 ,oa 2) 和 (9 ,Vy; 3) 之 间 的 美 系 相同 , 即 有 相同 


的 a8 和 .因此 ,存在 一 个 正 交 仿 身 量 9 = Du, Ov EMCO 
vata) TRE uuaa) ow = Be w (i = 1,2,3). 

最 后 ,由 条 件 wu, = vw 可知 包 (= 1,2,…,m) 在 基 向 量 
(vivata) ERRES m (k = 1,2,…,m) ÆRE (uu a,u) 
上 的 分 量 是 完全 相同 的 , 即 当 内 WS Ae, = 6, 0 +b 0 th 05 ii, 
m WBA u, = bu, + 6,4, + be, AWA 

w= O-4,, (k=1,2,.,m). 
可 见 , 当 p 为 各 疝 同性 函数 时 , 必 有 
pl, +0257, Up) = pig a TQ . Mm. Q a v) = UN N ). 
于 是 必要 性 得 证 . 

定理 1 对 于 对 称 仿 射 量 B,g(B; 为 各 问 同 性 标量 值 阔 数 的 充 要 条 
件 是 p(B) 可 表示 为 B 的 三 个 主 不 变量 1(B)、1,(B) 和 了 (8B8) HR 
数 ; 

v= (l,l.,l,). 

证 明 ”定理 的 充分 性 是 显然 的 . 因为 B 的 三 个 主 不 变量 1(8B)、 
L(B) ATCB) Æ B 的 各 向 同性 函数 ,所 以 由 上 式 表示 的 gg = p(T 了 ,TD， 
1;) 也 是 B 的 各 向 同性 函数 . 

下 面 来 证 必要 性 ,假定 p(B) 是 各 向 同人 性 函数 ,并 假定 另 有 一 个 对 称 
仿 射 量 4 REER, RE 4 与 吾 的 三 个 主 不 变量 相等 :Ti (4) = B), 
1,(A) = (B), L(A) = L(B), 那么 就 必然 有 pfB)7 = ofA). Bl of 
MREFHRECH=HPERER. 

由 于 AMBHERERHS RA 与 8 具有 相同 的 特征 值 .因此 ,由 
BRA 的 谱 分 解 式 : 


B- Dhe De 和 A= 六 BA 


可 构造 正 交 仿 射 量 Q = Sf, Qe, ,使 得 六 = Q- ea = 1,2,3). 


注意 到 Q- (eRe) gT = (8+¢,)@(@+e,) 
= f, @ f. (Be a RM), 
可 得 4 = Q，B， 0Q7. 因 此 , 当 p(B) 是 各 向 同性 函数 时 , 便 有 
p(B)= og(0-.B:.0)= lA). 
ire. 


ai 
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下 面 ,我 们 将 不 加 证 明 地 给 出 两 个 关于 各 向 同性 函数 的 表示 定理 ,其 
详细 讨论 可 参见 有 关 文 献 { 如 [1]). 

定理 2 若 p(&,B) 是 各 向 同性 标量 值 函 数 , 其 中 A ABARTH 
射 量 , 则 p 可 表示 为 以 下 十 个 不 变量 的 函数 

TA, tA’, tA’, 

trB, B’, trB’, (1.199) 

w(A-B), tr(A>B’), tA .B), tr(A’. B’). 
需要 指出 ,上 式 中 的 十 个 不 变量 并 不 是 完全 独立 的 ,它们 之 间 的 隐 式 关系 
称 之 为 合 冲 (syzygy). 例 如 , 当 A 和 B 的 谱 分 解 式 : 


A= > Me Be. B = Safe f 
-=1 B=1 
中 的 三 个 特征 值 不 相等 时 ,由 于 |e.1(e = 1,2,3) 和 if1(8 = 1,2,3) 都 


是 单位 正 交 基 向 量 , 故 可 构造 表示 刚体 转动 的 正 交 仿 射 量 R = pare 多 


e, ,使 得 f, TEAS, = ST Rae, (8=1,2,3) APR, = fe'e, RAR 
EEM e] 上 的 分 量 . 
R 只 有 三 个 独立 的 分 量 . 例 如 ,可 用 图 1.4 中 的 三 个 Euer ARRA 
Ri = cos peosy — sin psin pcos f, 
R = cos gsing + sin pcos dcos f, 
Ry = sin @ sin f, 
Ra =- sin gcos — cos gsin gcos 0, 
Ra =- sin gsing + cos pcos gros 7, 
Ra = cos gsin f, 
Ra = sin Osin $, 
Ry, = — sin feos g, 
Ry, = cos f. 
显然 ,tr4a rA? Ml rA’ AA A, (a = 1,2,3) RA Br? A eB? 
可 用 (8 = 1,2,3) 表示 .此 外 ,由 


3 3 
tr(A B) = 人 RE， (A B) = DA pRa: 
ESF: 


a flat 
3 3 
(A B) = SIARRA, (A? + B?) = DI ARA, 
o,f=1 ,P=1 
Ay A Ae LP A AL Ag gs M gpd p 就 能 完全 表示 (1.199) 
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图 1.4 Euler ff 


式 中 的 十 个 量 . 

定理 3 Fola, v) ERARE, HH 4 为 对 称 仿 射 量 ， 
v Alla IU p 可 表示 为 以 下 六 个 不 变量 的 函数 : 

TA, tA 
(1.200) 
显然 ,如 时 vw 为 单位 向 量 , 且 令 g 的 w= B, 则 由 
vQv =(e@ v0) = (vv = 

Al wA-vOQv)=vu-Aeov, wA Vv) =0-A eg, 
可 知 本 定理 是 以 上 定理 2 的 自然 结果 . 
显然 ,任意 一 个 仿 射 量 都 可 分 解 为 对 称 仿 射 量 和 反 称 仿 射 量 之 和 ,而 
反 称 仿 射 量 可 对 应 于 一 个 轴 疝 量 , 由 此 不 难看 出 ,任意 一 个 仿 射 量 的 独立 
不 变量 最 多 只 有 六 个 ， 

(2) 各 向 则 性 仿 射 量 值 函数 的 表示 定理 

转移 定理 (Transfer Theorem): GH HR F = F(B) 是 对 称 仿 射 量 B 
AE EPERE RS., M B 的 特征 向 量 必定 也 是 F(B) 的 特征 向 量 . 

TEAR KA Ar 分 别 为 B 的 特征 值 和 单位 特征 向 量 , 则 由 8 的 对 称 
性 ,可 得 


B'r=r:B= ar. 
现 枸 造 正 交 仿 射 量 R=-1+2r@rec,.A 
R-+B-R’ ={(-I+2r@r).B.(-1+2rr) 
=(-B+2r@r:+B)-(-F+2r@r) 
= B-2r@r-B-2B-r@r+4r@r-B:er@r 
= B-24r®r-2ar@rt+4ar@Qr = B, 
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a, 4 FCB) 为 各 向 同性 时 ,RR 与 是 可 交换 的 , 即 有 
R:F(B).R!'= F(R~+B- R*) = F(B), 
或 R: F(B) = F(B).R. 
Ay-W5 rHEXWMESMRER-f=f-R=-f.-LAM So 
别 为 RR 的 特征 什 和 特征 向 量 , 所 以 ,与 正 交 仿 射 量 RR 的 特征 值 - 1 相对 应 
的 特征 空间 1ri- 是 与 + 相 正 交 的 二 维 平面 . 另 一 方面 ,由 RR'r=r-R 
二 了 ,以 及 R 与 F 的 可 交换 性 ,有 
R-(F(B)+r) = F(B).:R.r= FCB) +r, 
(r+ F(B))+R=r-+R-+ F(B)= r> FCB). 
说 明 与 正 交 仿 射 量 RMSE + TMA. AE PCB) r 和 
r: F(B) ATH r 张 成 的 一 维特 征 空间 ir), 即 F(B):r 和 r.，F(B) 都 
可 由 r+ 线性 地 表示 为 : 
FCB) + r= r, r- F(B) = &r. 
Her 分 别 从 左 和 从 石 与 上 式 作 点 积 , 得 
rr， 了 (了 1 二 名 = & = &. 
故 有 F(B)-r = r+ FCB) = é ÑH r 也 是 F(B) RIENE. Ee. 
C.C. Wang 引 理 。 对 于 对 称 仿 射 量 B， 
G) 当 B 的 三 个 特征 值 4. (a = 1,2,3) LPS, I B,B | BR 
性 无 关 的 , 且 
spll,B,B = sple, & el ,ea © #,,¢; © e,i, 
其 中 ela = 1,2,3) 为 对 应 于 A, 的 单位 特征 向 量 ; 
Gi) 当 B 有 两 个 相 异 的 特征 值 M, fla, = a, A,B) 是 线性 无 关 
的 ,县 


spi F, B} = spie, eI- eei. 
证 明 对 于 (i) ,需要 证 明 当 
aB +a,B+a,I =0 (1.201) 
时 , 必 有 a, = a, = ay = 0. WLP ee, (8 = 1,2,3) 点 积 (1.201) 式 . 


利用 B 的 谱 分 解 式 B = Sie, Qe ,可 知 点 积 后 的 方程 为 


(Caras + aida + andes = 0,08 = 1,2,3; 不 对 8 求 和 )， 
或 
arhh + ayy + ag = 0,¢8 = 1,2,3). 
但 二 次 方程 a,x + a1x + ao = 人 0 只 有 两 个 根 , 现 有 三 个 相 蜡 实 根 2;(8 = 
1,2,3) 同时 满足 上 式 , 说 明 只 可 能 有 a, = ai = a, = 0, 即 1,B,B 是 线 
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性 无 关 的 ， 
其 次 考虑 二 阶 张 量 空 间 的 子 空 间 和 党 = sple Me, e e ea es], 
其 维 数 为 3. 由 


3 3 3 
r= die Qe, B= De Qe, B= Sire, Qe, 
a=1 asl =l 


TA I, B, B’ € Zaha AFEA be Oe + be Ge, + 
bhe Qe, 也 一 定 可 以 表示 为 了 ,下 ,如 的 线性 组 合 :xf + yB + cB’ ,因为 
其 中 的 系数 x 、y Me 可 根据 方程 
xI + yB+ 2B? = be Me, + be, Oe, + be, Oe, 
来 确定 . 寺 式 分 别 与 el .e; Me, 作 点 积 后 ,可 得 
£+ yA, tA =h, 
xt yA, tA = b, 
x t+ yA, + xd) b. 
此 方程 组 的 系数 行列 式 为 Van der Monde FINK. HF A, Æ å, HASH 
,可 知 该 行列 式 不 为 零 ,由 此 可 求 出 x.y 和 z. 于 是 命题 (i) WE. 
对 于 (i ,可 作 类 似 的 证 明 ,此 处 从 略 . 
各 向 同性 务 数 的 第 一 表示 定理 NR G = G(B) 为 对 称 仿 射 量 
8 的 各 向 同性 张 量 函 数 的 充 要 条 件 是 存在 以 B 的 三 个 主 不 变量 I (B)(& 
= 1,2,3) 为 自 变量 的 标量 负数 :pCL(B)) ,tm = 0,1,2;k = 1,2,3), 
使 得 G(B) 可 表示 为 
G(B) = pof LCB) + p(T(B)B+ 9,(1,(B))B’. 
(1.202) 
证 明 ”定理 的 充分 性 是 显然 的 .因为 如 果 ECB) 可 表示 为 (1.202) 
式 , 则 对 于 任意 的 正 交 张 量 OLA 
人 (人 = 
PRB- QD- B gY 
= Q- G(B)-Q'. 
说 明 GtB) 是 各 向 同性 的 . 
其 次 来 证 必要 性 . 现 分 以 下 几 种 情形 来 进行 讨论 ， 
1) 当 B 有 三 个 不 同 的 特征 值 时 ,B 的 谱 分 解 式 可 写 为 


3 
B= Soa. Qe. 
a=] 
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由 转移 定理 ,e, 也 是 G(B) 的 特征 向 量 , 故 有 


G(B) = > me, & e. 


再 根据 C.C. Wang 引 理 ,可 将 G(B) AH = spill, B, B| 中 进行 展开 , 即 
存在 标量 函数 alB) a (B) 和 4,(B), 使 得 
G(B) = a,(B)1 +a, (B)B + a,(B)B’. (1.203) 
2) 当 B 有 两 个 不 同 的 特征 值 Mh; Ma, = a4, 时 ,B 的 谱 分 解 式 为 
B= àe Ge, +à {I-e 0e), 
即 B RIES EA sple | M@sple, + .由 转移 定理 ,以 上 两 个 子 空间 必 包 
ATCO) 的 特征 空间 中 ,这 只 可 能 是 :( 甲 )G(B) 的 特征 空间 为 spj el 
和 spie | 一 ;或 { 乙 )G{8B) 的 特征 空间 为 全 空间 E 
因此 ,G 的 谱 表示 可 写 为 
G(B) = ne, e, +t mll- ee), {1.204} 
其 中 对 于 情况 ( 甲 ), 有 p 天 pT) ,有 p = p 
总 之 ,根据 C.C.Wang 引 理 , 仍 可 将 G(B) 写 为 (1.203) 式 的 形式 ,只 
是 其 中 的 a,(B) = 0. 
3) 当 怠 仅 有 一 个 特征 值 A B = A. ARBEN, EAR YEB 
Al GB) 的 特征 空间 , 故 有 GOB) = 六 .因此 .G(B) 仍 可 表示 为 (1.203) 
式 的 形式 ,只 是 其 中 的 a.(B) = 2,(B) = 0. 
FR FRARE aga, Me, 是 号 的 各 向 同 性 标量 曲 数 . 即 只 需 
证 明 
a,(B) = a (Q: BQ), (m = 0,1,2). (1.205) 
因为 如 果 上 式 成 立 ,e。 就 可 写 为 关于 吾 的 寺 个 主 不 变量 的 函数 : 
pa (TB)), (m = 0,1,2;4 = 1,2,3). 
根据 定理 条 件 ,G(B) 是 各 向 同性 函数 , 即 
G(B)- Q- G(Q:B- Q) @ =6, ¥QE&,. 
RA 
a,{(B)i+ a,(B)B+ a,(B)B - @"-[a,(@-B-Q E+ 
a(0+B-Q")Q-B-Q'+a,(0°B:Q')(Q-B-@'y]-Q=4, 
或 
Las(B) -a,(Q@-B+Q")jr+[e,(B)- 4a (0-B-@Q")]B+ 
[a,(B)-a,(@+B>Q")]B =0. (1.206) 
因此 ， 
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1) 当下 有 三 个 不 同 的 特征 值 时 ,由 人 .C.Wang 引 理 ,可 知 T, B, B 
线性 无 关 . 故 (1.205) RAZ. 

2) 注意 到 号 MO: B: & 具有 相同 的 特征 值 , 且 特 征 向 量 之 间 仅 差 
一 个 正 交 变换 Q@, 故 由 以 上 讨论 可 知 , 当 B 有 两 个 不 同 的 特征 值 4, Ma, 
= à Af, H GC(B) 的 特征 空间 不 为 全 空间 时 ,G(B) 和 G(Q-B. 0 ) 可 
分 别 写 为 如 下 式 的 形式 : 

G(B) = a,(B)I+ a,(B)B, 
和 G(Q-B-@Q@") =o,(0-B-O")r+a,(0-B-Q")Q-B-@Q’. 
再 由 C.C.Wang 引 理 , 可 知 上 式 中 的 工 和 了 召 是 线性 无 闫 的. 故 当 GB) 是 
各 向 同性 活 数 时 ,由 (1.206) 式 可 导出 (1.205) 式 . 

3) 当 B 仅 有 一 个 特征 值 时 ,由 B= I, 可 知 B= 必 :8B.07'. 这 时 
(1.205) 式 自动 满足 . 

于 是 定理 证 记 . 

各 向 同性 函数 的 第 二 表示 定理 ， 

ite G = GOB) 为 对 称 正则 仿 射 量 B 的 各 向 同性 张 量 函 数 的 充 
要 条 件 是 存在 以 B HZ EREE LB) = 1,2,3) 为 自 变量 的 标量 
函数 ;PC1(B)) ,Cm = 0,1, 一 1; 上 = 1,2,3), 使 得 不 (B) 可 表示 为 

GB) = (TBIT+ 8,C1,(B))B + A (LC(B))B!. (1.207) 

证 朋 充分 性 是 显然 的 , 故 只 需 证 明 必 要 性 . 

因为 如 为 正则 仿 射 量 , 故 存 在 逆 下: .由 Cayley-Hamilton 定理 ,有 

B’ = 1,(B)B-—1,(B)I+ 1,(B)B'. 
于 是 ,根据 以 上 的 第 一 表示 定理 ,(] .202) 式 可 以 写 为 (1,207) 式 的 形式 . 
证 旋 . 

各 向 同性 线性 张 量 函 数 的 表示 定理 

若 仿 射 量 @ 为 对 称 仿 射 量 B MAKE BRIG = GB) ARG 
同性 张 量 函数 的 充 要 条 件 是 存在 两 个 常数 p 和 4 ,使 得 G(B) 可 表示 为 

G(B) = 24B + A(wrB)I. (1.208) 

证 明 “充分 性 是 显然 的 , 故 只 需 证 明 必 要 性 . 

对 于 任意 的 单位 向 量 >, 可 构造 二 阶 张 量 ror ,其 特征 值 和 相应 的 
特征 空间 分 别 为 1 = L.A, = A, = OMMspirt spirl- i ARE EA 
谱 表 示 定 理 ,可 作 关 似 于 (1.204) 式 的 推导 , 当 G 为 各 向 同性 时 ,有 

Gir r} = 2plrìr Ortar). 

现 阳 任意 的 正 交 张 量 吕 E 久 , 则 可 得 到 另 一 个 单位 向 量 了 = Ger. 

类 似 地 ,也 有 
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GOS) = 2p NF OF + ADT. 
H@Q-(r@r):@ = 了 的 了 ,以 及 G 的 各 向 同性 性 质 ,可 知 
0=0Q:G(r@r.0 -CT 四 站 
= 2La(r) - wCAIF@F+ (LACH) - ACPI. 
但 if f,I| 是 线性 无 关 的 , 故 有 y(tr) = wf) aCe) = aC. ha ER 
中 的 上 HA 为 常数 ,因此 Gr Orn 可 写 为 
G(r Or) = 2ur & rt al. 
现 考 由 任意 一 个 对 称 仿 射 量 B ,其 谱 分 解 式 为 


B= ST ave. EA 
根据 G 的 线性 性 质 , 有 


G(B) = > a Gl © e,) 


= Sa, [2ue, ® e, + a} 
= 2B + ACtrB)I, 
其 中 trB = A, +a, +à, ib. 
推论 ”车 对 称 仿 射 量 BB 的 迹 为 零 :trB = 0, 则 仿 射 量 G = CCB) 为 
各 向 同性 线性 张 量 函 数 的 充 要 条 件 是 存在 一 个 常数 & ,使 得 
G(B) = 24B. 
证 明 ”因为 以 上 定理 对 任意 对 称 仿 射 量 B 都 成 立 , 故 对 于 任意 的 对 
称 仿 射 量 B, 可 构造 新 的 函数 


G(B) = G(B- LBD). 
由 G 的 各 向 同性 性 质 , 有 
Q-G(B) Q7 = GU- B- Q" -3(rB)D) = O08.0") 
A CCB) BASEN, BGR TRE trb = 0 时 ,这 两 个 张 量 函 
* COB) AC BR) 重合 .因此 ,由 以 上 定理 可 知 ,对 于 任意 满足 trB = 0 的 
仿 射 量 BDA 
G(B) = E(B) = 24[B ~ 3 (trB)I] = 24B. 

H. 

下 而 ,我 们 将 不 加 证 明 地 给 出 儿 个 关于 各 向 同性 仿 射 量 值 函 数 的 表 


示 定 理 , 其 详细 证 明 可 参 志 有 关 文 献 ( 如 文献 [1]). 
定理 4 ”如 果 仿 射 量 gp 是 两 个 对 称 仿 射 量 4 和 召 的 各 向 同人 性 张 量 函 
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数 : p= 9(A,B) M p ARRA 
@(A,B) = qi + go At o, Bt oA’ + OB’ + o,(A+Bt+B-A)+ 
g.(A’*B+B+A’)+9,(A+ B+ B’+A), (1.209) 
其 中 系数 0.915915. 07 是 六 和 B 的 十 个 联 立 不 变量 (1.199) 式 的 函 
数 . 
EHS ”如果 向 量 了 是 以 对 称 仿 射 量 4 和 向 量 v 为 变 元 的 各 向 同性 
函数 :了 = f(A4 ,vv), 则 了 可 表示 为 
SELA oD) = (hl+ fi At fa’)-o 
其 中 系数 f.fiof: BA Av 的 六 个 联 立 不 变量 (1.200) 式 的 函数 ， 
定理 6 ”如果 反对 称 仿 射 基 你 是 两 个 对 称 仿 射 量 4 FB 的 各 向 同性 
KERA, MI W = W(A,B) 可 表示 为 
W = 0,(A-B-B+A)+,(A’+B-B-A’)+a,(A>B- B+ A)+ 
al A B'A- A°+B-A)+,(B+ A+B’ -B -A-B), 
其 中 系数 w,,02.,° ,ws 是 和 和 吾 的 十 个 联 立 不 变量 (1.199) 式 的 函数 ， 
例 7 设 4 和 了 吾 为 两 个 对 称 仿 射 量 , 试 将 各 向 同性 张 量 函 数 o = 
Pl(A,B)= B.A - B 表示 为 定理 4 中 (1.209) 式 的 形式 . 
解 ”如 将 B 写 为 依赖 于 参数 : 的 光滑 函数 ,使 得 当 : = 1 时 ,有 


B) = B.B (z) = A AU TY # FA Cayley-Hamilton 定理 ,对 B 所 满 
足 的 特征 方程 : 

B’ - I,(B)B’ + 1,(B)B — 1,(B)i = 0, 
进行 微分 . 由 此 得 


(B> B? + B+ B+ B+ B+ B)— 1,(B)(B B+ B+ B) + f,(B)B- 


I (B)B? + 1,(B)B - 1,(B)I = 6 
现 将 上 式 在 上 = ty 取 值 ,并 注意 到 
dI (B) 


1,(B) == B=1:A=tA=1,(A), 
I(B) = a) : B= (LBI - B): A = 1,(B)1,(A) -t(A- B), 
L(B) = - as E :B= (I(B)T- TL(BIB+B) :A 


1,(B)1,(A) -I (B)u(A - B) + lA > B’), 
EA 
B-A-B=9,1+ 9,A+ 9,B+ 9,B’ + 9(A*>B+B-A)-— 
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-(A+B +B +A). (1.210) 
Ht go, = 1,(A}I,(B) + tr(A- B')- 1,(B)tr(A B), 
şı =- 1,(B), 
g, = tr(A+ B)- (A) (B), 
ga = 1,(A), 
ps = 1,(B). 


(五 ) ”材料 的 对 称 性 和 结构 张 量 


根据 (1.193) 式 的 定义 , 对 于 任意 的 Q CG MARK AR F = 
F(B) 满足 
F(B) = @'>(F(@> B)], (1.211) 
那么 ,我 们 就 称 下 是 B 的 各 向 同性 张 基 函数 ,其 中 Q。B 表示 作对 B 的 作 
用 . 它 表示 下 = F(B) 在 由 一 切 正 交 仿 射 量 所 组 成 的 正 交 群 名 的 作用 下 
是 不 变 的 ,可 用 来 描述 各 向 同性 材料 的 有 关 性 质 .然而 ,对 于 各 向 异性 材 
料 ,(1,211) 式 仅 对 那些 属于 正 交 群 J, HATE SKRENE Q T 
成 立 ,这 时 ,我 们 称 下 = FCB) ETH YC 6 的 作用 下 是 不 变 的 . 
假定 对 于 正 交 群 CATR SCA JIE, 满足 关系 式 
Qes=s, YOE 4, (1.212) 
则 称 s 是 关于 群 各 的 不 变量 . 它 ( 们 ) 描述 了 材料 的 对 称 性 , 称 之 为 结构 张 
量 . 另 一 方面 ,对 于 给 定 的 结构 张 量 s ,其 相应 的 对 称 群 可 定义 为 
6=i@EC1Q°s=s'. (1.213) 
定理 7 KERAK F= FCB) 在 s 的 对 称 群 季 忆 的 作用 下 不 
CRIME VO € 6,(1.211) Xa) 的 充 要 条 件 是 :存在 一 个 各 向 同性 
ke MM FCB.) ,使 得 FF 可 表示 为 
F(B) = F(B,s), (1.214) 
其 中 s 为 满足 (1,212) 式 的 结构 张 量 . 
证 明 ” 先 证 必要 性 .为 此 ,我 们 可 以 定义 -~ 个 张 其 函数 : 
F(B,t) = @' > [F(Q> B)]. (1.215) 
“OCH Ae wR MERA FCB). m g ERER 
射 量 时 ,由 上 式 可 定义 + = Q ”。s, 其 中 + 为 集合 了 = Qes QE: 
中 的 元 素 . 为 了 说 明 习 .215) 式 仅仅 依赖 于 B 和 ,而 不 直接 依赖 于 OED 
(1.215) 式 只 是 通过 上 间接 地 依 顿 于 @) ,可 设 另 有 一 正 交 仿 射 量 Q, ,并 
要 求 所 对 应 的 上 相同 , 即 员 ss = Q'esMO,-O'CE MH OB 
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视 为 一 个 张 量 , 则 根据 定理 条 伴 , 有 
F(Q. B)=(9,-Q7)'- 2 ) (28B)] 
=@°Q;'°[F(Q,° B)]. 
因此 ,(1.215) 式 右 端 可 与 为 
@'-[F(@°B))=@'°(@+@,"')* FI(Q, > B)] 
= Qi > [F(Q, ° B)]. 
这 说 明 ,定义 式 (1.215) 式 并 不 直接 依赖 于 正 交 仿 射 量 & 的 选取 ,而 仅仅 
依赖 于 BHT. 
特别 地 , 当 取 @E 各 时 ,t 即 为 s ,这 时 (1.215) 式 的 右 端 为 F(B), 而 
其 左 端 为 让 (B,s), 故 有 (1.214) R. 
TEREE, t) BU BAY 为 自 变 量 的 各 向 同性 张 量 函 数 , 妈 要 
证 诛 (B. 7) 在 避 群 的 作用 下 是 不 变 的 ,其 中 为 集合 5= ijQ。s10 
E 从 1 中 的 任意 元 素 . 为 此 , 现 考虑 任意 的 正 交 仿 射 量 Q E 仿 - 由 于 二 可 
通过 正 交 变换 由 s 得 到 , 故 存在 正 交 仿 射 量 Q ,使 得 (Q e @)et =s. 
将 (1,215) 式 中 的 B 和 t 分 别 换 为 @@。B 和 。1 ,而 其 中 的 8 换 为 0 ， 
HHEBB Or =(OV'o s Ae 
QQ [FO BO)=0 (0) > F e (Qe B))] 
=(@'°@)'>[F((Q’ > @)> B)] = F(B,#), (1.216) 
上 式 的 第 一 个 等 式 和 最 后 一 个 等 式 是 根据 定义 式 (1.215) HS. 
于 是 ,由 (1.216) ATA FCB) 是 其 变 元 B Ae 的 各 向 同性 张 量 
函数 . 
其 次 来 证 充分 性 .对 于 样 当 中 的 任意 正 交 仿 射 量 Q € G,(1.212), 
(1.213).(1.214) 和 (1.216) 各 式 , 可 有 
Q- F(Q°B)=0"-[F(Q@°B,s)]=@':[F(Q°B,Q°s)] 
= F(B,s) = F(B), (1.217) 
上 式 中 ,第 一 个 等 式 和 最 后 一 个 等 式 利 用 了 (1.214) 式 ,第 二 个 等 式 利 用 
71.212), BER SRA TRE FB s) 的 各 向 同性 性 质 
(1.216) 式 .因此 ,由 (1.217) 式 叮 知 ,F(B) ATH SOAP BRE. 
证 旋 . 
由 于 在 以 上 定理 中 张 量 下 和 B 的 阶 数 可 以 是 任意 的 .而 且 ,B 可 以 是 
一 组 变 元 B ,8B,,…,s 也 可 以 基 一 组 结构 张 量 s,,s,,… ,因此 ,该 定理 具 
有 相当 的 一 般 性 .根据 上 述 定理 ,关于 各 向 异性 材料 的 张 量 函 数 的 表示 问 
题 可 通过 引进 描述 材料 对 称 性 的 结构 张 量 而 转化 为 关于 各 向 同人 性 张 量 函 


T 
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数 的 表示 癌 题 来 进行 处 理 . 有 关 这 方面 的 进一步 讨论 还 可 参考 文献 [1.3 
一 1.6]. 


习 题 


1.1 设 u 和 和 v 是 n 维 欧 氏 空间 中 的 任意 两 个 向 量 , 试 证 Sehwarz 不 等 式 (1.4) 式 
成 立 ， 
1.2 现 考虑 由 数组 《i,7 = 1,2,-…,n) 构 成 的 行列 式 g = det(gs ) , 试 证 明 对 


MFR g, 的 代数 余子 式 可 写 为 2 名， 


1.3 ”对 于 尾 意 的 仿 射 量 A,B HAC, HHE: 
(a) A: B = tr 有) = trlA+ B7) = A7: B'; 
(bj r(A+B-C)=ulC+ A+B) - u(B-C- A), 
1.4 ue fie 为 任意 两 个 向 量 , 试 证 其 并 积 u Oo 的 三 个 主 不 变 最 分 别 为 
Liu v) = uv) = 区， 
Lino) = 0, 
Liu @ vo} = detiu @ v) = 0. 
由 此 可 知 , 当 u 和 w EEN u 的 vw 的 三 个 主 不 变量 都 等 于 零 ( 因 此 ,相应 的 三 个 
特征 值 也 都 等 于 零 ) ,但 4 名 vw 却 是 一 个 非 零 仿 射 基 . 
1.5 已 知 对 称 仿 射 量 $ 的 三 个 主 不 变量 1,(S) LOOMS), REH S AR 
a: 
5 = 8 - 于 (tr8)7 的 第 二 和 第 三 主 不 变量 1 BT's. 
1.6 ”对 称 仿 射 量 $ 的 三 个 主 不 变量 1 LA TA SMH PHA, A, 和 
A, 表示 为 ; 
h = AtA, +À, = AyAy + Arda + Aga, Ty = AN， 
WA OT, 1, Af, 来 表示 A, A, 和 4，. 
1.7 HRS HR 上 的 三 个 主 不 变 基 分 别 为 CU) LC) ICU), 
iE: 
aA LU) =u =3, WWA LI S3 hU <1. 
(b) 8 CU) = det = 1, (U) 23, >43. 
(c) BAAR 0) = 3 和 [CU) = LO RU) = 3, 这 时 的 了 为 单位 张 
Be. 
1.8 设 对 称 正 定 仿 射 量 USP ERS RRNA, CU) 各 了 (0), 试 


证 
TCDD 之 973(5) 
1.9 WR EPERE G 满足 G* = 0, 试 证 :总 可 以 选取 一 组 单位 正 交 基 向 量 
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{es ,ei ,63): 使 得 上 G 可 表示 为 G = ke, Be. 

1.10 ”对 于 任意 两 个 向 量 u Mo Mike 他 u- u 的 vw 是 一 个 反 称 仿 射 量 , 且 与 
其 相对 应 的 轴 向 量 为 w x oo. 

1.11 SFE ALB RC, RUE FE A Cayley-Hamilton 定理 成 立 ; 
(A-B-C+B-C-A+C+A+B+C:+B A+B: A-C+A+C- B)- 
[(B-C+C+ BiA+(C-A+A->C)UB+ (A+ B+ B+ AJC) + 
Al(rB)(rC) -riB + CY] + BUCCA) - (C+ AJ] + Cl (tA) (eB) - (A  B)]- 
Ira MrB)(rcC) - ((trA) (BC) + GrB)u(C- A) + (O(a - B)! + 
ria: B- C)+- B+ A) = 0. 

1.12 设 玉 为 正则 仿 射 量 王 在 极 分 解严 = R- U PHEXKE, RIEN TES 
正 交 仿 射 量 双 夭 R.A 

(F-R):(F- R)< (F-@): (F-@). 

1.13 ”对 于 任意 两 个 对 称 正 定 仿 射 量 C， 和 Co , 试 证 :C, HC, 具有 相同 的 特征 
E ,而 特征 方向 之 间 相 差 一 个 刚体 转动 OC. EG 的 充 要 条 件 是 

= 由 Cr 

1.14 ”以 仿 射 量 MM 为 指数 的 指数 函数 定义 为 =D AM, 其 中 ， 
为 实数 . 试 证 : 


(a} oem =e". M. 


{b} det(e™) = er 
(OM AM, 是 可 交换 的 :Mi M= Mo MWA e eee 
ely MD 


(d) e" WEA e. 


(e) e* 的 转 置 为 (ew)7 = e. 
特别 地 , 当 M 为 反 称 仿 射 量 时 ,e” 为 正 交 仿 射 量 . 
1.15 证 时 为 四 阶 对 称 张 量 ,如 时 对 于 性 意 非 零 仿 射 量 4, 育 和 :到 :4 >0, 则 
称 氏 为 正定 的 ;如 果 对 于 任意 非 零 仿 射 量 4, 有 上 4: 多 :4 过 0, 则 称 汪 为 负 定 的 . 现 考 
虑 两 个 四 阶 对 称 正定 张 量 允 ,和风 ,其 逆 分 别 为 四 阶 对 称 正定 张 量 .省 HAE, : 
Aye = IO 2 a= MSHA TP HOR AK. ME. YZ, - 
学 为 四 阶 对 称 不 定 张 量 时 ,i - 一定 是 四 阶 对 称 负 定 张 量 . 
1.16 BEAR SAR ,8,zx) RMR (8, p) PR Christoffel S Wr, 
A. 
1.17 XTA a E o 和 w, 试 证 : 
iv@w)-V= vw Vi+leV)- w, 
Ve(e@w) = (Ve vwt: (V w). 
1.18 WRAHA. 的 左 梯度 可 写 为 8m = a Ob HF a 和 Bb.(i = 1， 
2,3) 为 两 组 向 量 场 , 试 证 其 左旋 度 可 写 为 VY X y= a xh. 


16 $- KEDD 


1.19 a(x) ARRS C BARRE 
(a V): CV a) = (Via): se enn) an Viul- Veda VY. 
1.20 对 于 光滑 的 向 有 量 场 wfz), 试 利用 (1.132) 式 和 (1.133) 式 证 明 ， 


os ev 


1.210 Bex) 和 w(x) 为 光滑 向 量 场 , 成 证 
faa texo) V- utlox V) (uxV)ev 
(b) Vx fe xX ow) = (a Vi on: (Ve) +t ul VY rv - lu- Vo. 
1.22 WHR Biel x), Aue 
VxX(V¥ xe) = VOV- 0) - V rv. 
1.23 Box) BC 类 向 量 场 , 试 证 : 
Viv - 人 0 的 充 要 条 件 是 存在 另 一 个 光滑 向 量 场 w(x) ,使 得 p= V xu. 
1.24 Hi. Sea oe BAe V =0 的 充分 条 件 是 存在 男 一 个 对 称 仿 射 量 
有 ,使 得 g 可 写 为 
T= VYxyxY. 


1.25 itol) 为 C 闫 向 量 场 ,D = -lo V+ Veo) WE 


D.V = FLV y+ Vidiv ol. 
1.26 对 于 任意 疝 个 和 类 标量 场 o My, iE, 
| LoC -yy p): nas = | ICY p) - gl Vp) ldo, 
EPn AEH o 的 边界 3w 土 的 单位 外 法 向 量 . 
1.27 ”对 于 光滑 的 向 其 场 u MHARA e,i iE 
[u8 (e + nds = f Lu Olo V)+ (u V) ord 
1.28 ÙH U REMA, Ma ERSU) = 0 RE 
FDB] = (iu): B=-U'+Beu, 
1.29 设 对 称 正定 仿 射 县 上 的 三 个 主 不 变量 为 DD) ,TDU} 和 (UU), 且 C= 


U? , 试 利用 (1.198) 式 : Ae) = Ly ,计算 全 IE Awe D 


1.30 UAC = V’ 和 对 区 正定 仿 遇 证 sem CC 的 三 个 主 丰 变量 TiCC)， 
iC) 和 了 (CC) 来 表示 0 的 三 个 主 不 变量 1,(0).1,0U) MICU). 

1.31 RUMC= U AMET ONE. RAC 及 其 主 不 变量 IL(C) GCC) 
MBLC FER U. 
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第 二 章 ”变形 和 运动 


物体 在 外 部 条 件 作用 下 通常 会 产生 变形 和 运动 . 本 章 仅 讨论 物体 在 
变形 过 程 中 有 关 六 何 学 和 运动 学 方面 的 问题 ,而 不 考虑 引起 这 一 变形 和 
运动 的 外 部 原因 以 及 构成 该 物体 的 材料 属性 . 


$ 2.1 参考 构 形 和 当前 构 形 


假定 在 某 一 “参考 ” 时刻 1 ,一 个 连续 体 的 所 有 物质 点 在 欧 氏 空间 中 
占有 区 域 A, ,此 区 域 由 相应 的 物质 体积 ve 及 其 边界 av, 所 构成 . SER 
选 定 某 个 以 OAR SM HR BRAIN CA :1,2,3) 之 后 ,每 一 个 代表 
性 物质 点 的 向 经 下 将 对 应 于 坐标 值 届 (4 = 1,2,3) .坐标 系 |X*| 称 为 
Lagrange 坐标 系 或 物质 坐标 系 . RI, AS SAH X, (reference 
configuration). 

需要 说 明 ,以 上 所 说 的 物质 点 并 不 等 同 于 牛顿 力学 中 的 点 质量 ,而 庶 
理解 为 连续 介质 力学 中 的 宏观 物质 “单元 " ,与 物质 点 相对 应 的 物理 量 在 
微观 意义 上 应 是 大 量 粒 子 的 统计 平均 . 

在 随后 的 时 刻 + ,运动 着 的 物体 将 占有 了 欧 氏 空间 中 的 区 域 2 e 
HAR RHR ey 构成 .通常 可 选 定 另 一 个 以 o 为 原点 的 曲线 坐标 系 
ri- 工 ,2,3) 来 描述 任意 时 刻 * 物质 点 在 空间 中 的 位 置 , 相 应 的 坐标 
EH r (i = 1,2,3), BAL | RH Euler BARS BARR RR 
称 为 当前 构 形 {current configuration). 

假定 t 时 刻 在 坐标 系 1X*1 PRA te X 的 物质 点 在 1 AE A 
标 系 | 关上 PREHEN x 的 点 ,那么 x 与 美 之 间 的 关系 可 写 为 

x= Xt+u-b, (2.1) 
其 中 表示 物质 点 XX 的 位 移 , 常 向 量 5 表示 坐标 系 ix'| RR o IX 
中 的 问 径 ,如 图 2.1 所 示 . 

物体 的 变形 可 理解 为 是 由 参考 构 形 中 全 体 代 表 性 物质 点 到 当前 构 形 

中 相应 的 代表 性 物质 点 的 变换 ,由 (2.1) 式 , 此 变换 一 般 可 表示 为 
x = x(X,1) 或 xg = (2.2) 
而 物体 的 运动 可 理解 为 是 以 时 间 * 为 参数 的 物体 的 整个 变形 过 程 . 
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当前 构 形 


PAHE 


图 2.1 参考 构 形 和 当前 构 形 


我 们 假定 ,对 于 任意 时 刻 + ,变换 关系 (2.2) 式 是 一 个 单 值 的 连续 可 


微 函数 , 故 存在 逆 变 换 : 
X = X(x,t) HE X’ = X (r,t). (2.3) 
这 时 ,相应 的 Jacobi FFAIR A E 
0< det( Sex |< 00 (2.4) 


此 外 ,我 们 还 可 以 引进 两 种 随 体 坐标 系 |X* ,zi Ali’ ,to| .如 果 设 想 在 i 
时 刻 物 质点 的 坐标 X*{A = 1,2,3) 在 整个 运动 过 程 中 始终 保持 不 变 , 即 
可 以 用 X A = 1,2,3) 来 作为 该 物质 点 的 “标志 ”, 而 坐标 系 jX% 可 看 
TE de — “PRR” 在 物体 内 并 随 着 物体 -一起 运动 的 坐标 系 , 则 在 :+ 时刻, 此 
坐标 系 就 是 随 体 坐 标 系 1X ,1 .反之 ,如 果 设 想 RR G 
= ],2,3) 是 由 4, 时刻 的 坐标 系 |x' ,to| 随 物 体 一 起 运动 至 1: 时刻 而 得 到 
的 话 ,那么 便 定义 了 田 一 种 随 体 坐标 系 1 x, 461. 

在 连续 介质 力学 中 ,如 果 有 关 的 物理 量 ( 场 量 ) 是 以 X 和 + 作为 自 变 
量 来 进行 描述 的 话 ,那么 我 们 就 称 其 为 Lagrange 描述 或 物质 描述 . 而 以 
x 和 + 作为 自 变量 的 描述 称 为 Euler 描述 成 空间 描述 . 

下 而 我们 米 讨 论 以 上 各 坐标 系 中 的 基 向 量 . 

对 应 于 物质 坐标 系 !X*1 和 空间 坐标 系 1z | 的 协 变 枯 向 量 可 写 为 


aX ax 
axe ETF) (2.3) 


RERA K ,t 的 定义 ,如 果 在 ze 时 刻 与 物质 点 A 相 邻 近 的 
Ft — "QB X + d 外 在 1 时 刻 变 换 到 与 x 相 邻 近 的 点 x + dx ,那么 dx 在 坐 
AIX ce} 中 应 该 与 dX = 9X*G EBA IX" | 中 具有 相同 的 坐标 分 


Gy = 
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BedX* .注意 到 dx = dX’ ,可 知 在 随 体 坐标 系 iX* | oP A EE a] 


量 应 写 为 


c, = 2* (2.6) 


a aX 
类 似 地 ,参考 构 形 中 的 线 元 dX Eir rt 中 的 坐标 分 量 应 该 与 当前 
构 形 中 线 元 dx = drg 在 ji 中 的 坐标 分 量 相同 , 即 都 等 于 dx . 故 由 


dX = SMa! 可 知 随 体 坐标 系 z ,ro| 的 协 变 基 向 量 为 


aX 
e= i5. (2.7) 


ESC, WC, 的 下 标 由 大 写字 母 表 示 , 表明 其 坐标 变量 为 X (A = 
1,2,3). 而 g; Me, 的 下 标 由 小 写字 母 表示 ,表明 其 坐标 变量 为 x'(i = 1， 
2,3). 
相应 电 FRAT YE SL A E BU ap A ER FP E E A J] A Eat E- 
Rte eZ AN KAA (2.5) ~ 2.7) 式 写 为 


ax dr ; ax ax* 4 
= — — = wv yg, .一 一 一 一 -:- = XK. . 2. 
A aa ax © agi Č; aX Jr XG, (2.8) 


上 上 式 中 2 和 -一 分 别 简 记 为 ig AX, TERS eX) = a MX a 


= 85, AN fe 
Coa Xig ,C= x0. (2.9) 
现 引 进 以 下 记号 ,它们 仅 与 物质 坐标 系 1X*| MSS Ria ji 的 
HRW Ae X Mx AR, 


gy = Gye’, g = Greg. (2.10) 
由 上 式 可 得 
Ga = gag & = 8 Gs, | 
， ; (2.11) 
G = gig’, g = ga | 
于 是 有 
I 
C, = FGs, G, = FRC, (2.12) 
其 中 
F”, = €,+ G = Bake ) 
l , (2.13) 
=. G, = X" gi 
类 似 地 ,还 有 
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f; = Fig, Bi = Fe,, (2.14) 
其 中 

F; = £: ° ce 一 ABs + | 
(2.15) 


一 上 


站 
在 随 体 坐 标 系 |X*,t| Mel 中 ,度量 张 晶 的 协 变 分 量 可 分 别 写 
为 
Cap © Cae Cy = PEATA = F” F Gus» | 
Cy =e te = XX" Gay = FLF gao 
其 相应 的 道 变 分 量 则 可 写 为 
ce -Ci.@e= x" Xe _ FFAG", 
-i | (2.17) 


cha eed = rr = FP gs”. 
ERR FE GC” 和 ce" 上方 的 符号 “~ 1” 表示 它们 对 应 于 坐标 系 1X i 
Mic ,ts| 中 度量 张 量 的 逆 变 分 量 .如 果 把 Cy, Me, 分 别 看 作 是 在 坐标 系 
IXS Alia | 中 张 量 C 和 e PRA MBA CMe 的 逆 寞 分 量 就 可 通过 
指标 的 上 开 而 分 别 写 为 
CY = OMG Cun F C, 


和 ch 一 有 Zc". 
它们 与 (2.17) 式 是 不 相同 的 . 
任何 一 个 张 量 都 可 在 上 述 任何 一 种 坐标 系 的 基 问 量 下 进行 分 解 (这 
里 我 们 默认 张 量 的 平移 是 允许 的 ) ,例如 (2.17? 式 中 的 位 移 向 量 e 可 与 为 
u = U'G, = uC, = Uc, = ug. (2.18) 
其 中 用 大 写 表 示 的 分 量 WAU 对 应 于 参考 构 形 ,用 小 写 表 示 的 分 基 u“ 
和 w' 对 应 于 当前 构 形 .以 后 我 们 规定 ,在 坐标 系 1X | fa) 中 , 张 量 分 
量 的 协 变 导 数 用 一 条 坚 线 来 表示 (如 Ue lar, TTE DE E E ER R 
[Atai A jei 中, 张 量 分 量 的 协 变 导数 用 两 条 竖 线 来 表示 (如 
u` aU Il pvo RDA: 
Cy = (ò + L” 14)G, = (Gag + Us 1G", | 
G, = (BP wl Cs = (Cas — ug | Ce. | 


(2.19) 


由 此 可 知 
Fo BU Fh s&u lla. (2.20) 
类 似 地 
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e = Hg = (gy — u; lig, 
(2.21) 
g= + Ul de = + UM de -| 
RA 


Po=84+U |, Fi=8-wl. (2.22) 
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在 参考 构 形 中 的 有 问 线 元 dX = dX*G，。= dre 经 过 变形 后 将 变 为 
当前 构 形 中 的 有 向 线 元 dx = dX*C, = drg. 由 dX* = G* .dX 和 dx 
= gg，dx, 并 利用 {2.5) 一 (2.7) 式 ,可 将 dx BH 


dx = SX aX’ = a @ G^ -dX = C,@G* + dx. (2.23) 
或 将 dx 写 为 
dX = oda! = ~ Oe -dx = e @ g dx, (2.24) 
上 式 中 
F= COG = rg = ge (2.25) 


称 为 变形 梯度, 它 将 参考 构 形 中 X 点 邻 域 的 有 向 线 元 dX 线性 变换 到 当 
BYR Pa 点 邻 域 的 有 向 线 元 dx = F- d 久 ( 见 图 2.2). 特 别 地 , 它 将 物质 
坐标 系 |X*| 中 的 协 变 基 向 量 G 变换 到 随 体 坐 标 系 1X* ,z| 中 的 协 变 基 
向 量 C, = F- G. 


A2.2 SPRITE XY 


由 (2.24) AF 的 道 可 写 为 
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F = 6; 的 时 = XG &) g = Gy 的 Cc. (2.26) 
上 式 中 已 用 到 了 (2.8) 式 和 (2.9) R. 
对 应 于 第 一 章 的 (1.108) 式 ,变形 梯度 下 及 其 着 下 还 可 写 为 


a -1 3 . 
PE OG =Y” F=S@e XV. (2.27) 


其 中 VvV。 和 名 是 分 别 定义 在 物质 坐标 条 1X*! 和 空间 坐标 系 1x'! 上 的 
Hamilton 算 子 ( 或 nabla) .但 党 指出 ,与 入.109) 式 中 的 向 量 场 q 不同 ,位 
Bi x 并 不 能 以 坐标 x 作为 其 分 量 在 局 部 标 架 上 表示 为 x'g, .因此 在 
(2.25) 式 中 ,z's 并 不 是 x ATX 的 协 变 导 数 ,而 是 关于 X* 的 普通 偏 导 
数 .同样 ,位 置 向 量 NX 并 不 能 以 坐标 XX* 作为 其 分 量 在 局 部 标 架 上 表示 为 
X*G, , 故 在 (2.26) RP X 并 不 是 关于 六 的 协 变 导 数 , 而 是 关于 r 
的 普通 偏 导 数 . 

还 应 说 明 ,(2.25) 式 中 下 的 分 量 x'。 所 对 应 的 是 一 对 基 向 量 g,tx) 和 
GX) ,它们 分 别 是 空间 坐标 系 |x'! 和 物质 坐标 系 ix*| 中 的 基 向 量 .这 
说 明 , 仿 射 量 下 是 一 个 定义 在 两 个 构 形 上 并 与 一 对 点 (天 ,xz) 相对 应 的 仿 
射 量 .我 们 称 这 样 的 仿 射 量 为 两 点 张 量 . 当然 ,如 果 利 用 基 疝 量 之 问 的 转 
换 关 系 人 42.11) 式 , 下 也 可 形式 地 与 为 

F = rG, © G = FG O G. 

在 坐标 系 1X*| 中 ,F 的 行列 式 为 


F = 


f = detF = detl risg) = | Š detl ain) > 0. (2.28) 


在 上 式 的 计算 过 程 中 ,我 们 已 经 用 到 了 (2.4) 式 和 (2.11) R. 因为 对 g, 
= gg Ga 两 端 取 行列 式 ,并 注意 到 gg = det(g,) AG = det(Gan), 可 得 


detl g? } -E >. 
如 果 对 (2.16) 术 取 行列 式 , 则 有 
C = det(Cy,} = [delr p) l g. 


因此 (2.,28) 式 也 可 以 写 为 
f= detF =J§ >0. (2.29) 


(2.28) 式 和 (2.29) 式 表 明 , 下 是 一 个 正则 仿 射 量 ,因此 ,由 (2.26) 式 


所 表示 的 逆 下 是 存在 的 .此 外 ,根据 极 分 解 定理 ,有 
F=R:U=V-:R, (2.30) 
其 中 R 称 为 转动 张 量 AREER 
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R .R=R.:R =J 和 detR =1. 
而 对 称 正定 张 量 
U=(F .FY 和 V=(F.F')Y (2.31) 
分 别称 为 右 伸 长 张 量 和 左 伸 长 张 量 .由 上 式 还 可 定义 
C= U =F: F = (64 OC.) (Cr QG’) = CuG* OE") 
c= (VTS ETF = (g Me.) le Qe) = ce Oe. | 
(2.32) 
其 中 Ca Alc, 由 (2.16) 式 给 出 .利用 (2.17) 式 , 我 们 还 可 写 出 (2.327) 式 
的 道 
C = (Wy t= FU. FT = G OC). (E @6,) 
= C%G, © Gi, (2.33) 
C= W=F-F = (¢ Qe): Ce g) = cg Dg. 
Est is cig e = B= R- C-R"'. 显 然 (2.32) 式 和 (2.33) 式 
中 的 张 量 都 是 对 称 正定 的 .(2.32) 式 中 的 C 和 (2.33) 式 中 的 B 分 别称 为 
4 .~ Cauchy-Green 张 量 , 它 们 还 可 表示 为 
C= OCG, © GF, 


(2.34) 
和 B = G"C, Q Cp = GCmC, @ C8. 
这 表明 ,C 和 B AWE BRIX’ | 和 jx ,ti 中 具有 相同 的 混合 分 量 
G Cam - 


例 1 现 取 物 质 坐 标 系 |X*| 和 空间 坐标 系 |z | 为 同一 个 直角 坐标 
系 ,其 相应 的 单位 基 向 量 为 (e, ,e;,e;). 在 该 坐标 系 中 ,由 下 式 表示 的 变 
形 为 简单 剪 切 变形 ( 见 图 2.3): 


y’ 


0 ë, 


A2.3 简单 前 切 变 形 


42.2 变形 梯度 和 相对 变形 梯度 85 


rT! = X'+&,X°, x =X, x =X’. (2.35) 
相应 的 变形 梯度 可 写 为 
F=I+ ke, Qe, 
其 中 沿 e, 的 方向 称 为 剪 切 方向 ,与 e; 和 e, 机 生育 的 平面 分 别称 为 滑动 
平面 和 前 切 平面 .F 和 FF' 的 矩阵 表示 分 别 为 


1 ko °| 1 -k 0 
F: |0 1 0 F': Jo 1 ol. 
0 0 Lj 0 0 1 
由 此 可 得 相应 的 石 . 左 Cauchy-Green 3K SA) i Ran A 
1 k 0 1+ & 0 
C=F':F: |k 1+k 0|; B=F-F': by 1 0l. 
0 0 1: 0 0 1 


fl2 现 考虑 圆柱 体 的 扭转 变形 . 物质 坐标 系 1X*| 和 空间 坐标 系 
ja’ | 都 取 为 圆柱 坐标 系 , 即 }X*! = ,日 ,Ze = lr. 0, z), FRA 
AMMA ZA 轴 相 重合 .性 体 的 扭转 满足 关系 

we =X, x = X + kNR, ei =X, (2.36) 
(Mr = R,0= 8+ &Z,z = 2). 
显然 ,在 以 上 变形 中 ,每 一 个 模 截 面 仍 变 为 原来 的 模 截 面 ,但 绕 Z 轴 旋 转 
了 一 个 角度 起 ,其 中 吾 为 单位 长 度 的 扭转 角 ( 见 图 2.4). 


MAE FARRAR LX Alla’ | § 1.22 JAR KE OR 
阵 表示 为 


86 


1 0 0 1 0 0 
(Gaz) = |0 R? ol, (GĦ) = J0 > 0 
0 0 1] 0 0 1 
1 0 0 [! 0 0 
(g,) = 10 7 0 (gï) = P 3 0j. 
w0 0 1 00 1 


变形 梯度 F = TAB: 的 [ey REF" = MX Ga 的 时 x, 和 XX 的 矩 
阵 表 示 为 


10 0 10 0)! 
(a4) = |0 1 kl, (x*) = 0 1 + 
0 0 1 00 上 
因为 C = FT F= CG QG 和 B= F:F' cg Og FHC, 


和 “7 可 由 (2.16) 式 和 (2.17) REA 
Can = Tiat! pg 和  ct= rar gG” 
因此 AE De YB ES oY A A 


(Cas) = C(x) (po) aa) 
10 oof 0 ol 00 
= : 1 00 天 00 1 & 
o 2 iJlo o islo o 1 
a 0 0 
=|0 R: RR 
lo Re 1+ RR 
(27) = (2 MCP ag)" 
1oo lt © %n 0 o 
“orale gop ro 
00 |, 4 , 0 #1 
1 0 0 
= [0 二 Al, 
r 
0 k 1 


其 中 (x )" ARER a) 的 转 置 .类 似 地 .还 可 写 出 吾 = c = cg' © 
g Pe, = XX Ge 的 矩阵 表示 为 ; 


§2.2 PREPARA SRE a7 
1 0 0 

0 r 一 rk 
0 -rek L4+r'k? 


通过 指标 的 上 升 , 上 式 也 可 写 为 BB = cg, & 5; ;从 而 求 得 c= g cust” 
的 给 阵 表 示 为 


Cer) = (X4) (Gan (X?) 


il 


jl 0 


(ci) = |0 -4 


0 

上 

= 
0 -k 1+rk’ 

在 以 上 各 式 中 ,我 们 已 经 用 到 了 (2.36) 式 :r = R. 

H3 现 考虑 立方 体 的 纯 弯 曲 ( 见 图 2.5). 物 质 坐 标 系 1X*| RAB 
钊 坐标 系 1X*| = IX YZ ,空间 坐标 系 |x'| RAR EKHAlIS = 
Ir,8,zi ,其 中 x 轴 与 ZZ 轴 重合 ,8 = 人 1 与 X 轴 重合 .变形 满足 以 下 方程 

r=r(X), @=6@0CY), 2 = x(Z). (2.37) 


ast 


图 2.5 tk eR ay h 


它 使 X = const 的 平面 变 为 x = const 的 平面 ,Y = const 的 平面 变 为 8 = 
const 的 平面 ,Z = const 的 平面 变 为 x = const 的 平面 . 此 外 ,还 假定 
(2.37) RAR X = X(r), Y = Y(8),Z = Z(z) BREN. 
1 0 Q 
0 1 @ 
0 0 1 


BRIX 中 度量 张 量 Guo WG” 的 矩阵 表示 为 : 


坐标 系 ix | 中 的 度量 张 量 g, Ae” 的 矩阵 表示 为 : 
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1 0 0 1 0 0 
1 
(gi) = |0 r* 0j, Cg") = JO pu 0}. 
oo w 0 1 


变形 梯度 下 = rag OG RMF" = X46, 的 g Fai, 和 Xi HH 
阵 表示 为 


r 0 0) xX 0 0] 
(a= 10 & | (X)=/0 Y OF, 
lo 0 2 0 0 z] 


其 中 搬 号 表示 对 其 变 元 的 徽 商 . 右 A Cauchy-Green 张 量 C = Cat“ 的 
CG" MB = cg Og PCa = xar sgy Me” = rar aG” MERER 
可 类 似 于 例 2 中 的 计算 写 为 
(ry 0 0 (ry 0 0 
0 (ey 0 0 WF 0 
0 0 zF 0 0 《zj 
mB’ = c.g Og = cg, Se Pe, He’ 的 矩阵 表示 可 写 为 


(Can) = Ce?) = 


xy o | (xy 0 0 
a=] 0 (yy o |, &) =] 0 ary 0 
0 0 (Zj F 0 zy 


A (2.29) 式 ,可 得 
(det FY = det(Gn)fdet( Guy) = Grez yY. 
如 果 要 求 变形 中 (det FY = 1, 可 特别 地 取 r = ALO = Bye’ =C 
+ ag. HP A.B AIC 为 满足 条 件 4BC = £1 的 常数 .再 令 了 = 0 时 8 
= 0,Z = 08 z = 人 0, 可 得 


@= BY, z= CZ MAC) = 2A. 
这 时 ,(2.37) 式 简 化 为 

r= f2AX+R?, ð= BY, z= CZ, (2.38) 
BYR, 为 另 一 常数 .上 式 的 道 关系 为 
- a Y= P 
与 此 相应 的 co? 和 wc* 的 矩阵 表示 为 


X= Z= (2.39) 


= 
rom 
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> 
Zo 0 0 
(Ay 0 ?| 4 
(eË) = 0 BP OF (#)= | 0 =p 
0 0 cj 1 
0 
° @ 


在 以 上 讨论 中 ,变形 梯度 下 是 相对 于 参考 时 刻 i。 HSSHU Ms 
的 .但 在 某 些 倩 况 下 ,以 某 一 特定 时 刻 的 构 形 来 作为 参考” 构 形 往往 是 
方便 的 . 现 考 虑 在 tf NARA is X 的 物质 点 ,假定 它 在 + 时 刻 变 为 其 
有 向 径 x 的 点 ,那么 ,在 t 时刻 该 点 的 向 径 可 写 为 
C= HE,r). 
利用 (2， 3) 式 , 上 式 也 可 写 为 
C= LXCX,t), rt) = bx,r), (2.40) 
其 中 5 (xc) 称 为 相对 变形 函数 ,表示 1 时 刻 具 有 向 径 x 的 点 在 + 时 刻 的 
位 置 向 量 .上 式 的 道 关系 可 写 为 
x= x (t,t), (2.41) 
Le 时刻 的 构 形 作为 参考” WE HEE OH EE, Ic 
F, (x,t) ERR 


a | a 
dg = gax" = OC dx), 


可 有 


F{x,r) = a @c=¢€,@c*. {2.42} 


它 将 1 时 刻 x 邻 域 的 有 向 线 元 dx EAR r 时 刻 5 邻 域 的 有 向 线 元 dg = 
F(x,r) ar. 在 (2.42) AP, AHER] XS, ei 中 的 协 变 基 问 
量 . 

r 时 刻 的 变形 梯度 Flr) = F Cr) 与 1 时 刻 的 变形 梯度 F(t) = 
F, (i) 之 问 满 足以 下 关系 


P(e) = R QO" = ROC) (0 OG -Pen FLD), 


ax’ 
LAP FMA THR, 表示 它 是 以 to 时刻 的 构 形 作为 参考 构 形 的 .因此 ， 
相对 变形 梯度 也 可 以 写 为 
F,(x,7) = Fr) + F(z), (2.43) 


显然 , 当 = :时 ,有 
F(x,t)= L. 
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相对 右 A Cauchy-Green WE SAHEN 
C(t) = Fi(x,7r) + ee 

和 B ir) = F, (x,t) - Fi (x,7). 

h (2.43) 式 , 可 得 
C(r) = F'(r)- Er) = F(t) Cr). F(t),) 

p (2.45) 

Bor) = F.(r)+ B(t}) + Fi(r). 】 

EFF (r) = F,€x,r). 
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(2.44) 


(一 ) 主 长 度 比 和 主 方向 


在 te 时 刻 , 参 考 构 形 中 有 问 线 元 id 的 长 度 平方 为 
dsj = dX + dX = (FF! dxz) (F + dx) = dxe-e+dx, 
(2.46) 
经 变形 ,在 :时刻 它 变 为 有 向 线 元 dr 的 长 度 平方 : 
ds’ = dx "dx = (F -dX)-+(F-dX) = dX ; C - dX. (2.47) 
& La = dX/ 18X |= L“G, M? = dx/tdx!= Ug, 291A dX A dx 
的 单位 切 向 量 . 则 对 应 于 变形 前 具有 方向 La AEE BA i 1 的 线 元 
长 度 比 可 分 别 定义 为 


a _ a) 
o © Tax  \IdXi ax? 
= (L: C- L,)? = (Ca L*L)T, (M,N = 1,2,3), 
(2.48), 
和 
oH (HM Ges 
= (e CYT, (r,s = 1,2,3), (2.48); 


以 上 定义 表明 , 当 z, 时刻 具 有 切 向 工 , 的 线 元 经 变形 后 成 为 具有 切身 工 的 
线 元 时 ,就 有 A。 = Ar 

现在 来 求 使 上 式 取 极 值 ( 极 天, 极 小 或 驻 值 ) 的 长 度 比 以 及 相应 的 单 
位 切 向 量 .对 应 于 (2.48) 式 的 第 一 式 ,这 等 价 于 在 条 件 GL*L* = 1 下 
R Coy LL” 的 极 值 问题 . 为 此 ,可 引进 Lagrange 乘 子 ,而 使 问题 化 为 以 
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下 的 极 值 条 件 
Fl CL "LY - g GwL"L" -1)] = 0, 


或 (Caw — MGa L” = 0. 
通过 指标 的 上 升 , 上 式 还 可 等 价 地 写 为 
(Ciu — dy) LY = 0， (2.49) 
或 用 抽象 记 法 写 为 
(C-i) Ly = 9. 
(2.49) 式 是 含有 三 个 未 知 量 LM = 1,2,3) 的 齐 次 线性 代数 方程 组 ， 
它 存在 非 零 解 的 条 件 是 其 系数 行列 式 等 于 零 ， 
det(C - nF) = 0. 
比较 (1.63) 式 ,可 知 上 式 就 是 关于 C 的 特征 方程 ,而 特征 方程 展开 式 中 
的 系数 则 对 应 于 C 的 三 个 主 不 变量 .因为 C 是 对 称 正 定 的 , 故 存 在 三 个 
非 负 的 特征 值 : q = AL (a = 1,2,3) 和 相应 的 三 个 相互 垂直 的 单位 特征 
HEL, = LYGy(a = 1,2,3), 使 得 
C> L, = AE, (Ax a RA). (2.50) 
将 工 从 左 方 与 上 式 作 点 积 并 与 (2.48) 式 的 第 一 式 比 较 后 ,可 知 对 应 于 
L,(a = 1,2,3) MARTON KES FT a, (a = 1,2,3), 称 之 为 对 应 于 工 。 
的 主 长 度 比 , 而 其 中 的 L, 则 称 为 Lagrange 主 方向 .注意 到 C= Uu, TA 
AL FUL, 分 别 为 的 特征 值 和 单位 特征 向 量 . 
类 似 地 ,对 应 于 (2.48) 式 的 第 二 式 ,同样 可 在 条 件 ger = 1 下 来 计 
算 co 的 极 值 .这 相当 于 求解 以 下 方程 中 的 特征 值 4; ”和 单位 特征 向 量 
ts 


esd, = AFL, CPX a RAM). (2.51) 
上 式 也 可 等 价 地 写 为 

Bel, =c!.1,-= Aids {不 对 a RE). (2.52) 
将 从 左 方 与 (2.51) 作 点 积 并 与 (2.48) 式 的 第 二 式 比较 后 .可知 对 应 于 
L(a =1,2,3) 的 线 无 的 长 度 比 等 于 hi Ca = 1,2,3), 称 之 为 对 应 于 1 的 
主 长 度 比 ,而 其 中 的 1 则 称 为 Euer 主 方向 .注意 到 B= VM A, 和 

1 分 别 为 Y 的 特征 值 和 单位 特征 向 量 . 
根据 第 一 章 关 于 极 分 解 定 理 的 讨论 AREKE U 和 左 伸 长 张 量 V 
有 具有 相同 的 特征 值 .因此 ,对 应 于 工 。 的 主 长 度 比 与 对 应 于 4 的 主 长 度 比 
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可 以 不 加 区 分 :4。= Ay = A, Ca -1,2,3). 吕 和 V 的 谱 表 示 则 可 分 别 
由 {和 .77) 式 和 (1.93) 式 给 出 : 


U= SAL, @L,, v= DAL @L. (2.53) 
LR Euler 主 方向 5 Lagrange EX 问 之 间 相差 一个 刚体 转动 
LL=R:L,{a= 1,2,3). (2.54) 


其 中 RR 为 转动 张 量 ,可 由 (1.94) ARRA 
R= > LƏL.. (2.55) 
而 变形 梯度 FRA Rt 则 可 由 (1 95) 式 写 为 


F=R-U=V-R=SALQ@L,, | 
me (2.56) 
F's UUR = RT W = SAU, oL] 
e=1 


{二 ) 应 变 椭 球 


现在 我 们 来 考察 在 参考 构 形 中 以 在 点 为 中 心 的 圆 球 而 :dyy = dX - 
dX = GydX*dX" = 2 HP eC > 0) 为 常数 .注意 到 (2,32) 式 和 (2.46) 
式 , 它 可 写 为 


dx edx = cdrdr = k’, 

其 中 e 是 对 称 正定 张 量 e 在 坐标 系 1z | PRESS. RAER E E 
当前 构 形 中 以 x 点 为 中 心 的 糖 球 南 .这 说 明 , 在 四 点 邻 域 以 下 为 中 心 的 加 
球 在 变形 后 将 变 为 以 x BA AR OLE 2.2), 我 们 称 这 样 的 椭 球 

同 理 , 由 (2,47) 式 可 知 , 存 当前 构 形 中 以 x 为 中 心 的 加 球面 ds? = 
dx * dx = gidx'dx! = "在 变形 前 将 对 应 于 参考 构 形 中 议 X 为 中 心 的 
WORT dX + C+ dX = CadX dX" = 名; 我 们 称 这 样 的 本 球 为 应 变 空 间 
WARK. 

RK RRS RS SMI OER A Se Lagrange 主 方 
向 工 , 和 上 L(ta Æ 8) 的 线 元 dX, 和 qd HR AAP RI WER 
dx, = F + dX, 和 dxr = 下 ， dX,, 它们 的 点 积 可 瑟 为 (F . dX,)- 
(F-dX,) = dX,-C-dX,. AA dX, MdX,(e Æ p) 相互 垂直 , 故 由 
(2.49) 式 可 得 d - C- dX, = 0, 这 表示 在 参考 构 形 中 沿 三 个 相互 生 直 
的 主 方向 的 线 元 在 变形 后 仍 是 相互 垂直 的 ,它们 实际 上 就 是 应 变 物质 李 
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球 的 主轴 . 

根据 以 上 关于 变形 梯度 下 的 讨论 ,我 们 可 对 (2.23) 式 作 如 下 的 几何 
解释 :物体 中 任 一 点 邻 域 的 变形 可 看 作 是 先 沿 三 个 正 交 方向 Le = l, 
2,3) 伸 长 。, 然 后 再 作 刚 体 转 动 R ;或 先 作 刚 体 转动 R ,然后 再 沿 三 个 正 
ZEA be = 1,2,3) R A, (这 里 已 默认 有 向 线 元 可 作 任 意 的 平移 ). 
对 于 (2.24) 式 , 同 样 也 可 以 进行 关于 变形 道 过 程 的 类 似 讨论 . 

例 1 由 (2.48) 式 ,对 于 在 参考 构 形 中 具有 单位 切 向 量 M, 的 线 元 ， 
其 长 度 比 可 写 为 hg = (0M C- M)? -A AIL, (a = 1,2,3) 分 虽 为 
C 的 特征 和 值 种 单位 特征 向 量 , 则 C 的 谱 分 解 式 为 


C= SAL, OL,. 
如 果 向 量 M, 在 单位 正 交 基 工 .(a = 1,2,3) 上 的 分 量 为 M, = M: L., 
则 以 上 的 长 度 比 hw 还 可 表示 为 
lu = [Stam]. (2.57) 
类 似 邮 ,对 于 变形 后 在 当前 构 形 中 具有 单位 切 向 量 m 的 线 元 ,其 长 度 比 
TEH An = (met m)? BA, AU, (a = 1,2,3) 分 别 为 e 的 特征 什 
和 单位 特征 向 量 , 则 c 的 谱 分 解 式 为 
e= PALOL. 
如 果 向 量 m Ze ATI ESET, (e= 1,2,3) 上 的 分 量 为 m, = mt, WA 
上 的 长 度 比 还 可 表示 为 
Àn = [S am]. (2.58) 
例 2 设 在 参考 构 形 中 经 过 物质 点 的 任意 两 个 线 元 dX HdXo 
的 单位 切 向 量 分 别 为 M 和 M? ,其 间 的 夹 角 9, 满足 cos 8, = MO 
MO .这 两 个 线 元 经 变形 后 分 别 为 dx 和 dx ,其 单位 切 向 量 m” 和 
m” 之 间 的 实 角 为 .下面 来 计算 夹 角 9 所 满足 的 方程 .如 果 4? ALL, (a 
= 1,2,3) 分 别 为 C 的 特征 值 和 单位 特征 向 量 ,而 M” 和 M 在 单位 正 
交 基 工 . 上 的 分 量 可 分 别 记 为 Mo MM? BUH cos 8, = YI MOMP% 
形 后 , 线 元 dxo 和 dxo 的 单位 切 向 量 分 别 为 


ay dEi > _ dX (2; 
m = - m = . 
| dX) 1 | dX) | 
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由 dx. =F “dX. 和 : dx |= Àn) | dX | ,以及 dxiz) =F. dX» 
和 | dxa |= Ay@? | dX | ,可 得 
dX 1 t 
D O p, 0 oit 
m =F tw | dXqy | awe M, 
dX 1 
(3 Lop. EH _ ~ pgi? 
和 m F Aw? | dK, | a M. 
Autom? 和 m” ZAHRA 0 满足 
1 : ， 
cos 8 = msm? = iw age (M? -C M®?) 
3 
— CL} (2) 
~ sprigs (I M, M, ). 
上 式 中 的 Ayo 和 Ay 可 由 (2.57) 式 给 出 : 
3 1 3 
Axl? = (MamMeyy, wD = (oi QM?) 六 
a'l 


(=) 面 元 和 体 元 的 变化 


现 假定 在 2, 时 刻 参 考 枸 形 中 的 面 元 可 以 用 两 有 加 线 元 dX 和 
d MARETA 
aNdS, = dX, X dX,, (2.59) 
其 中 , N 和 dS, 分 别 为 面 元 的 单位 法 向 量 和 面 元 面积 的 大 小 .经 变形 后 ， 
该 面 元 在 当前 构 形 中 将 变 为 
NdS = dx; X dx, = (F> dX) x (F-dX,,), (2.60) 
其 中 N 和 ds 分 别 为 变形 后 面 元 的 单位 法 向 量 和 面 元 面积 的 大 小 . 因为 
TERE 下 为 正则 仿 射 量 , 故 根 据 第 一 章 给 出 的 Nanson 公式 (1.67) 式 ， 
(2.60) 式 的 右 端 还 可 写 为 
(F+dXq,) x (F - dX) = 【det 下) 下 + (dX, x dX), 
THA 
NdS = (detF)F "+ ,NdS,, (2.61) 


其 中 det 可 由 (2.29) 式 写 为 detF = y= AS ,上 式 就 是 面 元 之 间 的 变 


换 关系 .因为 任意 形状 的 面 元 都 可 以 用 无 穷 多 个 平行 四 边 形 来 明 近 ,因此 
以 上 会 式 对 任意 形状 的 面 元 也 旦 成 立 的 . 

根据 C 和 吾 的 定义 式 (2.33) 式 , 面 元 大 小 的 相对 变化 可 用 面积 比 表 

dS 


far FION: CT-N) = (N+ BY NDF. (2.62) 
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其 次 来 讨论 体 元 的 变化 .假定 在 n WBS SE a AA = 
个 不 共 面 的 有 向 线 元 dX -dX dX, 的 混合 积 来 加 以 表示 : 
dv, = [dX qq) dX) ,dR63; J, 
那么 在 变形 后 ,该 体 元 将 变 为 
dv = [dx dž dx] = [F + dX),F.* dX, F dX l. 
如 果 将 $1.5 例 3 中 的 三 线性 反对 称 函 数 p 取 为 向 量 的 混合 积 , 则 根据 
(1.66) 式 , 上 上 式 右 端 还 可 以 写 为 
1,CF)[dX¥q, dX) ,dX,,, ], 
HHP) 为 F 的 第 三 不 变量 , 它 等 于 detF = 多 于 是 , 体 元 之 间 的 变换 
关系 可 以 表示 为 
dz = fdv. (2.63) 
因为 任意 形状 的 体 元 都 可 以 用 无 穷 多 个 平行 六 面体 来 遐 近 , 故 上 式 对 任 
意 形状 的 体 元 也 是 成 立 的 . 
由 于 在 变形 过 程 中 民 表 性 物质 点 邻 域 的 体积 变化 可 以 通过 8 来 加 以 
描述 ,因此 ,变形 梯度 有 时 也 证 以 分 解 为 体积 部 分 和 等 容 部 分 的 乘积 ;: 
F(X.) = P(X, DE F(X,2), (2.64) 
其 中 六 (满足 detF = 1. 
例 3 RML, Ca = 1,2,3) 分 别 为 C = U? 的 特征 值 和 单位 特征 
向 量 , 且 参考 构 形 中 面 元 的 单位 法 向 量 ,。 N TE IE EL (a = 1,2,3) 
上 的 分 量 为 , N. = oN ' 工 ., 则 变形 前 后 面 元 的 面积 比 (2.62) 式 和 体 元 的 
体积 比 (2.63) 式 还 可 以 表示 为 


3 i 
#3 = gl Dar Ny]? 
“oO a=] 
j (2.65) 
Jo = A = detF = (detR)(detD) = aydods. 
a 


§2.4 应 变 度 量 


{ 一 ) 应变 的 Lagrange 描述 


根据 上 一 节 的 讨论 可 知 ,对 于 物质 坐标 系 |X*| 中 任 一 代表 性 物质 
点 ,可 设法 计算 经 过 该 点 沿 任 意 方向 的 线 元 长 度 的 变化 ,经 过 该 点 的 任意 
两 线 元 豆角 的 变化 以 及 该 点 邻 域 任意 面 元 和 体 元 的 变化 .这 些 变化 完全 
HERE A, Ca = 1,2,3) 和 相应 的 Lagrange EF IL, (a = 1,2,3) 所 
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决定 . 困 此 :任何 一 个 能 够 确定 A, ME, 的 张 量 都 可 作为 应 变 的 度量 ,来 描 
述 参 考 构 形 中 代表 性 物质 点 邻 域 的 变形 状态 . 这 样 的 应 变 度量 可 以 有 无 
穷 多 种 .例如 ,Hil 曾 建议 , 当 采 用 物质 描述 时 ,可 将 应 变 定 义 为 
E = Sa. IL, ® La (2.66) 
其 中 f(a) 是 某 一 给 定 的 单调 可 微 函 数 ， 且 满 足 
AD =0, f(1)=1, f()>0. 
式 中 的 撤 号 表示 对 变 元 的 微 雇 .上 式 的 第 一 式 表 示 , 当 第 ela = 1,2,3) 
个 主 长 度 比 为 1 时 ( 即 无 伸 长 ), 则 沿 L 方向 的 应 变 等 于 零 .第 二 式 表示 
在 小 变形 条 件 下 ( 即 在 à, = 1 邻近 ),(2.66) 式 的 应 变 定义 与 经 典 的 小 变 
形 条 件 下 上 应变 张 量 的 定义 相 一 致 , 即 
f+ da) = fli + da) - fl) = df it... = da = da/a N21. 
hohe 一 式 要 求 , 较 大 的 主 长 度 比 对 应 于 较 大 的 应 变 ,而 且 这 种 对 应 
是 一 对 一 
SE 对 任意 ;可 选取 
fA) = LO" -TD， (2.67) 
这 时 的 应 变 称 之 为 Seth 应 变 度量 ,相应 的 (2.66) 式 为 


= Aas - DL, È L, = 元 (CD - I), (2.68) 
a7] 


式 中 EO 的 特征 值 和 单位 特征 向 量 分 别 为 P(X2” - 1) M Lla = 1,2, 


3), 
下 面 来 讨论 当 ” 取 某 些 特殊 值 时 的 应 变 张 量 ; 
(1) 对 应 于 x = 1 ARE 


E" = 53(C- D = ERG QG, (2.69) 


称 为 Green 应 变 .其 中 EY = 可 (Cun ~ Gap) 可 用 位 移 分 量 表 示 为 


Ey = FU, le t+ Up la + UM | Uy lp) (2.70) 
(EBS ATP ERR dax 人 表示 为 
ds* - ii =dX- (C-D. = 2dX-+ E” dX. 
MEL, = -S4 为 线 元 AX 的 单位 切 向 量 , 则 上 式 还 可 写 为 


ds 2 fu 
fe} 1 = 2b BO + Lo. 
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它 可 用 来 说 明 Green RENNES: 
(2) 对 应 于 x = = 的 应 变 张 量 


ED) = Sta, -1)L, QL, =U-I, (2.71) 
RA LEN ER Biot WE. 
(3) 对 应 于 n = 0 的 应 变 可 由 lim (A? - 1) = In a 给 出 : 


3 
E” = Xh AL, ®© L,- (2.72) 
=l 


称 为 对 数 应 变 , 并 记 作 in U. 
(4) 对 应 于 ”= -1 的 应 变 张 量 为 


-L -I} 
BE = lir- C]= EG, Q Ga, (2.73) 


其 中 E” = FG -( - C), ES Green 应 变 的 关系 为 EF" = y. 


EV. pt, 
(aA - 1) 是 小 量 时 , f(A) 可 在 A = 1 处 展开 为 


FJ) = QA-1)+ iroa -1+4 
特别 地 ,有 in = A-D- A-1P +…, 因 此 ,当主 长 度 比 4 与 1 相 
差 很 小 时 ,{2.66) 式 和 (2.72) 式 可 分 别 展 为 

E= (u-D+5 fu - Dp +: 


E™ = (U0-D-FU0- I+ 


将 上 式 的 第 一 式 改 写 为 DU- 了 I 了 =FE- SF (DD -IP -ee, 


并 代入 上 式 的 第 二 式 , 可 得 
E” =E-mE-.FE+O(FE'), {2.74) 


其 中 on = = 了 (1+ FO) MOC) AR KHER hE. ERAT AR 
应 变 度量 来 表示 对 数 应 变 的 近似 表达 式 . 
(=) 应变 的 Euter 描述 


以 上 有 关 应 变 的 定义 是 在 Lagrange 描述 王 给 出 的 .如 果 在 变形 后 的 
当前 构 形 中 来 刻 划 菜 一 点 邻 域 的 变形 状态 , 则 相应 的 应 变 度量 应 在 Euler 
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描述 下 给 出 EGER BHA, (a = 1.2.3) 和 相应 的 Euler 主 方向 上 (a = 
1,2,3) 所 决定 .与 (2.66) 式 相 对 应 ,Euler 描述 下 的 应 变 可 定义 为 


e = Sf BL. (2.75) 


(2.54) Ka 可 知 上 式 与 Lagrange 应 应 变 度 量 {2.66) 式 相差 一 个 刚体 转动 
R: 

e= R- E.R. (2.76) 
因此 ,对 于 Euler 描述 下 的 应 变 e ,可 以 作 与 吾 完 全 类 似 的 讨论 .例如 ,可 
定义 


3 


w Lage 四 
e Tanga DL®L =V- 2.7) 


a= 


特别 地 ,对 应 于 n = 1fl x 二 一 1 ,有 
e? = LiB D= L oe O g, (2.78) 
和 eo! — >a c} = 3 (gi oe Og. (2.79) 


(2.79) 式 定义 的 应 变 称 为 Almansi EE. 104) OT HB (2.21) 式 用 位 
称 分 量 表示 为 


(-1} 


e, = +e, —¢,) = Leu, ltu l w lw, 1,). (2.80) 


注意 到 (2,32) Ñ, Green 应 变 EU 5 Almansi 应 变 é" 之 阿 的 关系 可 写 
为 
EU = Fee). KF, 
因为 线 元 长 度 平方 的 改变 量 也 可 通过 RMA 
ds? — ds, = dx - (f-c¢)-dx = 2dx+ e" + dx, 
因此 ,对 于 变形 后 的 线 元 dx 的 单位 切 癌 量 ! = dxf 1 dx 1 ,有 


1- (42) =2]-e "+ 7. 
它 可 用 来 说 明 Almansi WER JLE. 

由 (2.66) 式 和 (2.75) 式 定义 的 应 变 是 分 别 在 Lagrange 主 方向 和 
Euler 主 方向 下 的 谱 分 解 式 ,我 们 称 它们 为 应 变 张 量 的 主轴 表示 法 .虽然 
在 许多 情况 下 难以 给 出 它们 的 绾 对 表示 ,但 我 们 仍 倾向 于 采用 这 种 表示 
方法 . 


(=) 协调 方程 
(2.70) 式 表明 ,对 于 给 定 的 物质 坐标 系 1X | A Cauchy-Green 张 量 
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C= 工 + 2 互 (可 通过 三 个 位 移 分 量 U 及 其 相应 的 协 变 导 数 来 加 以 表 
aR. RE, (2.80) AWM, 对 于 给 定 的 空间 坐标 系 |jz1, E 
Cauchr Green KB AJW B= ce = 1 -2e " 也 可 以 通过 位 移 分 量 u, 及 
其 相应 的 协 变 导数 来 表示 .实际 上 AAS X BSAA Px 
的 变换 是 通过 位 移 场 来 实现 的 ,所 以 ,对 称 正定 仿 射 量 C 或 e 的 六 个 分 量 
只 需要 位 移 场 的 三 个 分 量 及 其 协 变 和 导数 就 可 以 完全 被 确定 下 来 .现在 要 
fal: 当 任 意 给 定 右 Cauchy-Green 张 量 C = CyG*? © G = (I+ 
2nE'" ys (或 某 应 变 度 量 E) 的 六 个 分 量 后 ER AEB RAY 

偏 微分 方程 组 (如 (2.70) 式 ) 而 得 到 时 个 单 全 二 的 位 移 汤 > 旺 然 ,问题 
的 回答 一 般 是 否定 的 .其 实 , 张 量 C 的 六 个 分 量 之 间 并 不 是 完全 独立 的 . 
因为 我 们 所 讨论 的 是 三 维 欧 氏 空间 中 的 物体 ,并 且 木 允许 物体 在 变形 过 
程 中 出 现 张 开 的 裂纹 或 物质 点 之 向 的 相互 嵌 人 ,所 以 在 初始 时 刻 加 以 及 
在 变形 后 的 时 刻 1 ,相应 的 曲率 张 量 (Riemann-Christoffel 张 量 ) 应 该 处 处 
为 零 .例如 , 当 采 用 物质 坐标 系 }X*| MGR AEX’ | 时 ,由 麻 量 张 


E Gu G” 及 其 导数 所 表示 的 曲率 张 量 , Ruww 和 由 度量 张 量 Ca O” 
及 其 导数 所 表示 的 曲率 张 量 Ruu MERETE: 

a Rasus = 0, Raus = 0, (2.81) 
其 中 。 R anan 和 Ranu 都 只 有 六 个 非 零 分量 ,其 值 可 根据 第 一 章 的 (1.125) 
式 来 进行 计算 .于 是 ,只 有 当 物 体内 处 处 满足 (2.81) 式 时 , 才 可 能 求 得 单 
值 连续 的 位 称 场 . (2.81) 式 通 常 称 为 协调 方程 或 相 容 性 方程 .特别 地 , 当 
坐标 系 |X*i BTR PRAM Rane = 0 的 条 件 将 自然 满足 ,而 
(2.81) 式 的 后 一 式 可 写 为 


1 
Rans = > (Can + Crn, aN 一 Cam. py 一 Cox af 


-1 
十 C (Panel ems 一 Pavel pvs ) = 0, (2.82) 


其 中 Dank = 5 (Cras +¢ TNR, aT Cyn, R). 如 果 用 G Gag + 2E N RE Ca 


代入 上 式 , 便 得 到 Green WEE? ArT E E DD 

如 果 采 用 空间 坐标 系 | 关 | 和 随 体 坐标 系 | x tal 对 Euler 描述 下 的 
应 变 度量 (如 Almansi 应 变 eT") i e 作 相 应 的 讨论 , 则 可 以 完全 类 似 地 
得 到 由 gog Aie, c? 表示 的 协调 方程 . 

应 该 指出 ,由 于 曲率 张 量 的 六 个 分 量 还 应 满足 附加 的 三 个 微分 人 恒 等 
式 (Bianchi 恒等式 ) ,因此 ,以 上 的 协调 方程 之 间 还 存在 着 一 定 的 关系 .这 
RY, 当 通过 应 变 分 量 来 计算 和 位移 场 时 ,六 个 协调 方程 仅仅 是 充分 的 ,但 
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不 是 必 槛 的 . 

还 要 说 明 ,在 讨论 含 缺陷 场 的 变形 体力 学 时 ,以 上 的 协调 方程 将 不 再 
满足 .为 此 ,近年 来 人 们 对 变形 体 的 非洲 译 理论 进行 了 很 多 研究 ,但 这 已 
超出 了 本 书 的 范围 ， 
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以 前 我 们 曾 提 到 ,物体 的 运动 可 以 看 作 是 以 时 间 上 为 参数 的 物体 的 
整个 变形 过 程 , 它 可 通过 (2.2) 式 或 (2.3) 式 来 加 以 表示 .现在 我 们 来 讨 
论 在 物体 运动 过 程 中 基 个 物理 量 随 时 间 的 变化 率 . RRP ke 
,在 物质 描述 中 , 它 是 以 XX (A = 1.2.3) 和 1 为 自 变量 的 函数 p(X”， 
1) .在 空间 描述 中 , 它 是 以 c(i = 1,2,3) 和 :为 自 变量 的 沙 数 g(r ,1)， 
其 中 和 与 z' 之 间 满 足 关系 式 (2.2) 式 或 (2.3) 式 ， 

ep 想 随 物体 中 某 一 固定 的 物质 点 一 起 运动 的 时 间 变 化 率 可 由 固定 
XX* (或 参考 构 形 中 的 物质 点 天) 对 上 求 偏 导数 得 到 , 称 之 为 p 的 物质 导 
数 ,表示 为 


Se _*_ /ap(X,t) 


p 对 于 空间 中 国定 点 * 的 时 间 变 化 率 可 由 固定 x (或 当前 构 形 中 的 空间 
固定 点 x) 对 : 求 偏 导数 得 到 , 称 之 为 g 的 局 部 导数 或 空间 时 间 导 数 , 表 
示 为 


pg (Ae) (2.84) 


它 写 物质 导数 之 间 的 关系 可 通过 对 复合 晴 数 p(X,1) = plx(X,7),2) 
的 求 导 给 出 : 


Fe fa@(X.t)\ _ (ag (x,t) ag fox" 
ve (290) ale) s) as 
物体 中 代表 性 物质 点 的 速度 % 是 该 点 位 置 向 量 x 的 物质 导数 ; 

ay 4 dx fax" i 
v= (z), = lim L [x(X, r + At) = x(X,2)] = (SF), = vg. 


(2.86) 
Beto = (SE) = 8 vs vg 表示 速度 v 在 基 问 量 B LAE A 


当然 ,速度 w 也 可 在 其 它 基 向 量 下 进行 分 解 Pile = C. 
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利用 上 式 可 知 
é a 
sel = (Fr) v= (9V)-v=0:(V@), 
(2.85) 式 还 可 写 为 
ao P= @ +(PV) v=o +v: (Vo). (2.87) 


特别 地 ,如 在 上 式 中 取 9 为 速度 向 量 v, 则 其 物质 导数 就 是 物质 点 的 加 速 
Ba: 


a= v= v +{(v Vv) y. (2.88) 
下 面 讨论 坐标 系 1X*| ,1zx'| 和 随 体 坐标 系 |X* ,zi 中 基 向 量 的 物质 
导数 . 
ax 


AA4MEXE,XWUERG, = Ep AAS BERT EEL, MALS Ga., 
GHG, 的 物质 导数 等 于 零 : 


G,=G=0, Go=10. 
因此 ,单位 仿 射 量 和 置换 张 量 的 物质 导数 也 都 等 于 零 . 
Fle, He x Box Re, = 3 也 都 不 随时 间 变化 , 故 基 向 量 gio 


g' 以 及 g, 的 局 部 导数 应 该 等 于 零 . 因此 ,由 (2.85) 式 可 得 g 的 物质 导数 
为 


g = pag = mg (2.89) 
€ 
再 利用 去 -(g;* 8g) = 0, 有 


g oTe, (2.90) 
上 式 中 T Mr, ERBER r | 中 的 第 二 类 Christoffel 符号 . 
因此 ,由 (2.89) 式 可 知 ,坐标 系 fx'| 中 度量 张 量 g, 的 物质 导数 为 


g= (ecg tgo g) = 0g, + Dga) 


=v(P,, + Puh (2.91) 
此 外 ,注意 到 二 sf =p", g = det(g,) 的 物质 导数 可 写 为 


g= gs'g, = SET (Ts + Pa) = 2goTh, 
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故 得 Bi 8 = = VY gui. (2.92) 
或 直接 利用 (1.117) A, 


根据 定义 式 (2.6) R. C, 的 物质 导数 可 写 为 
C, = ssa) = “2 = Fr (Ce) = vë || aC, (2.93) 
或 Ca = 了 = = (vg) 和 = rav ig. (2.94) 


ERP,” la 是 在 随 体 坐标 系 |X ,zt| 中 对 应 于 基 向 量 Cr 的 速度 分 量 
vo” 的 协 变 导数 ,而 w |, 是 在 空间 坐标 系 |c' | 中 对 应 于 基 向 量 g 的 速度 
分 量 w 的 协 变 导数 . 


与 (2.90) ROOM PAM AALS (C, C) = 0, 可 得 


C4 =- vnc =- Xv ie. (2.95) 
H (2.93) 式 ,不 难 求 出 
Cup = Cy Cp tC- Cy = uy lla t+ vn Ila- (2.96) 
类 似 于 (2.92) 式 的 推导 ,CC = detl Cp ) 的 物质 导数 可 和 与 为 
C= CO" Cy = 2Coa lla. (2.97) 
xC 1 <A 
因此 有 -= 77t" v Co lla- (2.98) 


由 于 任意 阶 张 量 o 可 以 在 不 同 的 基 疝 量 下 进行 分 解 , 因 此 ,根据 以 
上 关于 基 向 量 物质 导数 的 计算 ,可 以 很 容易 地 写 出 任意 阶 张 量 p 在 不 同 
基 向 量 下 的 物质 导数 表达 式 . 例如 ,对 于 三 阶 张 量 p: 
p= puC WC QC" = yh Os Qe'. 
其 物质 导数 可 写 为 


Fe [Ex 
Gt at 


也 可 写 为 


区 dg” 5 rr ts ry : r 
<P ( ft) 二 和 AAT 
x 


Bt 
9 7 ij r 
"i S) +o, 1,v besoe, 


| a Hy + i ly i lala GO, 
xX 
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上 式 实际 上 就 是 (2.87) 式 的 特 跌 情形 ， 
在 结束 本 小 节 之 前 ,让 我 们 以 例题 的 形式 给 出 关于 定常 运动 的 定义 . 
例 1 对 于 给 定 的 物质 点 素 ,(2.2) 式 x = xX, t) 可 看 作 是 在 空间 
中 以 + 为 参数 的 一 条 曲线 , 它 描 给 了 物质 点 下 的 运动 路 径 ,我 们 称 这 样 的 
曲线 为 X 点 的 轨 线 . 
另 一 方面 ,对 于 某 一 给 定时 刻 1 ,在 空间 坐标 系 1z'| 中 速度 向 量 
v= o(x,t) 
是 一 个 连续 分 布 的 向 量 场 .在 空间 中 ,每 一 点 都 与 速度 向 量 相 切 的 曲线 称 
ZAR. 如 果 以 上 连续 分 布 的 向 量 场 不 随时 间 变 化 ,而 仅仅 由 空间 位 置 
x 决定 , 即 
v= v(x), 
则 我 们 称 这 样 的 运动 为 定常 运动 . 
在 定常 运动 中 , 轨 线 与 流 线 相 重 合 . 这 是 因为 轨 线 并 不 依赖 于 时 间 
1 ,而 在 定常 运动 中 , 流 钱 也 不 随时 间 上 变化 .此 外 , 当 物 质点 xX 在 某 一 时 
刻 位 于 x 点 处 时 ,其 速度 方向 既 沿 该 物质 点 过 x 的 轨 线 方向 ,又 沿 过 x 的 
流 线 方 向 .因此 在 x 点 处 ,物质 点 的 轨 线 与 流 线 相 切 .由 此 可 见 以 上 的 命 
题 是 成 立 的 . 
但 需 指 出 , 轨 线 与 流 线 相 重合 的 运动 并 不 一 定 就 是 定常 运动 . 例如 ， 
现 将 (2.2) 式 取 为 = 天 +RAft)e ,其 中 上 (it) 是 时 间 上 的 光滑 函数 ,e 为 


某 一 男 定 的 单位 向 量 ,这 时 的 速度 场 可 写 为 p = (Fe. 在 上 述 运动 中 ， 


物质 点 的 轨 线 和 流 线 都 是 沿 e 方向 的 直线 ,它们 虽然 相 重合 ,但 当主 不 
是 常数 时 ,以 上 的 运动 并 不 是 定常 的 . 
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对 于 速度 场 wm = olx, = vg ,其 右 梯度 可 写 为 
L=vV=v 是 (2.99) 
上 式 称 为 速度 梯度 ,其 中 VY 为 空间 坐标 系 ix'| 中 的 Hamilton A. ALS 
(2.99) 式 表 示 的 是 一 个 二 阶 张 量 , 它 也 可 以 在 随 体 坐 标 系 1X* cl PR 
示 为 
L=0|.C,©®cC*=€,@Cc*. (2.100) 


BLAAWKSW(C, © G*) (G © C), HERA 2.25) RA 
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(2.26) 式 , 可 知 速度 梯度 L 也 可 以 通过 变形 梯度 下 的 物质 导数 表示 为 


L=F- F`. (2.101) 
速度 梯度 的 对 称 部 分 为 
D = 了 (LE+LD = 二 Coy+Vo)， (2.102) 
称 为 变形 率 .而 其 反对 称 部 分 为 
W = 3(L -1") = Jle V =- Vv). (2.103) 
因为 W 是 反 称 仿 射 量 , 故 由 (1.847 式 可 定义 其 轴 向 量 为 
ao =- se : W 
注意 到 $1.6 PH) 8 901.133) 式 ,可 得 
= 方 V xm: (2.104) 


上 式 囊 示 了 在 代表 性 物质 点 邻 域 的 物质 旋转 的 第 速度 ,因此 ,(2.103) 式 
所 表示 的 W 通常 称 为 物质 施 率 . 在 $2.8 中 ,我 们 将 对 (2.102) RM 
(2.103) 式 的 几何 意义 作 进 一 步 的 讨论 . 

如 果 利 用 第 一 章 习 题 1.20 的 结果 : 


(VV) v= FZ Viv wt (VXv) Xv, 


以 及 (VX vxXv=20xXv=2W:v, 
加 速度 表达 式 (2,88) 式 还 可 以 写 为 


a =w t(vV) vv +t) + Vv) x0 


=w +5 Vv- v)+2W: v. (2.105) 


速度 梯度 表达 式 (2.101) 式 也 可 以 通过 相对 变形 梯度 的 物质 导数 来 
加 以 表示 :在 (2.43) 式 F(x,r) = Fr) F(t) PEt Ht RYH 
质 导数 (在 求 导 时 上 Alx(X 2) 都 是 固定 的 ) ,可 得 


EFt) = FOr) PO, 
HA r= ER 
L =F (1) F(t) = gh,r)) le. (2.106) 


可 见 束 度 梯 度 L 实际 上 是 相对 变形 梯度 F(x,r) 的 物质 导数 在 r = H 
的 值 ， 
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现 将 相对 变形 梯度 的 极 分 解 式 写 为 
有 xzr) = 有 (xyr)，Efrr) 
= V(x,r)* R(x,r). 
上 式 代 人 (2.106) 式 后 并 注意 到 当 r* = :时 ,有 
F, (x,t) = R, (x,t) = U,(x,2) = V(x,t)= I, 


EEA L = U, (x,t) + R(x.) = V, (4,2) + R(x) = D+ W. 
可 见 , 上 式 中 U, (ri) = V, (x,t) 对 应 于 由 (2.102) RRB MBE 


率 张 量 卫 ,而 上 式 中 的 R, (x,t) 对 应 于 由 {2.103) 式 表 示 的 物质 旋 率 
W. 


下 面 我 们 来 讨论 加 速度 梯度 wY =o VY .如 盯 将 加 速度 向 量 a 在 随 体 
坐标 系 1 ,zl 中 表示 为 a = acCs , 则 与 (2.100) 式 相对 应 ,加 速度 梯度 
可 写 为 

a V = a” |l Cs HC. (2.107) 
HEERE F = Cw © G ”从 右 方 对 上 式 作 点 积 ,可 得 
(a VV): F = (a? |l Cp OC) + (Cy © G”) = a” | aC OG. 
另 一 方面 ,如 果 对 变形 梯度 求 两 次 物质 导数 , 则 有 


F= C QG. 
注意 到 
= 9 {ax 9 [ax _ da _ 8 
Cs HEGI ~ alan = zyr =e WAGs, 
可 知 有 


F = {aVv):F. 
因此 ,与 速度 梯度 表达 式 (2.101) 式 相 对 应 ,加 速度 梯度 还 可 以 写 为 


av= F.F!. (2.108) 

命题 1 如 果 将 加 速度 梯度 的 反对 称 部 分 记 为 
y= 3(av- va), (2.109) 
Wa 本 = W+D-W+w-oD. (2.110) 


证 明 ” 现 利 用 恒等式 


QF". W.F = F'-(L-L')+F = F’-F-F'- FE. 
(2.111) 
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对 恒等式 的 堪 端 求 物 质 导 数 , 有 
AF -AW FAF WFIF WF =2F [WL .Wt+ WL)-.F 


=2F"-[W+D-W+W-D)-F. 
对 恒等式 的 石 端 求 物质 导数 ,有 


F'-F-F'-F=F + (a¥)>F-F'+ (Va) F=2F- J.F. 
EELER, T (2.110) 式 是 成 立 的 .证 旋 . 
为 了 对 加 速度 场 作 进一步 讨论 ,更 给 出 干 面 的 定妆 . 


定义 1 处 处 满足 W = OR @ = > VX v = 0 的 运动 称 为 无 旅 运 


动 . 

定义 2 可 以 表示 为 空间 标量 场 a(x,:) 梯度 的 向 量 场 Y afxz,r) 称 
AA aR a(x ,1) 的 梯度 . 

命题 2(Lagrange-Cauchy Æ); 现 考 虑 如 速度 为 势 的 梯度 的 运 
动 .如 果 该 运动 在 某 一 时 刻 是 无 旋 的 , 则 运动 始终 是 无 旋 的 . 

证 明 ”因为 加 速度 场 是 势 的 梯度 , 故 可 写 为 a = Y afz:i), 注 意 到 
(Via) YY 的 对 称 性 . 即 (Y a) V = V(V a), 可 知 (2.109) RAS: 


J = $V a) V- V(V a)) = 0. 


因此 (2.110) 式 也 为 零 . 这 说 明 ,(2.111) RAM F O Ww OF 的 物质 导数 
始终 等 于 等 .于 是 , 当 以 上 运动 在 某 一 时 刻 无 旋 时 RHA FT. Ww 
-F = 0, 则 应 始终 有 W = 0. 证 旋 . 

现 考虑 在 to。 时刻 参考 枸 形 中 由 物质 点 苇 形 成 的 一 条 曲线 c，, 称 之 为 
物质 曲线 , 它 可 由 参数 :表示 为 下 (s) HPs € [sj 为 实数 .在 上 时 
刻 ,该 曲线 将 变 为 空间 中 的 另 一 条 曲线 se, , 它 可 由 参数 s ERAN), 
+). 

EXI ”假定 物质 曲线 = 在 上 时 刻 变 为 曲线 ic, 的 单位 切 向 量 


1 处 处 与 物质 旋 率 例 ATE AS BY WT = 了 (YXxo)xi = 


On WK c 是 : 时 刻 的 一 条 滴 线 . 

命题 3( 涡 旋 传 输 定理 ): ”如 果 加 速度 为 势 的 梯度 , 则 当 物 质 曲 线 
c 在 t 时 刻 所 形成 的 曲线 c, 是 一 条 涡 线 时 , 它 在 所 有 时 刻 仍然 也 是 一 条 
we. 

证 明 ”曲线 c, 的 参数 方程 为 x = x( X(s),7) ME NAc, 上 的 


8$2.7 WEEE 107 


ax dX" Ox gy oe ax? 
dx = £8, Sas = (Oe } (G, x jds 


= F(X(s),r) + Xas. 


由 此 可 知 下 (XUs),zr) ， SX aite, 的 切 向 .于 是 ,c, Er 时 刻 为 涡 线 的 
条 件 是 在 < 上 处 处 有 


W(X(s), t) .Fr - 2X0) 


ds 


= 0, 


axs axlo 


或 [F (X(s}, t} W(Xls),r)- F(X(s),r)]) > =0. 


(2.112) 
如 果 加 速度 为 势 的 梯度 , 则 由 Lagrange-Cauchy 定理 的 证 明 , AY (2.111) 
式 左 端 的 物质 导数 为 零 , 即 F (XC5) ,rr) 全 (fs tr) 下 (在 (5) ,rT) 不 
随时 间 变 化 .因此 ,在 任意 时 刻 1,{2.112) 式 都 成 立 .这 说 明 对 于 任意 时 


Bt, HOA WCX(s),0) :F(X(5) st) © dls) = 0, MAR c, 仍然 是 一 条 
RE EE. 


§2.7 输 运 定理 


{ 一 ) 线 元 、 面 元 和 体 元 的 物质 导数 


由 (2.23) 式 ,在 参考 构 形 中 的 有 向 线 元 dX BEB REA dx = 
F d 丰 , 故 其 物质 导数 可 利用 {2.101) AMSA 


Lar) = 并 dx (2.113) 
Pr 
(2.61) 式 , 有 向 面 元 的 物质 导数 为 


g osar, Boa 
gr Nds) = LFT + Fa UF )] oNdS,. 


于 是 ,问题 划 归 为 计算 ,f= deer =, E MrT 的 物质 导数 .根据 (2.98) 


式 ,可 得 
b= EJE) VE = tbs, 
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Hep ot |), = Cs ,cs = vw |, 是 速度 向 量 v = w*C。 = vg 的 散 度 div v., 
它 是 坐标 变换 下 的 不 变量 . 故 有 


f= (div o) f. (2.114) 


此 外 ,利用 (2.101) 式 下 = 工 - 下 以 及 下 ,1 = 了 的 物质 导数 为 零 的 
条 件 , 可 得 


OF) =- FI.FF!=-F!.L, (2.115) 
或 Pau T)=-L'. F! 
因此 有 
Z (Nas) = [(div vu) F- E*]+ NdS. (2.116) 
最 后 , 体 元 的 物质 导数 可 直接 由 (2.63) 式 和 (2.114) ARB: 
adv) = fdv = (div v)dv. (2.117) 
(2) 输 运 定理 


现 考虑 在 1。 时 刻 参考 构 形 中 由 物质 点 X 所 形成 的 物质 曲线 c，, 物 质 
曲面 5， 和 体积 v, ,它们 在 时刻 分 别 变 为 曲线 c, .曲面 5, 和 体积 w .我 


们 要 计算 一 个 连续 可 微 的 张 量 场 g(x ,i) 分 别 在 cS 和 zi 上 积分 的 时 
间 变 化 率 . 这些 积分 的 积分 区 域 在 任何 时 刻 都 由 相同 的 物质 点 组 成 , 故 称 . 
为 物质 积分 

首先 ,讨论 曲线 = 上 物质 积分 的 时 间 变 化 率 . 设 曲线 <, 的 参数 方程 
为 + = xX) ,7) ,其 中 参数 ;的 取 值 范围 为 [so ,s,] ER. WRH drk 


TRAR c, 的 线 元 , 则 c, 上 的 物质 积分 可 写 为 | p. dx, 其 时 间 变 化 率 可 
利用 (2.113) 式 写 为 


AR . dx) = I. Ale .dx) = J. Bz gp， L|- dx. 


转 别 地 , 当 oo 为 速度 v 时 ,有 


al. - dx | 


ll 
“一 一 ~ 
~ 
(= 
+ 
a 
pm 
t 
EL 
x 
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注意 到 沿 曲线 < AL dx = (09) dr = 了 dr = dv, ETNE 
后 一 项 还 可 写 为 
| or «dx =| as z), ee wu). 


可 见 当 c 为 封闭 曲线 时 ,有 中 v . 工 .dx = 0, 由 此 得 


= (2.119) 


其 中 a = 为 物质 点 的 加 速度 ,上 式 有 时 称 为 环 量 传 输 定理 ， 
定义 1 假定 封闭 的 物质 曲线 <， 在 时 刻 变 为 封闭 曲线 c ,并 二 对 


于 任意 一 条 封闭 的 曲线 o 和 任意 时 刻 + ,都 有 
Dib vde) 
l$, v> dx) = o, 
则 该 运动 称 作 是 环 量 不 变 的 .于 是 可 有 以 下 定理 
Kelvin 定理 如果 加 速度 为 势 的 梯度 , 则 运动 是 环 量 不 变 的 


证 明 如果 加 速度 可 表示 为 a = V a(x, t) HE c 有 


da ; Ja 
a dx = =g + dx = - 
a x ax x dr 


bards = 中 da = 0. 
证 旋 . 


其 次 讨论 曲面 S, 上 物质 积分 的 时 间 变 化 率 . 假定 曲面 5, 上 的 单位 
法 回 量 为 N, 则 相应 的 物质 积分 可 瑟 为 
| p- NdS. 
S, 


dz = da. 


#2 (2.119) 式 的 石 端 为 


利用 (2.116) 式 , 上 式 的 时 间 变 化 率 为 
maa “Nds = | amy? - NdS) 


G , 
=| [Ze + garo) —-@°L'|+NdS. (2.120) 


Sob af 
1 


特别 地 , 当 gp ACi EA g 时 , 则 由 第 一 章 的 习题 上 .21(b) ,有 
Vx (q Xa) + vldivg) = (qV) out gldive) —q- (Vo). 
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注意 到 9 =q t+(qV)-o 和 LIL’ = Vv, 上 式 还 可 写 为 


of 
al q- NdS = | [g + Vx (qx v) + vdivg)]. NdS, 
S, 5, 
(2,121) 


其 中 = (35) 为 g 的 局 部 导数 .由 此 可 得 Zorawski 准则 :对 于 穿 过 每 


一 个 由 物质 曲面 S。 所 形成 的 曲 商 S, 上 的 向 量 流 ( 通 量 )| q- NdS, 它 


不 随时 间 变 化 的 充 要 条 件 是 
q +V x(q x v) + v(divg) = 0. (2.122) 
最 后 ,注意 到 (2.117) 式 ,体积 w 上 物质 积分 的 时 间 变 化 率 可 写 为 


af dv = | E + p(div v) 
或 由 (2.87) 式 并 利用 散 度 定理 (1.137) AMSA 
e , 
ARZE = | [p+ (ep Gv): Vide 


At 


dv. (2.123) 


=| de- (PQ v) NdS. (2.124) 


其 中 中 表示 在 体积 w, 边界 上 的 面积 分 .上 式 表明 ,在 w 上 物质 积分 的 


时 间 变 化 率 由 两 部 分 组 成 ,第 一 部 分 是 将 w "固定 "在 当前 时 刻 位 置 上 求 
得 的 积分 变化 率 , 第 二 部 分 是 9 通过 区 域 w 边界 的 流 人 率 .(2.123) 式 和 
(2.124) 式 通常 称 为 Reynolds 传输 定理 .在 以 后 讨论 守 便 定律 时 ,它们 是 
十 分 有 用 的 . 


§2.8 变形 率 和 物质 旋 率 的 几何 意义 


(—) 变形 率 张 量 的 几何 意义 


(1) 长 度 率 ; 现 假定 在 t 时 刻 的 线 元 4 蕊 经 变形 后 在 上 时 刻 为 dx ,其 
方向 可 由 单位 向 量 工 = dxi dx | RAN. EAR dx 长 度 的 相对 变 
化 率 可 定义 为 


A dx | 
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(2.113) 式 , 上 式 可 写 为 
d = le a) iar i= 3/ (3), da 


Bet 


= 上 万 .上 (2.125) 
ERRI 六 1 方 向 的 线 元 长 度 的 相对 变化 率 可 由 (2.102) RA ENEY 
率 张 量 D 确定 . 

(2) 面积 率 : 现 计算 以 单位 向 量 N 为 法 向 量 的 面 元 NdS 的 面积 变化 
率 .利用 (2.116) 式 , 有 


Zas- 2 (NaS) (NAS) 


GR 
paler (Nas) + (vas) + (2S2) /as 
= SIN N+ (Idivy —-L)-N+N- (Idivvu-E')+N]d5 
= [N+ (Idivv— D}+ Nlds. 


因此 ,注意 到 div v = oD , 面 元 面积 的 相对 变化 率 可 写 为 
1 &dS) 
dS rt 

其 中 4 = NDAN. 

(3) 体积 率 : 体 元 dv 的 相对 变化 率 可 直接 由 (2.117) 式 写 为 
1 ade) 
du Br 
(4) 方向 率 : 现 考虑 沿线 元 dx 单位 切 向 量 5 = def | dx | 的 物质 导 
数 , 它 应 该 与 其 自身 相 垂直 ,利用 (2,113) 式 和 (2.125) 式 , 可 得 


， 9 _ (dx) Bl dx i 2 
I = dxf | dx |) = oF [ide i- (EG ax) 1 ae 


=(L-dJ)-f. (2.127) 

上 式 可 用 来 描述 由 物质 点 组 成 的 线 元 dx 的 方向 变化 率 . 
(5) 前 切 率 :假设 在 上 时 刻 沿线 元 dx 和 dxiz) 的 单位 切 向 量 分 别 为 
m”? Alm” Ae ORR oosg = m” m” , 则 由 人 .127) 式 可 知 相 

讼 的 前 切 率 为 

A (cos8) _ om . m”) = (25 } | m? tm”. 等- 
= mL -d, oD: m? + m” CE - dob) m” 
=2m D> m” — (dw + dye )m? +m, (2,128) 


= trD - dy, {2.126} 


= trp. 
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以 上 讨论 表明 ,变形 率 张 量 D 在 描述 物体 变形 速率 时 是 一 个 十 分 关键 的 
物理 量 . 


(2) M Gren 应 变 物 质 导 数 表 示 的 变形 率 
变形 率 张 量 的 并 积 形式 可 汝 为 
D = daC @C = dg @g = Si dol. Ql, (2.129) 
aig ot 


其 中 的 分 量 可 根据 (2.96) 式 (2.99) 式 和 (2.100) RERA 


; | 
dsp = Fle [ not tp i a) = a Cane 


l, 
d, = x i, tu G), 


而 a 是 DD 在 Euler 描 述 下 以 (2,54) 式 表示 的 Euler 主 方向 1, 为 基 向 量 的 


分 量 . 
Green 应 变 E” 的 物质 导数 可 通过 下 式 表示 为 


D l> = _ pl, . 
E” = 3 C= i Zur. -F) =F. p> F. (2.130) 
利用 (2.25) RR, EX Sean RE 
E” = d,,G* O GË. (2.131) 


说 明 p 在 基 向 量 C* FYE” 在 基 向 量 G* 下 具有 相同 的 分 量 . 
类 似 地 ,EE ”的 物质 导数 可 利用 (2.33) 式 、(2.73) 式 和 (2.115) 式 


i 1 2,4 __1 z -1 pTi pò. pT 
E” = 7 Fi(C) 7 OF F)= 也 下， 
如 时 直接 对 (2.33) 式 求 物质 导数 ,有 
G- oc" 
Gyo? = jae 的 Ga, 
或 B =- g| FS le, @ 64. 于 是 自 (2.25) 式 可 得 


AR 
D=F- EU. FT =- ya le BC. (2.132) 


i p 在 基 疝 量 C。 FSE 在 基 向 量 G, 下 具有 相同 的 分 量 . 
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(=) 物质 旋 率 的 几何 意义 


在 物质 旋 率 WHR BRAR (2.104) 式 中 ,我们 已 经 对 其 几何 意 
义 作 了 初步 的 说 明 . 现在, 我们 将 对 线 元 的 方向 变化 率 {2.127) 式 作 进 一 
BMC. Ault , 先 来 考察 使 (2.125) 式 中 线 元 长 度 相 对 变化 率 d, 取 极 值 
(FEA) 的 单位 向 量 w (a = 1,2,3), 类 似 于 对 (2.48) 式 的 讨论 ,v, 实际 上 
就 是 DD 的 单位 特征 向 量 , 而 忆 的 极 值 就 是 五 对 应 于 Ce = 1,2,3) 的 特 
(EE do , 称 之 为 主 伸 长 率 , 满 足 
Dev, = dos ta=1,2.3; 不 对 ea 求 和 ). (2.133) 
W RERA + 选取 (2.127) 式 中 的 1 与 DD 的 特征 方向 y, HEA. Et 
可 得 
liv.) = bay = (L -dof y, 
=(L-D)+ vy = Wey =@xv,. (2.134) 
PA , iy PR MERE AT eH 
W = SEG) O v. 
(2.134) RRI, W 是 在 1 时 刻 与 w 相 重合 的 物质 线 元 的 转动 速率 张 量 . 
但 需 注 意 , 在 一 般 情况 下 ,t 时 刻 与 ¥, 重合 的 物质 线 元 在 下 一 时 刻 并 不 一 
定 再 与 下 一 时 刻 D 的 特征 向 量 w 相 重 合 , 故 (2.,134) 式 左 端 不 能 理解 为 


D HEHHE v, 的 物质 导数 . 
§2.9 Rivlin-Ericksen 张 量 


现在 我 们 来 计算 有 向 线 元 dx 长 度 平方 的 物质 导数 .注意 到 (2.113) 
xt, PY Al 
Gld) F 
: = = gy (dx + dx) = 2dx + D - dx. 
由 dx = F- dX, ERAT SH 
ds ) L 24X - (F7 - D - F) - dX = 24X - B® + dX, 
“Er 
其 中 我 们 已 经 用 到 了 (2.130) 式 .当然 ,二 式 也 可 通过 直接 计算 (2.47) 式 
的 物质 导数 并 利用 2,69) 式 求 得 . 
以 上 两 式 可 合并 写 为 
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Gids”) 
Be 
它 可 用 来 作为 变形 率 张 量 D 的 定义 . 
”下 面 ,我 们 来 计算 有 向 线 元 长 度 平方 的 高 阶 物质 导数 ,其 阶 物质 导 
数 可 写 为 


= 2dr * D + dx = 2dX. E” .dX. (2.135) 


2" (ds?) | _ [2 
pr oer 
其 中 AL) = Aw (xt) 是 一 个 对 称 仿 射 量 , 称 为 n 阶 Rivlin-Ericksen Sk 
量 .由 上 式 , 它 可 表示 为 


| dX, (2.136) 


7 org? 
Ain = ar. | Oe" | 
当 n = 1 时 ,由 (1.135) 式 可 知 
Aggy = 2D. 


利用 (2.113) fie (ar) = 工 - dx, 我 们 不 难 给 出 (wn + 二) BES n BY 
Rivlin-Ericksen 张 量 的 递 推 基 系 


Aten) = Ate + Aggy LELET Ag). (2.137) 
n 阶 Rivlin-Ericksen KH A,,) 也 可 以 通过 计算 相对 右 Cauchy-Green 
KE C (r) An 阶 物质 导数 并 取 zr = t 时 的 值 求 得 .事实 上 ,r 时 刻 有 向 
线 元 dt 的 长 度 平 方 可 写 为 
di = db» d = dx -C,(r) dx.. 
在 上 式 中 固定 1 HR Rna 阶 物质 导数 (在 求 性 时 :Mx(X, e) 都 是 固定 
的 ) ,然后 再 令 = 1, 便 有 


g" g" 1 
OF fds’) = Oe idsi) 
比较 (2,136) 式 , 有 


Aw = (re | . (2.138) 
T wot 


_ = dx: (aac Co} ` dx. 


o% 
上 式 右 端 是 (2.44) 式 中 的 相对 右 Cauchy-Green 张 量 对 c Hn 阶 物质 导数 
OOE r = :时 的 值 


上 式 还 可 以 进一步 由 ” 阶 加 速度 梯度 来 加 以 表示 .类 似 于 {2.106) 
式 的 推导 ,我 们 不 难看 出 加 速度 梯度 a VY 实际 上 是 相对 变形 梯度 F(x, 
rt) Xr 的 二 阶 物质 导数 在 r = 上 时 的 值 .如 果 将 速度 梯度 和 加 速度 梯度 
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分 别 记 为 Lu,(= 工 ) 和 和 工 (2 ,那么 ,我 们 还 可 以 一 般 地 写 出 ” 阶 加 速度 棉 
度 的 表达 式 为 


big = ga RG) | sn = O12.) 
于 是 ,C,fr) 对 rr 的” 阶 导数 可 写 为 
Ce) = SF JP "F œe), 


ERP F'(x,c) 和 F (x,t) A F,r) SF ee BALE, (x, 
DEF h(n - 有 阶 物质 导数 ,它们 在 r= i 时 的 值 分 别 可 写 为 上 阶 加 
速度 梯度 的 转 置 LT Mn- &) 阶 加 速度 梯度 Lon .因此 ,(2.138) È 


可 具体 表示 为 
al n 
Aggy = Ley + Lin + 5 (Jes Lino. (2.139) 
k=] 


利用 (2.138) 式 , 相 对 右 Cauchy-Green KE C, (r) RAUL r = r 
近 进 行 Taylor EF . 若 假定 级 数 收 敏 , 则 有 


CD 0+ D ETE) 


= 了 + D Eam. (2.140) 


m! 
i, Prk BO FE EE OY A BP Rivlin-Ericksen 张 量 来 加 以 
描述 . 
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(—) 应 变 主 方向 的 旋 率 


现 讨论 Lagrange 描述 下 应 变 主 方向 工 ,(a = 1,2,3) 和 Euler 描述 下 
应 变 主 方向 1 ta = 1,2,3) 的 物质 导数 .在 "参考 ” 时刻 ty, HO t > ty 
时 ,以 上 两 组 主 方向 是 重合 的 ,我 们 可 以 用 单位 正 交 基 e, (a = 1,2,3) 来 
表示 t 一 to 时刻 的 应 变 主 方向 L, A - 由 (2.54) 式 ,可 知 这 时 有 R11 = 
I. 在 以 后 的 变形 过 程 中 ,可 设想 基 向 量 e, 愉 跟 随 物 质点 平移 而 始终 不 改 
变 方向 ,这 样 的 e。 称 之 为 "背景 ", 张 量 的 物质 导数 实际 上 就 是 相对 于 其 
背景 的 变化 率 .在 任意 时 刻 : ,单位 向 其 工 . MI, 可 表示 为 

L, = Re， I, = R*+e,, (2.141) 
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其 中 R' DY 名 e, MR? = - > Oe, 分 别 为 满足 正 交 性 条 件 ( 即 


(1.87) 式 》 的 Lagrange 转动 张 量 和 Euler 转动 张 量 由 (2.54) REIS 
间 满 足 如 下 关系 
R"=R.R'. (2.142) 
(2.141) 式 的 物质 导数 可 写 为 
L. = RRIOTL, [= R®- (RE) .1. (2.143) 
上 式 中 的 反 称 仿 射 量 
Q= 有 (R')T = XL OL, = whl, Q Ly, 
een! (2.144) 
Q= R®-(R*) = SLOR = Do Qh, 
分 别称 为 Lagrange 旋 率 和 Euler HEX. 此 外 ， 还 可 以 引进 反 称 仿 射 量 
=R R= `S walh © lys (2.145) 
aĝo l 
称 之 为 相对 旋 率 . 
于 是 ,(2.143) 式 可 表示 为 


3 
BE, = RQ. Lb, = Y okl = @ xL, 


M (2.146) 
L=., = yol = wr xt, 
上 式 中 "和 ww: 分别 为 Q' A or 的 轴 向 量 . 
Sli" 设 任意 一 个 对 称 正 定 仿 射 量 © 的 谱 分 解 式 为 

D=) aN ON,, (2.147) 
其 正 交 基 向 量 N, 的 旋 率 为 

R= YN ON, (2.148) 
试 给 出 上 式 的 绝对 表示 . 


解 ” 在 (2.147) 式 中 ,如 果 取 二 为 右 伸 长 张 量 品 或 由 (2.66) 式 定义 
的 应 变 EE, 则 NN, 为 Lagrange 主 方向 工 .(a = 1,2,3). 如 果 取 O HAE 
KE 或 由 (2.75) 式 定义 的 应 变 e, 则 N, A Euler 主 方向 1,(a = 1,2, 
3). 

根据 O 的 反对 称 人 性 ,有 


N, = Q“. N,=-N, R“. 
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故 得 
3 
B= DnN ON, +O -O-@- 2%. (2.149) 
a=] 
3 


因此 有 @ @ = nN)N ON + 2"-@- 2. @",” 


l 


D. NT 
VA_E py oh A am , By ae 
20% -(@-0%.0'+0°-O%.@) = 6 ©8'-@'-6. 
(2.150) 
为 了 求 得 以 上 张 量 方 程 的 解 2" , 现 根据 文献 [2.4] 构造 如 下 的 反对 称 生 
RF: 


2 = ©. 8-8 o, 
2° = 生生, oD! | (2.151) 
2 -o 三 -和 | 
这 时 ,可 将 “ERA 
n` = Soa”. (2.152) 
其 中 待 求 的 系数 mw: (i -1,0 DEPREZ ERER, (O), LID) 和 


1,(@) HIRR. 
因为 a` 只 有 三 个 独立 分 量 , 故 只 需要 三 个 生成 子 . 以 上 这 三 个 生成 
子 是 完备 的 ,不 可 约 的 . 如果 再 构造 其 它 的 生成 子 , 则 由 Cayley-Hamikon 
定理 ,可 知 其 它 的 生成 子 将 不 再 是 独立 的 . 
将 (2.152) 式 代 入 (2,150) 式 并 利用 Cayley-Hamilton 定理 
-Iip +i1,0-1,F =0, 
则 根据 A O° A 的 线性 独立 性 ,可 得 


3 -+I TdT je: | 0] 
oh 3- hil, a my | = 1 
LL -1 + PIT, 3 on i] 
由 此 解 出 
w = E37), 
1 


tg 一 OR = BOL, 
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u = XO, -4hLh+ Bh, (2.153) 
其 中 Ay = 47 一 天 下 18 天 六 十 45 + 275}. (2, 154) 


于 是 有 
a = xB ~31,1,)(® + @- D- @) + 


DLL- PXD- 0- o`- o`. p- p)+ 


L(91, -41,1,+ PD o`- @'. @)}. (2.155) 

以 上 推导 中 和 假定 了 全 的 特征 方程 有 三 个 相 异 的 实 根 .如 果 OME 

方程 有 两 个 相 异 实 根 , = p Ap MS p 相对 应 的 特征 空间 是 一 个 平 

面 ,处 于 该 平面 内 的 主 方向 的 旋 率 是 不 能 惟一 确定 的 .在 计算 中 ,需要 用 

RDE Ø- (9, + E+ pp” = 0 KAA Cayley-Hamilton 定 

oH OT AI AO 来 加 以 表示 , 故 独立 的 生成 子 只 有 OT ,由 此 
求 得 


a=- 2B (6 p-o D). (2.156) 
Cn 一 43) 
x pZ EARN ,任何 向 量 都 是 主 方向 ,这 和 时 的 全 不 能 


惟一 确定 . 
下 面 给 出 由 (2.144) 式 和 {2.,145) 式 表示 的 三 种 旋 率 之 间 的 关系 .对 
(2.54) 式 求 物 质 导 数 , 有 
ILR L+R-L, =R R +R DL, 
=(9°+R-Q°-RD-L. 
再 与 (2.143) RABBI AR ,可 得 
人 = 有 (2.157) 
上 式 的 分 量 形式 可 写 为 oh = of, - 0%, 
物质 旋 率 环 也 可 以 通过 右 , 左 伸 长 张 量 的 物质 导数 来 加 以 表示 . 利 
用 极 分 解 (2,30) 式 ,速度 梯度 可 写 为 
L=D+W=F F' =(R-U+R-U)- DB RT 
= RQ+R- U UOR (2.158) 
或 LL=D+W=FF!=(V.R+V.R)-.R .Vv 
= y- vV'+ V.Q. y`. (2.159) 
对 以 上 两 式 取 反对 称 部 分 , 便 有 
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w= Q + ZR: (U- U- UU!) .RT 


- diys vV- QR?) y` -5v? ‘(VV- R°. V}, (2.160) 


此 外 ,我 们 还 可 以 分 别 写 出 (2.158) 式 的 对 称 部 分 和 反对 称 部 分 


D} = R- D-R= sue U` + U`. U), 
(2.161) 
R'-(W-2*)-R = 40. U`- ul. U). 


特别 地 ,如果 取 当前 时 刻 上 的 构 形 为 参考 构 形 , 则 上 式 中 心 = R= m 


相应 的 D 和 环 将 分 别 对 应 于 女 和 82 = 及 .这 与 以 前 对 (2.106) 式 的 讨 
论 是 相 一 致 的 . 


(=) 应 变 张 量 的 物质 导数 


现 讨 论 Lagrange 描述 下 应 变 张 量 (2.66) 式 的 物质 导数 .我 们 先 形 式 
地 把 它 写 为 


3 
= SEL, Q Ly, (2. 162) 
a,f=1 


然后 再 设法 给 出 下 。。 的 具体 表达 式 . 特 别 地 ,对 于 由 (2.71) 式 定义 的 工程 
应 变 BD) ,其 物质 导数 可 形式 地 写 为 
EP = U= > À oL, © Ly. (2.163) 
现 将 (2.53) (2.55) 式 和 (2.129) RIA (2.161) 式 的 第 一 式 , 便 有 
5 del, © L; = Sl FAN HAR gh. @ Lp. 
由 此 可 得 “ 
2AR~ 


die = Tr A {不 对 a, B RH). (2.164) 


此 外 ,如 果 直 接 对 (2.71) 式 求 物质 导数 并 利用 (2.146) 式 , 则 还 有 
U= SAL, QL, + Droh Q L, + > Awpl, Q Ly 
a=1 于 "月 一 上 api 


3 


= SLAG + A, -AdogIL. @ Lp, (2.165) 


其 中 部 = 
根据 (2.163) 式 和 (2.164) 式 , 上 式 中 的 系数 可 表示 为 
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ha = Edy = DA + Oy = A D0] RA a BRAD), 
(2.166) 
这 说 明 , 当 a = 8 时 ， 
A, = dA, (RR a RA). (2.167) 
4a BA, A), 
wg = jr tad FH a „E RM). (2.168) 


ERB 1A eC RE Be]  (2.48) 式 来 加 以 表示 ,其 物质 导数 又 
可 根据 (2.125) 式 简 单 地 写 为 
oh 
gs ldx fax i= das, 
因此 不 难看 出 ,(2.167) 式 实 际 上 是 上 式 的 特殊 人 情形. 
对 于 一 般 的 应 变 度量 {2.66) 式 ,其 物质 导数 可 写 为 


Ay = 


E= Sif Aa + EF) - fOr lL Q Lp. (2.169) 
ef=l 
FE, (2.162) 式 中 的 开 ,。 可 利用 (2.167) 式 和 (2,168) 式 表示 为 


= ZAA 
Ea = (e EET ba, salda, (BR a BRAM), (2.170) 


ir ) = lim Be (42, =a). 
其 中 pl, as) = , (2.171) 


T -A, i 
特别 地 , 当 Fa) = 4 时 ,上 式 退 化 为 (2.166) 式 ;而 当 f(4) = La: 1) 
时 , 便 得 到 Green 应 变 的 物质 导数 ; 


EY = Mad ，( 不 对 a, BRM). (2.172) 
当然 ,上 式 也 可 以 将 (2.56) 式 和 (2.129) 式 直接 代入 (2.130) 式 求 得 . 
Euler 描述 下 应 变 度量 的 物质 导数 可 利用 (2.157) 式 作 类 似 地 讨论 ， 
也 可 通过 直接 对 (2.76) 式 求 物质 导数 来 进行 计算 .由 此 可 得 


2= R- E-R'+9*. 2°, (2.173) 


REA RE R = Di Oh = ite POF e (2.170) 
如 果 将 (2.76) 起 改写 为 
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E=F'-(Vi-e-W!)-F. 
并 求 其 物质 导数 ,可 得 


b= Re ive 二 (Fe Vb + 
a 


LeV «es vy F. 


Hj, SARE = Ee =e MA V+ eV =e? C2. 130) 
式 可 知 


Dp=e Pee Pe Le Eee”, (2.175) 
fA 2" 试 给 出 Lagrange 描述 下 应 变 张 量 (2.66) 式 物质 导数 的 绝对 
表示 . 
E 。” 因为 E 和 右 伸 长 张 量 具有 相同 的 主 方向 L(ta = 1,2,3), 所 
以 ,Lagrange 旋 率 (2.144) 式 的 绝对 表示 可 直接 由 (2.155) 式 给 出 ,但 在 
(2.155) RF, A O AA U.N, BA L, (a = 1,2,3), @ BAD. 


记 F(E) = DFO )L, 四 工 . ,可 得 
B= SS G)AL @L, + 2°-E-E-+ Q. (2.176) 


注意 到 SUE. QL, = U-O- 0+ U' 和 2',(2.176) 式 右 端 的 第 一 项 


a=l 


WEA 
3 。 1 . | | 
DP ADL, OL, = >F(E)+(U-2 -U+ U» Q']+ 


tti- at. U+ U- Q]- F(E) 


= LIFE) -U+ Ue F(E)]- 
İPE) [Q U- U: o] - 


ia -U- U; Q) F(E). (2.1477) 


将 上 式 代入 (2.176) 式 , 便 得 到 E 的 绝对 表示 . 
(2.176) 式 和 (2.177) 式 中 的 U 还 可 以 通过 求解 张 量 方程 (2.161) 
式 的 第 一 式 由 DE = R ,万 ,. 玉 来 加 以 表示 .例如 ,可 将 U 5A 
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U= TI 7 I LD® + (È + Iu. D™ -U+ D. y- 
LU. p™ 十 pe . U) _ I (U? . pe .U+U. pi a vt, 
其 中 I、I, 和 ,分别 为 DU 的 第 一 ,第 二 和 第 三 主 不 变量 . 
特别 地 , 当 五 为 对 数 应 变 开 位 时 ,由 (2.72) 式 可 知 
F(E®) = Ya, @L, = ut. 
因此 ,注意 到 (2.176) 式 和 {2.177) RA 


3 
BE? = SQ JAIL, OL, + A E” ~ EO. a, (2.178) 
=1 


其 中 六 (JE @L, = Cu. ut UU) + 


mle tj 


(uU-@'.ut-ut. a. U) 


= R"-D-R+5(U- Mu - 


ul. a. U), (2.179) 
而 o" 由 (2.155) 式 给 出 ,但 需 将 其 中 的 © AKU. 
4 题 


2.1 如果 物 体 在 运动 过 程 中 保持 任意 两 点 的 距离 不 变 , 则 称 这 样 的 运动 为 列 

体 运 动 . 试 证 :在 刚体 运动 中 ,参考 构 形 中 物质 点 巨变 换 到 当前 构 形 的 x 时 , 必 满 足 
x= QX- Xi) + x(t), 

其 中 OO 为 正常 正 交 仿 射 量 . 

2.2 $F (2.35) 式 给 出 的 简单 剪 切 变形 

F=I]+ &e,@e, 

(a) Rit BA A Cauchy-Green WE C 和 吾 的 三 个 主 木 变量. 

(b) RHEE CHB AEA BK Eo Ce = 1,2,3) 以 及 相应 的 
特征 方向 L, WLC = 1,2,3). 

(co) 斌 给 出 极 分 解 式 = VR PMA KK VY 和 正 交 张 其 及 的 矩阵 表示 . 

2.3 对 于 由 (2.36) 式 给 出 的 圆柱 体 扭转 变形 , 试 计算 

(a) A£ Cauchy-Green EH C 和 召 的 三 个 主 不 变量 . 

(b) C ALB 的 特征 值 和 相应 的 特征 方向 . 

2.4 ”对 于 由 t2.37) 式 给 出 的 立方 体 的 纯 恋 曲 变形 , 试 计算 右 A Cauchy-Green 
张 量 C 和 吾 的 三 个 主 不 变量 . 

2.5 ”对 于 由 (2.38) 式 给 出 的 纯 弯 此 变形 , 试 证 有 
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dh (C) _ ( 1 J dbx 
dr AB dr * 


2.6 在 参考 构 形 中 ,物质 坐标 系 取 为 球 坐 标 系 ( 民 ,@@, 钙 ) ,坐标 系 的 原点 OF 
空间 坐标 系 的 原点 5" 相 重合 ,以 O 为 中 心 的 球 壳 的 球 对 称 变形 可 写 为 


x= (EE), r= ARO, 


其 中 下 为 变形 前 物质 点 的 向 径 ,x 为 变形 后 该 物质 点 的 位 置 向 量 ,R = (X-X), 


r = (x+x)?, 如果 以 上 变形 是 等 容 变形 , 试 写 出 (CR,r) 所 应 满足 的 条 件 . 

2.7 ”对 不 可 压缩 材料 , 斌 证 Green 应 变 的 迹 满 足 

rE = lE?) - (tre)? - 2 aE _ 3(trE)r(E2) + (rE) J, 

故 当 下 为 小 量 时 ,tr 了 为 二 阶 小 量 ， 

2.8 根据 (2.64) 式 ,变形 梯 朗 可 以 分 解 为 = 所 了 了 ,到 ,其 中 多 = deck .由 此 
可 定义 相应 的 等 容 右 Cauchy Green KE: = f TC, MARA KIRBY = 
gu. 

试 利用 第 一 章 的 (1.103) 式 和 (1.197) 式 证 明 : 


dÊ -村 1 4 
wid MII- 有 FU0@U), 


其 中 了 为 四 阶 单位 张 量 . 
2.9 试 证 :物体 运动 为 刚体 运动 的 充 要 条 件 是 昌 = 0, 其 中 DARUHKE 
(Killing 定理 ) . 


2.10 。 试 证 物质 旋 率 W = (0 Y - Vo) KAARTA 


@ = se x Cas 
HC, AC 分 别 为 随 体 坐 标 系 ;X“^ l PMD REO RAMEE. 
2.1 如果 速 度 场 w 为 势 的 梯度 , 即 存在 光滑 标量 场 g(x,t), 使 得 v = Vp 
证 有 


rr 


因此 加 速度 场 也 是 势 的 实 度 ,其 中 o 为 p 的 局 部 导数 :p= (52) . 


2.12 在 Euler 描述 下 ,考虑 速度 满足 w = 及 .x 的 定常 流动 ,其 中 4 为 常 仿 射 
E. 如 果 加 速度 场 是 势 的 梯度 , 试 证 
(a) A 是 对 称 仿 射 县. 
(b) 物质 旋 率 WHA Be 满足 
BD'w= (D)o, 
其 中 DD 为 变形 率 张 量 . 
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2.13 HAR v 2C 类 的 , 试 证 
Gp 


a+VeuV=—(u-V)+D:D-W:W, 
ht 


Ke a 为 加 巡 度 场 ,D 和 W 分 别 为 变形 率 和 物质 旋 率 . 
3 t 
2.14 设 单位 正 交 基 向 量 (e, ,#; ,e;) 是 时 间 MRR KIER(e) = See, 


fel 

是 一 个 反 称 仿 射 量 ,其 中 e Be, 的 时 间 变化 率 . 
2.15 在 由 习题 2.2 给 出 的 简单 前 切 变 形 中 ,如 果 一 kolt) EB) RR, 
(a) 试 写 出 相应 的 速度 梯度 工 , 以 及 变形 率 张 量 D 和 物质 旋 率 W 的 表达 式 . 


tb》 试 写 出 相对 旋 率 QO" - Re RT 的 表达 式 . 
(oO 试 计 算 Lagrange 主 方向 L, Al Euler EA h I, 的 族 率 . 


2.16 利用 面 元 物质 导数 表达 式 (2.116) 式 和 面积 变化 率 表达 式 (2,126) 式 , 试 
证 : 面 元 的 单位 法 向 量 N 的 物质 导数 为 


N=[(N:D:NI. LI]:N. 
2.17 利用 {2.56) 式 和 弛 ,101) 式 , 试 证 速 康 梯度 可 以 表示 为 


1 . 
L= (a /a)i, @ 1 - F+ a. F's OF, 
aj 


其 中 2! 和 of 分 别 为 (2,144) 式 中 的 Lagrange 旋 率 和 Euler HEX. 
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木 章 将 转 人 对 经 典 物 理学 中 守恒 定律 (balance laws) 的 讨论 . 这 些 定 
律 描述 了 物质 运动 的 基本 规律 ,它们 包括 质量 守恒 SRT eS 
恒 .能 量 守恒 (热力 学 第 一 定律 ) , 炳 不 等 式 ( 热 力学 第 二 定律 ), 以 及 电动 
力学 中 的 Gauss 和 定律、 磁 通 量 守 己 、 电 荷 守恒 和 Faraday iE Œ Ampére E È 
等 等 

以 上 定律 对 所 有 的 材料 都 是 适用 的 .但 是 这 里 我 们 仅 限 于 讨论 物质 
点 的 速度 较 低 ,物体 之 间 的 间距 较 小 (否则 需 用 相对 论 来 予以 修正 ) 以 及 
物体 的 尺寸 远大 于 原子 尺度 (否则 需 考 虑 量子 力学 效应 ) 的 情形 .事实 
上 ,在 连续 介质 力学 中 ,代表 性 物质 点 邻 域 的 体积 虽然 可 以 充分 小 ,但 它 
却 包含 了 了 大量 的 粒子 (分 子 、 原 子 ). 我 们 所 要 讨论 的 物理 量 则 应 看 作 是 大 
基 粒 子 的 统计 平均 效应 . 

作为 一 本 简明 教程 ,本 书 不 准备 介绍 电动 力学 中 的 守恒 定律 ,而 将 重 
点 集中 在 关于 力学 和 热学 效应 的 讨论 上 .在 这 些 讨论 中 ,质量 . 力 和 热量 
等 是 作为 原始 概念 被 引进 的 ,至 于 以 上 这 些 物 理 量 的 微观 物理 过 程 的 研 
究 , 则 已 超出 了 本 教程 的 范围 . 

守恒 定律 表示 了 物体 中 某 些 物理 场 量 之 间 的 关系 , 它 可 表述 为 ;对 于 
物理 场 量 o 在 物体 体积 上 的 物质 积分 ,其 时 间 变 化 率 等 于 劳 一 物理 场 量 
y(i ,source) 在 该 体积 上 的 物质 积分 ,与 通过 物体 表面 “流入 ”的 物理 景 
we flux) 的 面积 分 之 和 . 如果 假 定 张 熏 x 不 仅 依赖 于 位 置 向 量 * 和 时 间 
tf ,而 且 还 依赖 于 物体 表面 的 单位 (外 ) 法 向 量 N , 则 可 将 x 表示 为 rtNN). 
这 时 ,守恒 定律 的 数学 表达 式 可 写 为 

= | epav = | pwav + |, z(N)ds， (3.1) 

上 式 中 ”是 物体 中 物质 点 的 全 体 在 时 刻 上 所 占 的 体积 ,3w 是 该 体积 vw 的 
表面 ,对 wv 所作 的 积分 表示 物质 积分 ,而 p = ki 是 一 个 非 负 的 标量 ， 
称 为 (质量 ) 密度 , 它 表示 单位 体积 中 的 质量 .在 (3.1) 式 中 ,显然 要 求 p, 
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y Al aC N) 是 阶 数 相同 的 张 量 . 

由 (3.1) 式 给 出 的 方程 称 之 为 守 伍 定律 的 总 体形 式 . 如 果 人 很 定 (3.1) 
式 对 物体 中 的 任意 部 分 都 成 立 , 则 我 们 还 可 以 得 到 守恒 定律 的 局 部 形式 . 
为 此 ,更 考虑 物体 中 的 任意 一 个 代表 性 物质 点 , 它 在 空间 坐标 系 }-| 中 
的 位 置 向 量 为 x. 对 应 于 x 的 协 变 基 向 量 和 道 变 基 向 量 分 别 为 g 和 g ti 
= 1,2,3). 此 外 ,再 任意 给 定 菜单 位 向 量 NN = Neg ,以 NN 为 法 向 的 平面 与 
it xy SHEP SE Be, g 和 gs 的 直线 相 截 后 ,可 得 到 如 图 3.1 所 


图 3,1 BERAE gili = 1,2,3) 
构成 的 四 面体 


示 的 四 面体 .如 果 以 AS, MAS 分 别 表示 该 四 面体 中 对 应 于 坐标 面 = 
常数 ( = 1,2,3) 和 对 应 于 法 向 N 的 表面 面积 ,那么 ,在 该 四 面体 上 应 用 


散 度 定理 后 ,由 | NdS + Yf Nas = 0 可 得 


NAS = 一 SIN'AS,, (3.2) 
其 中 六 是 四 面体 中 对 应 于 坐标 面 x” = const 的 单位 外 法 向 量 . 因 为 它 与 
道 变 基 向 量 g* 共 线 , 故 可 表示 为 


N =- Saag RHE ERAD. (3.3) 
& 


将 (3.2) 式 写 成 分 量 形式 


NgAS = y 


Ł=1 


1 


ke 
& 


FAS, 


并 对 其 两 端 与 g 作 点 积 , 便 有 
AS, = v g N AS, (5H j RM). (3.4) 
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‘RO FAB EST E EE ARERR, MG.) 式 应 用 于 以 上 的 四 而 
体 .利用 中 值 定理 ,有 


Go — - 2 
Br (PAv) ~ CowAv) -al NJAS - SaN AS, = 0, (3.5) 


上 式 中 Av 为 四 面体 的 体积 ,pgp Moy 分 别 为 pp 和 pw 在 四 面体 上 的 平均 
{A (NN) Al (NN!) AA aN) EAS EM aN O EAS G =1,2,3) 上 
的 平均 值 .如 果 令 法 向 为 N 的 平面 趋 近 于 x 点 但 保持 法 向 N 不 变 , 则 四 面 
体 的 体积 Av AMM AS ASO = 1,2,3) KETE. 现 假定 这 时 的 
x(N) A rN 将 分 别 趋 近 于 相应 的 极限 值 xw(N) A CN?) SE LIER x 
和 :的 函数 ,以 上 的 极限 值 r(N) Fl NO) ORM Sis AACA AE E 
HON 和 Ni 有 关 而 与 面 元 AS MAS, 的 形状 无 关 . 此 外 ,我 们 还 假定 张 量 
op ew Aan N) 具有 相同 量 级 的 范 数 .考虑 到 在 以 上 极限 过 程 中 体 元 Av 
与 面 元 AS( 以 及 AS ) 相 比 是 一 个 高 阶 小 量 , 故 在 (3.5) 式 中 可 以 略 去 含 
有 An 的 项 .因此 .43.5) 式 可 根据 (3.4) 式 写 为 


n(N) =- Dlg 1rCOND)N ， (3.6) 


Heigl=(¢- g)@ =J7 ge! BWR Ee 的 长 度 .因为 上 式 左 端 
是 依赖 于 N 的 张 量 , 它 是 坐标 变换 下 的 不 变量 ,而 上 式 右 端 中 的 N, 是 向 
E N= Ng 在 基 疝 量 g 下 的 协 变 分 量 , 故 由 商法 则 可 知 , -1g nN) 
是 某 一 个 阶 数 比 x(N) 高 一 阶 的 张 量 E 的 道 变 分 量 : 
-I g latN) = 2g ORM 7 RA) (3.7) 
因此 ,可 将 (3.6) 式 写 为 
n(N) = E-N. (3.8) 


此 外 ,如果 将 (3.2) 式 的 极限 写 为 N = Dan, 其 中 ay =- 


AS, 
AS 


tim ), 则 (3.5) 3 A ATS Y 
zf aN )= Saat N’). 
说 明 r(N) 是 关于 N 的 线性 变换 , 故 (3.8) 式 中 的 刁 仅 仅 是 x 和 1 的 函数 : 
E= Elx) (3.8) RER, AM NA- N 相对 应 的 x(N) 和 zx(- N) 
之 间 满 足以 下 关系 
nl- N) =— nz(N). (3.9) 
由 (3.3) 式 可 知 , 四 面体 中 对 应 于 坐标 面 x = const 的 内 法 向 量 - NP 
与 逆 变 基 向 量 g 具有 相同 的 方向 , 故 可 将 - (IN) =a N) SH alg] 
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ig 1) .于 是 (3.7) 式 中 的 马 可 表 示 为 ， 


E=} igini g Og. (3.10) 


Sih She 和 + MR. 
以 上 讨论 是 在 空间 坐标 系 | zx'| 中 进行 的 , 如果 选取 随 体 坐 标 系 |X*， 
:| 并 作 完全 类 似 的 讨论 , 则 (3.10) 式 还 可 写 为 


EE= Clai |)® C, (3.11) 


其 中 Cs 和 Cs 分别 为 随 体 坐 标 系 1X*,i! POPPERS. 
利用 (3.8) 式 , 守 恒定 律 的 总 体形 式 (3.1) 式 还 可 改写 为 


= | pede = | ewdz + [= -NdS. (3.12) 
根据 第 二 章 中 关于 而 元 和 体 抱 的 变换 关系 (2.61) 式 和 {2.63) 式 , 上 

式 也 可 以 在 参考 构 形 中 写 为 
Z| Jedn = | fowdn + | JE- UF) + NdS,, (3.13) 


其 中 we Meu 分 别 为 物体 在 参考 时 刻 z 所 占 的 体积 和 相应 的 表面 积 . 


占有 体积 v 的 物体 的 总 质量 可 以 表示 为 | pdwv, 其 中 p = plx) H 


当前 构 形 中 的 质量 密度 ,满足 0 p< 上 .质量 守恒 定律 的 总 体形 式 表 
明 ,物体 总 质量 的 时 间 变 比率 应 等 于 霉 ， 


a fedo =0 (3.14) 

这 相当 于 在 (3.1) 式 中 取 8 =1,~=0,2(N) = 0 的 情形 .利用 第 二 章 的 
(2.123) 式 , 上 式 还 可 写 为 

| (e+ pdiv v )du = 0. (3.15) 


以 上 方程 对 应 于 质量 守恒 定律 的 空间 描述 (Fuler 描述 ). 车 采用 物质 
描述 (Lagrange 描述 ), 则 由 (3.14) 式 , 可 将 质量 守恒 定律 写成 如 下 的 形 
式 : 


f ede = | Podvas (3.16) 


其 中 p。 = oy ( Xt) 为 参考 构 形 中 的 质量 密度 , 它 表明 物体 在 任意 时 刻 
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的 总 质量 都 与 初始 时 刻 的 总 质量 相等 . 
根据 (2.63) 式 , 上 式 还 可 瑟 为 


| (pf - podvy = 0. (3.17) 


质量 守恒 定律 的 局 部 形式 要 求 ， (3.15) 式 和 (3.17) 式 对 物体 中 任意 
部 分 的 体积 都 成 立 . 故 由 (3.15) 式 得 


p+ pdiv v = 0. (3.18) 
注意 到 (2,87) 式 :p= p + (pVv):w ERAT 128) 式 写 为 
p “+ div(pev ) = (3 e) + PE ? fg) = 0, (3.19) 


其 中 v 为 速度 w = vg ERG Be, TONEDE, g 由 (1.13) 式 给 出 . 
由 {3,17) 式 导 出 的 守 便 年 律 的 局 部 形式 为 
ale = $. (3.20) 
其 中 p = plx,t) 和 p= po( Xot) 中 的 变 元 之 间 满 足 (2.2) 式 :x 
x(X,¢). 
(3.18) 式 (或 (3.19) 式 ) 和 (3,20) 式 分 别称 为 Euler 型 和 Lagrange 型 


连续 性 方程 .特别 当 材 料 不 可 还 缩 时 ,由 divo = 0, 可 得 5=1 或 o = py. 
利用 (3.18) 式 , (3.12) 式 左 端 物质 积分 的 时 间 变 化 率 可 根据 
(2.123) RBA 
op op . 
= | ess = | | er? + ppdiv v dv = | pe dv, (3.21) 
上 式 的 结果 是 显然 的 ,因为 在 对 上 式 求 导 时 ,由 质量 守恒 定律 可 知 pdv 


并 不 随时 间 变 化 . 由 此 可 见 , 当 质量 守重 定律 成 立时 ,(3.12) 式 和 (3.13) 
式 可 进一步 与 为 


| ee dv = | wav + fz ， NdS， (3.22) 
和 [ po duy = | po ydus + T {E> (F7) ,NdSo. (3.23) 
$3.3 动量 守恒 


动量 守恒 定律 仅 在 惯性 系 中 成 立 , 其 总 体形 式 可 表述 为 :物体 总 动量 
的 时 间 变 化 率 等 于 作用 于 该 物体 上 所 有 外 力 的 合力 : | podv = 
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F(total) ,其 中 中 为 物体 内 代表 性 物质 点 的 速度 F (total) 为 所 有 外 力 的 
合力 .外 力 一 般 可 分 为 体力 和 面 力 两 种 .体力 通常 是 由 其 它 物体 对 该 物体 
的 远程 作用 而 产生 的 分 布 力 (如 万 有 引力 ). 若 以 向 量 场 了 表 示 单 位 质量 


上 的 体力 , 则 体力 的 合力 可 写 为 | gfas. 面 力 是 由 其 它 物体 与 该 物体 表 


面相 接触 而 产生 的 牵引 力 ( 如 静水 压力 ,摩擦 力 ,…), 若 以 1(N) 表示 法 
向 为 N 的 单位 面积 上 的 接触 面 力 (traction)， 则 其 合力 可 写 为 


| KAN)dS.( 由 于 集中 力 实际 上 是 分 布 力 的 极限 情形 , 故 在 以 后 的 讨论 


中 暂 不 考虑 作用 有 集中 体力 和 集中 面 力 的 情形 ). 因此 ,动量 守恒 定律 的 
总 体形 式 可 表示 为 
Gt 
这 相当 于 在 (3.1) RPH g、w Al RCN) 分 别 取 为 z ,fF ACN) 的 情形 . 
当 动 量 守恒 定律 的 局 部 形式 成 立时 ,|- 式 也 适用 于 物体 中 的 任意 部 
分 . 故 由 (3.8} 式 可 知 , 必 存在 一 个 二 阶 张 量 场 ,使 得 通过 物体 内 任 一 点 
x 并 且 具 有 单位 法 向 量 N 的 面 元 上 的 面 力 ( 见 图 3.2) 可 以 表示 为 
1(N) = @-N. (3.25) 


[ov dv = | pfdu + | INAS. (3.24) 


tN) 


图 3.2 具有 法 向 N PLAN) 


这 就 是 Cauchy( 第 一 ) 基本 定理 , 其 中 (N) 义 称 为 应 力 向 量 (stress 
vector) .由 于 通过 x 点 的 所 有 截面 上 的 应 力 向 量 t(N) 的 全 体 可 用 来 刻 划 
该 点 的 应 力 状 态 , 故 由 上 式 可 见 , 任 一 点 x 的 应 力 状 态 可 以 由 对 应 于 该 点 
的 张 量 o 表示 ,ga PA Cauchy 应 力 { 或 真 应 力 ) .于 是 , 当 质 量 守恒 定律 成 
立时 ,动量 守恒 定律 的 总 体形 式 可 利用 (3.22) 式 写 为 


| pode = | efae +| a- NdS, (3.26) 
其 中 a = vw 表示 物体 中 代表 性 物质 点 的 加 速度 . tA BES TA Pot 
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应 于 当前 构 形 的 动量 守恒 表达 式 , 称 为 Euler 型 方程 .如 果 在 初始 时 刻 的 
参考 构 形 中 来 进行 讨论 , 旭 需 采用 物质 描述 .这 时 ,利用 (3.23) 式 可 得 到 
Lagrange 型 的 动量 守恒 定律 表达 式 : 


| madu = | pofdes + | fa-(F')"+\NdS,, (3.27) 


上 式 右 端 第 二 项 面积 分 中 的 张 量 
S= go:(F') (3,28) 
通常 称 为 第 一 类 Piola-Kirchhoff 应 力 ,而 称 其 转 置 $” 为 非 对 称 名 义 应 力 
(non-symmetric nominal stress) .此 外 ,还 可 以 定义 如 下 的 张 量 
T° =F" +S = §F'-@-(F')',” (3.29) 
称 之 为 第 二 类 Piola-Kirchhoff 应 力 . 在 下 文中 ,我们 将 对 S MT”? 作 进 一 
步 的 讨论 ， 
HEB AGRA r) 和 岩 体 坐标 系 1X ,tl 中 ,Cauchy 应 力 的 并 积 形 
式 为 
o = g Sg = oC, O Cr. (3.30) 
EP g FIC, RAR lo} 和 | X* ,ti 中 的 协 变 基 疝 量 , 根 据 (3.10) 
式 和 (3.11) 式 ,Cauchy 应 力 还 可 表示 为 
o = Sig ie(e/ ie Os = Dee ege, 
(3.31) 
Heel | ORCC C14) 分 别 是 以 gi 和 以 C3 为 法 向 的 面 元 上 
的 应 力 向 量 .有 关上 式 的 推导 和 讨论 可 参见 高 玉 臣 所 著 的 《固体 力学 基 
础 》 一 书 . 
由 (2.8) 式 , 我 们 还 可 给 出 (3.30) 式 中 应 力 分 量 之 间 的 关系 
g = Frar Re 
g = aË X$ X’. 
注意 到 (2.26) KF? = X46, 的 ,第 一 类 Piola-Kirchhofi 应 力 的 
并 积 形式 可 写 为 
S = gx*a'g, © Ga = Sg Q Ga, (3.33) 
其 中 S* = fxi .由 于 g = g(x) MG, = Gs。(X) 分 别 是 x 和 XX 的 
ae. AS 是 一 个 两 点 张 量 . 如果 利用 (2,11) Ag = g Gr, LAET 
形式 她 写 为 


(3.32) 


S = SO, © Gs, (3.34) 
其 中 SY = gis 可 通过 (2.2) 式 x = x(X,t) MHA X A: HR 
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数 . 
因为 (2.26) 式 也 可 表示 为 F! = C OC, AUBA 
Picla-Kirchhoff 应 力 的 并 积 形式 可 由 (3,29) 式 和 {3.30) REA 


a 
T? = fo"G, O Gr = TG, Q Gz, (3.35) 


Ep TE = fo = fX X, 可 通过 (2.2) 式 而 被 看 作 是 入 和 t 的 函数 . 
下 面 来 讨论 动量 守恒 定律 的 局 部 形式 .对 (3.26) 式 右 端 最 后 一 项 利 
用 散 度 定理 ,有 


| a: Nas =[o-Vdv =| o’ gdo. 


因此 , 当 (3,.26) 式 对 物体 中 任意 部 分 的 体积 都 成 立时 ,可 得 
ao: V+ of = pa, (3.36) 
或 写 为 分 量 形 式 : 
o |, + pf! = pa’, (3.37) 
其 中 y Ma’ 分别 为 了 = fig, Ma = ag Eg THRE. (3.36) 
式 和 (3,37) 式 通常 称 为 运动 方程 (或 Cauchy 动量 方程 ). 当 略 去 方程 右 端 
的 惯性 项 时 ,以 上 方程 便 退 化 为 静 力 平衡 方程 .如 果 将 f 和 a 在 随 体 坐 标 
AIX ,ii 中 表示 为 了 = FC ya = a*C; 则 (3.37) 式 也 可 等 价 地 写 为 
g ||la + a = pa (3.38) 
需要 说 明 ,{3.36) 式 是 建立 在 变形 后 当前 构 形 上 的 Euler 型 运动 方程 ,其 
自 变 量 为 x 和 +- 对 于 固体 材料 ,通常 给 定 的 是 变形 前 的 构 形 ,而 变形 后 的 
构 形 则 是 待 求 的 ,此 外 ,由 (2.88) 式 可 知 ,(3.36) 式 右 端的 加 速度 与 速度 
之 问 的 关系 也 是 非 线性 的 .因此 ,运动 方程 (3.36) 式 实际 上 是 一 个 非 线 
人 性 方程 . 
如 果 采 用 Lagrange 描述 , 则 可 通过 (3.27) 式 得 到 动量 守恒 定律 的 局 
部 形式 .对 (3.27) 式 右 端的 最 后 一 项 利用 散 度 定理 ,有 
S- Vo + pof = at, (3.39) 
其 中 Yo 是 定义 在 物质 坐标 系 1X i 中 的 Hamilton 算 子 .因为 由 (3.33) 式 
表示 的 5 是 一 个 两 点 张 量 , 除 变 元 1 之 外 它 同时 还 是 忒 和 x* HHRMA 
X Sx Zl (2.2) Ax = (X10) ,所 以 {3.39) 式 左 端的 第 一 需 $， 


Va ms . G" , 称 为 “全 散 度 ", 其 中 


Ds 3s ; 38 
= + 


DX: 3X Box 
于 是 , 当 把 43.337 式 中 的 S“ BREN Aly 的 函数 时 ,!3.39) 式 的 分 量 形 
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式 可 表示 为 

SË + pafi = pa’, (3.40) 
其 中 s* = (Ss + STi) + (S47, + SYM, ein MAL. 128) LS 
为 


S2 js(V GS™) + (8%, + SPT ) ris, 


-1 
VG 
(3.40) 式 通常 称 为 Boussinesq 动量 方程 . 
此 外 ,我 们 还 可 以 写 出 用 第 二 类 Picla-Kirchhoff 应 力 了 = TG, 
© Gs 表示 的 运动 方程 .为 此 ,可 利用 (2.19) 式 对 8 在 基 1G。| 下 进行 分 
解 : 
S=F-. T = (Cy 的 GY) . (TC, G Gy) 


= TC, OG, = (a+ U‘ ly) TG, ® Gy. 
并 将 (3.34) 式 中 的 
SM = (68 + US Iu) TT 
AIEE XA: 的 函数 .这 时 ,与 (3.27) 式 相对 应 的 动量 守恒 定律 的 局 部 形 
式 可 以 在 物质 坐标 系 ; XS) 中 表示 为 


(F-T)+ Va + pof = poa, (3.41) 
或 写成 如 下 的 分 量 形式 
‘(ag + uM I) T) ln t pofi = poas, (3.42) 


其 中 OA ha 分别 为 位 移 向 量 ,单位 质量 上 的 体力 向 量 以 及 加 速度 
向 基 在 基 向 量 GC, 下 的 道 变 分 量 .(3.42) 式 通常 称 为 Kirchhoff 动 量 方程 . 

在 结束 本 小 节 之 前 ,让 我 们 对 动量 守恒 方程 的 * 率 型 ”形式 作 一 简要 
的 讨论 .分 别 对 (3.26) 式 和 (3.27) 式 求 物质 导数 ,并 利用 (2.114) 式 ~ 
(2.117) 式 和 (3.21) 式 ,可 得 


| pa dv = | pf dv + | a NdS, 


和 [ py a du -Í Paf de +l, 5: Nd5,.- 
“Ty ta T 


a 
上 式 中 
S= fo F", 
s= ot+a(dvu)-o@°L", (3.43) 
L’ = D- W. 
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因此 , 当 上 式 的 积分 区 域 对 物体 中 任 一 部 分 体积 都 成 立时 ,可 得 
o: V + pf = pa, 
S Va + pof = Lt 

它们 分 别 为 动量 守 便 方程 (3.36) AAG .39) 式 的 " 率 型 " 形式 . 


§3.4 mii 


在 惯性 系 中 ,动量 矩 守恒 定律 的 总 体形 式 可 以 在 当前 构 形 下 表示 为 


(3.44) 


= | xx (pv )dv = | eG, +x X f)du f, [m N) + x x t(N)]dS. 


(3.45) 
这 相当 于 在 (3.1) 式 中 取 gg = xxv WwW=1,+rxf 和 x(N)= m.(N) 
+xXxXt(N) 的 情形 .上 式 左 端的 积分 是 关于 坐标 系 ix'| 原点 o 的 动量 
和 矩 , 其 时 间 变 化 率 应 等 于 作用 在 物体 上 总 的 合力 矩 , 它 包括 单位 质量 上 的 
体力 偶 1, 和 接触 曾 力 偶 向 量 m, N) 的 贡献 以 及 体力 和 接触 面 力 tN) 
Xt o 点 的 合力 矩 .( 注 意 到 (3.24) 式 , 可 知 (3.45) 式 中 的 x 也 可 改 为 x - 
;其 中 后 为 任 一 常 向 量 .因此 ,以 上 定律 对 任 一 给 定点 取 和 矩 时 都 成 立 ). 
(3.25) RM x x t(N} = xX (a-N) = (xXxg):NN, 并 根据 关 

F (3.8) 式 的 讨论 ,可 知 存在 一 个 比 m,(N) BROKE OM, 使 得 : 

m = M.: N. 
上 式 称 为 Cauchy! 第 二 ) 基本 定理 ,其 中 的 二 阶 张 量 M. KAR RAKE. 
利用 (3.21) 式 , 并 注意 到 x 的 物质 导数 为 速度 向 量 w 以 及 vw xm = 0, 
则 可 将 (3.45) 式 写 为 
| ecx x a)dv = | eC. +x x f)du +| (Mm. txxo)' NdSs. 


对 上 式 应 用 散 度 定理 , 便 得 到 动量 扰 守 恒定 律 的 局 部 形式 
xr xXa= plil, +xxXf)+(M.+xxo)-¥ 
FEP x, = 8 TA 
(xxe): V=(xxeøe), g =xXlo-V) +g Xla-g) 
=xxla-V)-e: 4, 
HPs=cye Oe Oo ABRKE. FE. LAKH 
M,- V+ pl, —@:0=x% (pa - pf-o-V¥). 
根据 动量 守恒 方程 (3.36) 式 , 上 式 右 端 应 该 等 于 零 , 由 此 得 到 以 下 的 动 
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量 矩 守恒 方程 : 
M,: V+ ol, = :0. 
lah REA RAKE AS Wl LORIE 
é:a=%, 
即 Ego’ = y gep =0 或 ot = o*, (3.46) 
这 时 ,Cauchy WH o 在 基 向 量 g, FBR oo 关于 其 指标 是 对 称 的 ， 
而 由 (3.35) 式 表示 的 第 二 类 Piola-Kirchhoff WAT” 在 基 向 量 G, 下 的 


逆 变 分 量 TI = JPX X, 关于 其 指标 A 和 BB 也 是 对 称 的 . 
在 以 后 的 讨论 中 ,我 们 将 假定 (3.46) 式 总 是 成 立 的 . 
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Cauchy 应 力 e 是 通过 当前 构 形 中 作用 在 面 元 NdS 上 的 接触 面 力 
t(N)dS 来 加 以 定义 的 ,因此 o 是 一 个 Euler 型 张 量 .对 应 于 参考 构 形 中 
的 接触 面 力 , 可 形式 地 写 为 

at(,N)dS,. 
如 果 给 定 了 1(N)dS 与 ,1(oN)dS, 之 间 的 对 应 关系 ,那么 我 们 便 可 以 通 
过 ,i(。N) 来 定义 参考 构 形 中 的 应 力 张 量 . 讽 如 对 于 Lagrange 定义 法 则 ， 
可 假定 


t(N)dS = ot Go N}dS,. (3.47) 
而 对 于 Kirchhoff 定义 法 则 ,可 假定 
t(N)dS = Fe yt’ GN dS. (3.48) 
因为 上 两 式 的 左 端 可 写 为 


o: NdS = fe'(F') oNdS,, 
所 以 由 
ot CON)= SN 和 PGN) = TON 
所 定义 的 应 力 S 和 了 2 将 分 别 对 应 于 (3.28) 式 和 (3,29) 式 的 第 一 类 和 
第 二 类 Piola-Kirchhoff 应 力 张 景 .显然 ,以 上 的 "定义 法 则 ” 带 有 较 太 的 人 
为 性 .例如 ,我 们 还 可 以 通过 变形 梯度 正在 极 分 解 中 的 正 交 张 量 民 来 定义 
t(N)dS = R-,t'?(N)dS,, 

并 由 此 引进 修正 的 Biot MAKE TT = U. T”. TA, RR 
的 观点 来 定义 Lagrange 型 应 力 张 量 .为 此 , 先 来 讨论 关于 变形 功率 的 具 
体 表达 式 . 
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现 假定 在 + 时 刻 Cauchy 应 力 g 满足 运动 方程 (3.36) 式 和 物体 边界 

Av, 上 给 定 的 面 力 
oN = £(N). 
这 时 ,对 于 在 物体 边界 3v, 上 其 有 给 定 速度 5 的 任意 虚 速 度 场 = ug, 
可 写 出 如 下 的 恒等式 
| ce lg + pf ~ pa) -v'dv = 0. 

利用 散 度 定理 ,并 根据 oo” 关于 指标 ; 和 j OE PER BOP 9 
方程 : 


fo: D'du+ | oa vdv 


=| mr o'dv + | ICN). v'as + Í N-a-v dS, (3.49) 
v a 


上 式 中 p= dig Og = Jo: +a lg @eg (3.50) 
为 对 应 于 虚 速 度 场 w 的 虚 变 形 率 , 而 5:D” = te D') = o'd 为 
庶 变 形 功 率 . 特 别 地 , 当 vw "为 真实 速度 场 时 ,(3.49) 式 右 端 为 外 力 的 功 
率 W.: 

wa TON) - v aS + | Na ,zi dS, 


19 (3.49) 式 左 端 第 二 项 为 动能 K 的 时 间 变 化 率 : | 
= (Lf pv -v dv)= [pared 
这 时 ,(3.49) 式 和 将 化 为 
fe : Ddo + K= W. (3.51) 


需 指 出 ,上 式 对 物体 中 的 任意 部 分 体积 也 是 成 立 的 . 
{3.51) 式 也 可 在 参考 构 形 下 每 为 


| fo: Ddu + K= W. (3.52) 
上 式 堪 端 第 一 项 的 被 积 函 数 对 应 于 参考 构 形 中 单位 体积 的 变形 功率 , 它 
是 坐标 变 痪 下 的 不 变量 . 注意 到 KA 家 并 不 依赖 于 应 变 度量 的 选取 , 因 
E fo: D 也 与 应 变 度量 的 选取 无 关 .Hill 曾 由 此 来 定义 与 给 定 的 


Lagrange 型 应 变 E MIAN TR T HE SE. WR E 
称 ,那么 了 就 是 满足 
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fo: D=t:D=T:E (3.53) 
的 对 称 化 张 量 . 上 式 中 
t= fe, (3.54) 
4 Kirchhoff 应 力 ,其 并 积 记 法 为 
t= fog @g, = jo CC Q Cy = font BC. (3.55) 
例 1 AREER (2.130) 式 ,可 将 (3.53) RAW 
tr:D=rt:{(F'. EM? FC) = (Fee FT): E., 
可 见 与 Green 应 变 EY = Fe - 了 ) MRM MHABOK 
Piola-Kirchhoff 应 力 : 


即 g: D= T” : E”. 
2 根据 (2.132) 式 , 有 


pt: D= r: (RF EV iT) = (Ft ee FDS EO, 
因此 Ge? ABS ee AE Ay 
TO? = fF + 6+ ¥F. (3.56) 
H (2.25) Ñ F = C, O G ABIDA MET SAMPRIFRER: 
T” = fonti © G”. 
这 说 明 = fo 在 基 向 量 C PST 在 基 向 量 G* 下 具有 相同 的 协 变 
分 量 . 
例 3 由 的 对 称 性 ,(3,53) 式 还 可 以 改写 为 
t:D=t:b=c:(F+F!)=(2-F"):F=S8:F, 
其 中 工 = D + W 为 速度 梯度 张 昌 .上 式 表 明 SUP HG EH E 
度 王 并 不 是 一 个 应 变 度量 ,所 以 $ 与 刁 之 间 并 不 是 在 严格 意义 下 的 共 罗 . 


例 4 HW Green RE” = 5? -D MR BHAT U+ 
U- U) , 故 有 


Fr :有 = ge = 57": (b U+ U. Ù) 
_ s(n U+ Ue TD) EP, 


WHS LEW EP = U- ESE 
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TP = Jor” "U+ Ue T”), (3.57) 


称 之 为 工程 应 力 . 
与 (2.66) 式 表示 的 一 般 应 变 度量 E 相 共 轿 的 应 力 T 可 通过 主轴 表 
示 法 形式 地 写 为 


T= X) Tak, @ La (3.58) 
为 了 给 出 工 。 的 具体 表达 式 ， 现 将 Kirchhoff 应 诺 力 + 在 Euler 主轴 下 表示 为 
t= 5 Tal © ty. (3.59) 
这 时 ,根据 (2.129) 式 和 (2.162) 式 ,可 将 (3.53) 式 写 为 
X TE = Dr rd 


再 利用 (2.170) R, 可 得 


ZA Ag 
(A, ,A )T, 一 Ta la, =). 
xe + ay F ff tap p Eag 


上 式 对 任意 的 变形 率 都 成 立 . 故 要 求 d,s 的 系数 为 零 ,因此 有 


A, ta Tog 
Ta = | | y “个 对 a, BRA), (3.60) 


on Ap 
其 中 p(a,.a,) 由 {2.171) 式 给 出 


109) — f(a.) 
=à, 


FO) = lim ，( 当 1。= Ay), 


(A, Ag) = 
pene 8" | FO) -Fa 
As A, 
特别 地 ,对 于 由 (2.68) 式 表示 的 Seth 应 变 度 量 类 , 当 取 = 1( 即 
(2.69) 式 ) 和 n= 一 1( 即 (2.73) 式 ) 时 ,(3.60) 式 将 分 别 对 应 于 : Ti = 


ia Bat a BRA) MTS! = Asta E aB RA). 注意 到 (2.56) 


式 , 上 式 可 等 价 地 写 为 
T? -Fii.r .FT 和 roe = F’- ce F. 
这 与 例 1 和 例 2 的 讨论 是 相 一 致 的 .如 果 取 n = 0, 则 与 对 数 应 变 E" 相 
共 亏 的 应 力 可 和 写 为 Te = OTL, @ L,, 称 之 为 对 数 应 力 ,其 中 TY 
agai 
由 (3.60) 式 表示 为 


(H A, A Ag). 
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Tyas (4 Aa = Ag). 
下 各) = 
af 


(Ap 一 Al) Ta ` 
Aa dy mA O Ae A Api BM a, p RA). 


(3.61) 
例 5 利用 变形 梯度 张 量 F 在 极 分 解 式 中 的 正 交 张 量 民 , 还 可 将 
(3.53) 式 写 为 
tr: D=(R'+ t+ R): (RD 玉 ). 
由 此 可 定义 无 旋 变 形 率 
D® = R- D:R =U E”. U`, (3.62) 
URSZR: 
T® = R +r? R. (3.63) 
上 式 可 理解 为 对 应 于 只 有 纯 变 形 而 无 转动 的 “中 间 构 形 ” 上 的 Kirchhoff 
应 力 .如 果 z 的 主 方向 正好 与 Euler E$ LCa = 1,2,3) 相 重 合 , 即 (3.59) 
RPE ro =0( 当 w 尖 外 , 则 由 (3.61) 式 并 注意 到 (2.55) 式 ,可 知 这 时 由 
(3.63) 式 表 示 的 无 旋 应 力 T 正好 等 于 对 数 应 力 T™. 
一 般 说 ,(3.62) 式 中 的 D'” 并 不 直接 对 应 于 某 一 个 (Lagrange 型 ) 应 
变 度量 的 物质 导数 .但 当 变 形 率 张 量 D 的 主 方向 在 t 时刻 正好 与 Euler E 
轴 ia = 1,2,3) 相 重 合 时 ,{2.129) 式 将 变 为 


3 
D= >d OL, (3.64) 
a=1 


即 当 gw + BAT, = 0. 而 这 时 的 对 数 应 变 eB yi Se OT HE (2. 162) 
式 和 (2.170) RBH 


其 中 
0, (H a Æp). 
对 比 以 上 两 式 ,可 得 DR = B® ,可 见 当 (3.64) 式 成 立时 ,TIR 也 可 以 看 
作 是 与 对 数 应 变 E” = ln U HE. 
此 外 , 当 应 变 很 小 时 ,可 对 (2.66) 式 中 的 f(a) 在 = 1 处 进行 级 数 
展开 .类 似 于 (2,74) 式 的 讨论 ,可 得 


E“ = (U-I) 5(U IY 4 


Ke | B® = U-S(U-D- btb 0- D+ 
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= 2U- su -U+ Ue ute, 
再 利用 恒等式 
1, yy 1 2 
U=5(U +I -3U-9, 
可 知 略 去 高 阶 小 量 后 ,有 


UE -us2u- 0 u- Sar È U+ Ue Ue Uy toe 


L 2 ki . 1 2 _ 
Su + 站 | Ueu+u-u- EE +d] 
Joi U+U-+U U’) + 


= 5(0-u+ UU)+. 


= ED 
因此 , 当 应 变 很 小 时 ,由 (3.62) 式 可 得 
p® = DC = E” + 高 阶 小 量 . {3.65) 


说 明 这 时 的 TS 可 近似 地 看 作 是 与 对 数 应 变 E” ARER. 
对 于 一 般 的 应 变 度量 互 ,与 其 根 共 印 的 应 力 了 也 可 以 近似 地 用 对 数 


Eo = RE ta + FE. E+E- E) + OEE. 
再 由 EU 和 工 ” 的 对 称 性 ,有 


T: E = 7": Eo 


= 7: [E- 于 (1 + OE E+E- E) + OLEJE] 


[T9 -50+ f(r? -E+E T”) + OCT BY]: E. 
因此 , 当 变 形 较 小 时 ,了 可 近似 地 表 相 为 
T=7T" - Ja + DDT- E+E. T”)+ OCT” + BE’). 


(3.66) 
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$3.6 能 量 守 恒 
(一 引言 


的 回顾 ,所 要 研究 的 物体 (或 某 些 物体 的 组 合 ) 将 称 为 热力 学 体系 ,并 假 
定 其 热力 学 状态 通常 可 由 若干 个 独立 的 状态 参量 来 加 以 描述 .独立 参量 
的 个 数 称 之 为 该 体系 的 自由 度 . 其 它 的 状态 参量 可 表 上 水 为 这 些 独 立 参 量 
的 函数 , 称 之 为 状态 函数 . 

状态 参量 可 以 是 几何 参量 (如 应 变 ) ,力学 参量 (如 压强 .应 力 ) ,热学 
参量 (如 温度 ) ,电磁 参量 (如 极 化 蝇 度 ,电场 强度 ) 和 化 学 参量 (如 化 学 成 
分 ) 等 .这 些 参 量 可 分 为 两 类 ,一 类 是 随 体 系 大 小 而 改变 的 可 加 量 , 称 为 
广 延 量 (extensive) ,如 克 分 子 数 ,体积 以 及 下 面 将 要 讨论 的 内 能 等 ; 另 一 
类 是 表示 物质 内 在 性质 的 量 , 称 为 强度 量 (intensive) ,如 压强 .温度 ,密度 
等 .在 热力 学 功 的 表达 式 中 , 广 延 量 和 强度 量 分 别 作为 广义 位 移 和 广义 力 
成 对 出 现 ,如 体积 和 正 强 , 极 化 强度 和 电场 强度 等 ,一 个 广 延 量 被 体系 的 
总 质量 或 总 克 分 子 数 除 之 后 可 变 为 相应 的 强度 量 . 

如 果 状 态 参 量 不 随 物体 内 容 观 意义 下 的 物质 点 的 改变 而 改变 , 则 称 
体系 是 均匀 的 .如 果 状 态 参 量 不 随时 间 改 变 , 也 没有 宏观 流动 过 程 , 则 称 
体系 处 于 热力 学 平衡 态 .体系 有 可 能 从 一 个 平衡 态 变 化 到 另 一 个 平衡 态 ， 
这 种 热力 学 状态 随时 间 变 化 的 这 程 称 之 为 热力 学 过 程 . 热力 党 过程 可 以 
是 可 道 的 ,也 可 以 是 不 可 逆 的 ,前 者 是 一 个 始终 保持 与 热力 学 平衡 态 无 限 
接近 的 变化 过 程 , 故 是 一 个 理想 化 了 的 准 静 驴 过 程 . 

经 典 热力 学 主要 基于 以 下 四 个 定律 : 

第 零 定律 :各 自 与 第 三 个 体系 处 于 热平衡 状态 的 两 个 体系 之 间 也 彼 
此 处 于 热平衡 状态 .这 一 定律 的 重要 意义 在 于 它 使 我 们 可 能 引进 温度 的 
概念 ,并 由 此 再 现 地 测量 任何 一 个 体系 的 温度 . 

第 一 定律 : 白 然 界 中 … 切 物质 都 具有 能 量 .能 量 明 然 有 各 种 不 同 的 形 
式 , 并 且 可 以 从 一 种 形式 转化 为 另 一 种 形式 ,从 一 个 物体 传递 给 另 一 个 物 
体 ,但 在 转化 和 和 传 递 过 程 中 ,能 量 的 数量 是 守恒 的 .这 一 定律 的 重要 意义 
在 于 : 当 热 力学 体系 处 于 平衡 态 时 ,有 一 个 称 之 为 内 能 的 状态 是 数 . 在 绝 
热 过 程 中 ,体系 内 能 的 增加 等 于 外 界 对 该 体系 所 做 的 功 . 

第 二 定律 :能 基 转 化 和 传递 的 热力 学 过 程 可 分 为 * 正 这 程 ” 和 “ 道 这 
程 ” 两 类 ,前 者 可 以 “自发 ”进行 ,而 后 者 必须 伴随 " 正 过 程 ” 才 可 能 实现 . 
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以 上 关于 热力 学 过 程 进行 方向 的 定律 有 许多 相互 等 价 的 表述 ,如 : 

Clausius 说 法 (1850) :不 可 能 把 热量 从 低温 物体 传递 给 高 温 物 体 而 不 
产生 其 它 影响 . 

Kelvin 说 法 (1851) :不 可 能 从 单一 热源 取得 热 晤 使 之 完全 转变 为 有 
用 功 , 而 不 产生 其 它 影响 . l 

Carathéodory 说 法 (1909) :对 任意 一 个 热力 学 平衡 态 ,总 存在 这 样 -…- 
些 邻 近 状 态 ,使 得 从 该 平衡 态 出 发 不 能 通过 绝热 过 释 达 到 这 些 今 近 状 态 . 

第 三 定律 (Nernst,1906) : 不 可 能 通过 有 限 个 可 道 步 又 达到 绝对 堆 
E. 

在 以 上 四 个 定律 中 ,最 重要 的 是 第 一 和 第 二 定律 ,下 面 我 们 将 分 别 对 
它们 进行 较为 详细 的 讨论 . 


(2) 能 最 守恒 的 总 体形 式 和 局 部 形式 


热力 学 第 一 定律 是 关于 热力 学 过 程 中 能 量 守恒 的 定律 ,该 定律 与 一 
个 称 之 为 内 能 的 状态 函数 的 引进 密切 相关 ,内 能 作为 状态 函数 的 存在 竹 
可 由 大 量 的 实验 予以 证 实 , 也 可 通过 更 为 基本 的 假设 来 加 以 证 明 . 

能 量 守恒 定律 可 表述 为 ;对 于 一 个 热力 学 体系 ,其 总 内 能 < 和 总 动能 
K 的 时 间 变 化 率 等 于 外 力 对 该 体系 所 作 的 功率 玉 以 及 输入 给 该 体系 的 
其 它 类 型 能 量 的 时 间 变 化 率 之 和 . 其 它 类 型 的 能 量 可 以 是 热能 ,化 学 能 
等 .为 简单 计 ,以 后 我 们 仅 考虑 热能 ( 量 )2. 于 是 ,能 量 守恒 定律 可 表示 为 


itke Wto (3.67) 
车 定义 单位 质量 上 的 内 能 密度 为 ,那么 ,占有 体积 o 的 物体 的 总 内 
能 可 由 体积 分 表示 为 
E = | pede. 

Py ik BPRS BR (SO A) 提供 ,也 可 通 
过 物体 表面 输入 给 该 物体 , 故 其 时 间 变 化 率 可 写 为 
多 = | phdv -| gq(N)ds, 

其 中 p 为 密度 ,六 为 单位 时 间 内 单位 质量 上 的 分 布 热源 ,ytN) 为 单位 时 


a 


Fi ek He OS A TAH. 注意 到 K = G po > 


odo ñ W= | of vdu + I, (N) + 0dS, Hite 为 质点 的 速度 ,f 和 
1(N) 分 别 为 体力 和 面 力 ,能 基 守 恒定 律 的 总 体形 式 可 由 (3.67) 式 表示 为 
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g felge votre) = {pf v+ havt 
[ OCN) + v = glN))ds. (3.68) 
当 上 式 对 物体 中 任 一 部 分 体积 都 威 立 时 , 则 类 似 于 (3.8) 式 , 可 知 有 
t(N} + v= ure: N, gN) =q-N, 


其 中 ON 为 物体 表面 的 单位 外 法 问 量 ,G 为 Cauchy 应 力 ,q 为 热流 向 量 . 
(3.67) 式 还 可 利用 (3.51) 式 改 写 为 


¿= | o: Ddv + È, (3.69) 
其 中 DD 为 变形 率 张 量 . 于 是 (3.68) 式 简 化 为 
| pe dv = [o : Dde + | pide 一 | 4 - Ndë. (3.70) 
能 基 守 和 恒定 律 的 局 部 形式 可 根据 上 式 写 为 
pe= ao: D+ ph- Veg. (3.71) 
以 上 是 基于 当前 构 形 的 讨论 .对 应 于 初始 构 形 ,(3.70) 式 应 改 为 
| oedo= | fe: Davo +] phdvo ~ | gq (FV NdS, 
(3.72) 
WREX qo = $F ，g 为 初始 参考 构 形 中 物体 表面 的 热流 向 量 , 则 在 初 
始 参 考 构 形 中 ,能量 守恒 定律 的 局 部 形式 可 写 为 
poe = T: E+ ph- Vigu (3.73) 
Ex A WEMA EATER Lagrange SHWE RT ESE MOE 


BONDE, Vos do 是 在 初始 参考 构 形 中 关于 qo ARE. EAR, UWF 
一 个 具有 单位 初始 体积 的 均匀 系 , 当 其 热力 学 状态 从 一 个 平衡 态 (1) 达 


刘 必 一 个 平衡 态 42) 时 , 内 能 的 改变 量 og Cee, — em) = i T:dE + 


[ 2 与 状态 空间 中 由 状态 (1) 到 状态 (2) HEER LE, AM 
ata} 
体系 的 热量 | 5D 却 依赖 于 站 状态 (1) 到 状态 (2) 的 路 径 . 
§3.7 W 
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程 进行 的 方向 并 没有 加 以 限制 . 关于 热力 学 过 程 进行 的 方向 问题 是 热力 
学 第 二 定律 所 要 讨论 的 内 容 . 它 可 以 有 许多 种 相 下 等 价 的 表述 形式 ,如 上 
小 节 提 到 的 关于 热量 从 高 温 物 体 白 发 传递 给 低温 物体 的 Clausius 说 靶 ， 
KF BE AA Kelvin 说 法 以 及 Carathéodory 说 法 等 等 . 

关于 以 上 几 种 表述 形式 的 等 价 性 证 明和 讨论 可 以 参见 有 关 的 “热力 
学 ”教程 (如 王 竹 浸 著 的 4 热力学》) .下 面 我 们 仅 对 Carathéodory 说 法 作 一 
简要 的 讨论 . 

现 考虑 一 个 热力 学 体系 .对 于 该 体系 ,可 设法 构造 一 个 热力 学 循环 ， 
使 其 先 由 第 一 个 平衡 态 (1) 经 过 等 温 脱 胀 过 程 到 达 其 邻近 的 第 二 个 平衡 
态 (2). 在 此 过 程 中 体系 吸收 热量 2 > 0, 并 对 外 作 功 Wi; .假定 以 上 过 
程 十 分 缓慢 ,以 至 可 忽略 动能 的 贡献 , 则 由 热力 学 第 一 定律 ,该 体系 内 能 
的 改变 量 为 

é.-€, =- Wy + J. 
如 果 Carathéodory 说 法 不 成 立 , 则 由 第 二 个 平衡 态 (2) 经 过 绝热 过 程 可 以 
回 到 第 一 个 平衡 态 (1) ,在 这 一 过 程 中 体系 与 外 界 没 有 热量 交换 但 对 外 作 
Th Wi . 当 忽略 动能 的 贡献 时 ,该 体系 内 能 的 改变 量 可 写 为 
ei1 ~ e =~ Wy. 

经 过 上 述 循环 过 程 后 ,体系 完全 回 到 了 原来 的 状态 (1) , 而 体系 对 外 所 作 
的 总 功 为 Wu + Wa = 2, > 0. 这 说 明 , 可 以 从 单一 热源 取得 热量 使 之 
完全 转变 为 有 用 功 而 不 产生 其 它 影响 . 这 恰恰 与 热力 党 第 二 定律 的 
Kelvin M ET E W. A A Carathéodory 说 法 可 作为 热力 学 第 二 定律 
的 男 一 种 表述 形式 . 

现 假定 所 要 讨论 的 热力 学 体系 是 一 个 具有 单位 初始 体积 的 均匀 系 ， 
其 热力 学 状态 可 由 内 能 es 和 应 变 吾 来 加 以 描述 .考虑 到 应 变 有 6 个 独立 分 
基 , 因 此 体系 的 自由 度 为 了 ,其 它 的 状态 参量 (如 应 力 和 经 验 温度 了 ) 可 
表示 为 ALE 的 消 数 .输入 给 该 体系 的 热量 增 晤 可 由 (3.73) ABA 

82 = mde ~ T: dE. (3,74) 
为 以 后 讨论 方便 起 见 , 上 式 也 可 改写 为 


52 = pde — 5 Td, , (3.75) 
APE, AT Ca = 1 .2 46) AIA E MIT BUS}. (3.75) 式 右 端 对 应 
于 微分 方程 中 的 发 甫 型 (Pfaffian differential form), 它 存在 积分 因子 > 
(EAH AST OR nlc, E) 的 全 微分 的 充 要 条 件 为 发 甫 方程 


pode 一 3 T'dE, = 0 (3.76) 
是 完全 可 积 的 .(3.76) 式 在 物理 上 相应 于 一 个 绝热 过 程 .因此 ,在 可 逆 过 
程 中 ,状态 函数 yle, E) 存在 的 条 件 可 由 热力 学 第 二 定律 的 Carathéodory 
说 法 以 及 相应 的 Carathéodory 引 理 得 到 保证 .该 引 理 适 用 于 任意 有 限 维 
状态 空间 ,这 里 仅 讨论 8 和 EE.(a = 1,2,…,6) 所 张 成 的 7 维 状态 空间 .这 
At ,Carathéodory 引 理 可 表述 为 :对 于 由 ,Eta = 1,2,…,6) 所 张 成 的 7 
维 空间 中 的 任意 一 点 ,如 果 存 在 这 样 一 些 邻 近 点 ,它们 不 能 用 满足 (3.76) 


式 的 曲线 与 该 点 相连 接 , 那 么 ,发 甫 型 (3.75) 式 必然 存在 积分 因子 地 ,使 


其 成 为 某 一 个 函数 po y 的 全 微分 .以 上 引 理 的 证 明 可 见 文献 [3.3], 也 可 
在 有 关 的 书籍 中 找到 (例如 王 竹 溪 著 的 《热力 学 》, 高 等 教育 出 版 社 ， 
1955). 这 里 不 再 讨论 .显然 ,热力 学 第 二 定律 的 Carathéodory 说 法 恰好 就 


是 上 述 引 理 成 立 的 条 件 . 由 此 可 见 ， 分 因子 和 状态 函数 py 是 存在 
的 ,并 可 将 (3.75) RBH 


6 
pobdy = pide - >) T dE, = 82. (3.77) 
a=l 


上 式 表明 ,对 于 一 个 具有 单位 初始 体积 的 均匀 系 ， 当 其 热力 党 状态 从 
一 个 平衡 态 (1) 经 过 准 静 态 可 逆 过 程 达到 男 一 个 平衡 态 (2) 时 ,虽然 输入 


给 该 体系 的 热量 ”8 和 依 囊 于 状态 空间 中 从 状态 (1) 到 状态 (2) 的 路 径 ,但 
[2 却 与 从 状态 (1) 到 状态 (2) 的 路 径 无 关 , 它 等 于 olo = yo): 

例 。 现 考 不 体积 为 v 旦 处 于 平衡 态 的 气体 .假定 其 状态 变 基 仅 为 内 
能 : 和 体积 多, 压强 是 以 : HV 为 变量 的 状态 函数 : 

p= ple, V). 
如 果 过 程 无 限 缓慢 ,以 致 可 忽略 慢性 效应 和 粘性 效应 , 则 (3.52) 式 将 简 
ity dW = {于 :dE)V =~ jpdy. 相 应 的 能 量 守 恒定 律 为 
pode + pdV = &2. 

在 绝热 过 程 中 ay = 0, 可 知 状态 变量 应 满足 方程 


de 


po sy = 7 ble). (3.78) 


EG, V) 平面 上 过 某 一 点 (su,V) 自满 足以 上 方程 的 (# ,WV) 构成 一 条 
曲线 , 称 之 为 绝热 曲线 ,可 表示 为 
pa nls, V) = const. (3.79) 


aa -+ 
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根据 热力 学 第 二 定律 的 Carathéodory 说 法 , 对 于 任意 热力 学 状态 (suv， 
YV) ,在 其 邻近 总 存在 这 样 一 些 状态 (s ,WV) ,使 得 状态 (su， Vo) 不 可 能 首 
过 可 道 绝热 过 程 达到 状态 (e ,V). 即 在 状态 (so, Vi) 邻近 总 存在 一 些 不 
在 绝热 曲线 上 的 热力 学 状态 (s,V) .在 上 述 前 提 下 , 由 Carathéodory 引 


ATER AES BET (ode + pdV) 是 一 个 全 微分 : 
ady = FC pd + pdV). 


即 存在 两 个 状态 函数 6 = 0G, V 和 ?= G, VEERE. 
事实 上 , 沿 绝 热 曲 线 (3.79) 式 , 有 


ð E 
Va a 
body = on | a + sav }= 0, 


em X= <2 ,再 由 (3.78) 式 ,得 
a 

p=- ety =m So oe = ee av 

FEA: Ody = pode + pdV. 
党 注意 ,满足 (3.77) 式 的 8 和 ”并 不 是 惟一 的 .为 了 使 9 和 yy 分 别 对 
应 于 热力 学 中 的 绝对 温度 和 状态 函数 精 ,就 必须 昌 求 和 是 一 个 强度 量 ,而 
SHA ?是 一 个 广 延 量 . 为 此 ,我 们 来 考虑 两 个 相 五 处 于 热力 学 平 
衡 状态 的 均匀 系 . 它 们 各 自 的 独立 状态 参量 的 个 数 都 为 7. 
假设 第 一 个 体系 的 密度 为 pu ,体积 为 Vi ,由 (3.77) 式 所 确定 的 总 
HA 
on = pa Vor Fas 

与 该 体系 体积 成 正比 的 "应 变 分 量 ”为 

EY = VEP, (B= 1,207.6). 
类 似 地 ,假设 第 二 个 体系 的 密度 为 cla ,体积 为 Yi ,由 (3.77) 所 确定 的 
ARA 

He = Am Vinton 

与 第 二 个 体系 体积 成 正比 的 “应 变 分 量 ”为 

EY = Va EP, (8 = 1,2,.,6), 
为 了 讨论 方便 起 见 , 现 选取 第 一 个 体系 的 状态 参量 为 经 验 温度 T go 
WR ED PANSIER EYE = 1,2,…,5). 选取 第 二 个 体系 的 状态 
参量 为 经 验 温 度 Too URED PATS AH EP (8 = 1,2,…， 
5). 因 为 这 两 个 体系 处 于 热力 学 平衡 状态 , 故 有 了， = T,= 了 .于 是 ,总 
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Ok Z abl ab A T > PRE pera i1 9... S414 
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f=filgy EP), fh = AiG EP). 
BER Oo, 5 EW C8 = 1,2,…,5) ER, 9a SEY (8 = 1,2,…,5) BR, 
所 以 (3.84) 式 的 右 端 等 于 零 . 由 此 可 见 ,(3.84) 式 的 左 端 也 等 于 零 . 故 有 
a 


J . 
po fan) = Ee fi) = 0, 


d j 
一 -一 (ln Bay) = —— (In fr) = 0. 
aE aEp! 


BDA, RA nu) ORR: f= Na) ,fi = fp). 


He] 


再 定义 p = [U R ODdu, = 1,2), (3.86) 
和 和 7 = ți + Ra- (3.87) 


则 由 dH = fidpuy diy = idjo ;以 及 (3.85) 式 : a = OTA (k 
= 1,2), 可 得 
Body = Tdi, (k = 1,2; 不 对 上 上 求 和 ). 
于 是 ,输入 给 总 体系 的 热量 (3.80) 式 可 写 为 
ATID + day) = OCT) da. (3.88) 


由 (3.85) 式 所 定义 的 OCT) 仅 依赖 于 经 验 温 度 工 ,而 与 体系 的 其 它 
状态 参量 无 关 , 称 之 为 绝对 温度 , 除 一 个 常数 乘积 因子 外 , 它 是 完全 被 确 


EH ERREEN ALUT) > 0,infé = 0. 由 (3.86) 式 和 (3,87) 式 定义 的 
mop 和 了 分 别称 为 第 一 个 体系 .第 二 个 体系 和 总 体系 的 糖 . 除 一 个 可 加 
常数 外 ,它们 也 是 完全 被 确定 的 . 

在 以 后 的 讨论 中 ,我 们 将 以 3 表示 单位 质量 上 的 燃 密 度 , 以 6 表示 绝 
对 温度 .这 时 ,(3.77) 式 可 写 为 

pofdy = pde — T : dE. (3.89) 

县 有 上 式 形式 的 方程 称 为 Gibbs 方程 . 

如 果 以 & 和 五 作为 状态 变量 ,由 上 式 可 得 


1 2 _ 可 
方 = gh T =- pO 5h. (3.90) 
如 果 将 状态 变量 取 为 y ALE WW (3.89) 式 可 得 
de ðe 
= an’ T= po Ey (3.91) 


如 时 选取 8 和 EE 作为 独立 的 状态 变量 , 则 (3.89) 式 可 写 为 


3 a de de 
po 852 o8 + po 9 52): dE = p S5d0 + (o g- T): dE. 


alee oe 
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T. 


g 220, E) _ 98(G,E) g 212E) _ Jela, E) © 
26 3g 名 JE mak 


(3.92) 
(3.89) 式 右 端 表示 输入 给 单位 初始 体积 的 热量 增 量 , 因 此 ,单位 质 


量 上 输入 给 体系 的 热量 增 晤 为 de ~ T: dE. MPAEH E, CRE 
的 变化 率 为 


Jel, E) 


Cr = 一 了 于 (3.93) 
(3.92) 式 的 第 一 式 对 应 于 定 容 比 热 Cr ,而 第 二 式 则 是 与 相 共 轿 的 
现 引 进 单位 质量 上 的 Helmholtz 自由 能 作为 新 的 状态 函数， 
¢(@,E) = e(8,E) ~ On(0,E). (3.94) 
利用 (3.92) 式 , 可 得 
WO BE) =~ ELE) Top HE 43.95) 
AR OMT HEARS ES Wo SA -ARRERA G08， 
T): 
GO,T) = p- STE. (3.96) 


上 式 称 为 单位 质量 上 的 Gibbs A A RE. Æ KRP, y ME MAIHE AT 


函数 ,相应 于 (3.95) 式 的 关系 为 
IG(8,T) 


9G(6,T) _ 
70 ， E =- o JT . (3.97) 

因为 单位 质量 上 输 人 给 体系 的 热 基 增 量 也 可 号 为 

de - ÈT : dE = dG + ŽE : dT + Ody + 448, 

ET, ENE T aj, Ee Pie Dik BE 9 EY GEA: 
3G(0,T) 3970,T) _ og 3990,T) 

38 38 38 
由 此 可 定义 定 压 比 热 

Ca D) .0f91(9,8) , 0E) . ED) 


n0, T) =- 


Cc. = 


+ a8, T) +8 


ag aE ET) 
anlG,E) JE, 了) 
7 . 
+6 JE : 78 . 
a FE) __Fp(0,E) __ 1 IT(0,E) 
2E 20E Pa ag? 


= C, (3.98) 


注意 到 
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可 得 


de(0,E) dy(9,E) aT(),E) 
pr ap = T+ 9 Pe = T- 0. 


因此 ,内 能 的 增 量 可 写 为 
pode = oy Cede + 


T-@ 


aT(8,E)), 
Tg | ar. (3.99) 


$3.8 Clausius-Duhem 不 等 式 


在 热力 学 第 一 定律 和 第 二 定律 建立 之 前 ,Carnet(1824) 就 给 出 了 以 
下 的 定理 :在 所 有 工作 于 两 个 给 定 温度 之 间 的 热机 中 ,以 可 道 热 机 的 效率 
最 太 .Clausius 正 是 从 Caro 定理 出 发 ,引进 了 状态 聘 数 “ 粹 "的 概念 ,并 
EAT SYR Po 和 终 态 王者 是 平衡 态 时 ,在 具有 初始 单位 体积 
的 体系 中 AB PE A 


om- pref Y. (3.100) 

ERT @ 为 绝对 温度 ,8 表示 由 Ps 到 PP 的 过 程 中 输入 给 体系 的 热量 增 

量 ,其 中 的 等 号 仅 当 由 P, 到 王 为 可 道 过 程 时 成 立 . 上 式 表 了 明 , 对 于 绝热 过 

BE , 精 是 不 可 能 碱 少 的 . 
“KRM P, SAAR 王 十 分 接近 .(!3.100) 或 也 可 写 为 德 分 形式 
as - 29 

goody = Fr: 或 Po Qe a: (3.101) 

上 上 式 也 可 由 热力 学 第 二 定律 的 Carathéodory RRF E, A kihet gN, 
文献 [3.5] 和 [3.7]. 此 处 本 再 介绍 . 

例 1 理想 气体 的 状态 方程 为 pV = NR9. 其 中 p, VAIO OMAR 

强 ( 以 帕斯卡 为 单位 ) .体积 (以 立方 米 为 单位 ) 和 绝对 温度 {以 开 尔 诡 为 

单位 ),N 为 摩尔 数 ,RR = 8.314 J/(mal. 民 ) ,为 摩尔 气体 常数 . 定 容 比 热 为 

Cr = aNR( 对 于 单 原子 气体 a = 子 ,对 于 双 原子 气体 ”= SERTA 


{Ka = 3). 
由 (3.99) ATA TR SK RR AA REALE de = Cid8, 故 有 
E = €, t+ aNR(@ - fa). (3. 102) 
它 仅 是 温度 的 函数 ,其 中 0 为 参考 温度 . 
由 (3.92) 式 可 知 ,体系 的 坑 满 足 
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6 å 
an(8,V) _ p _ NR 
av E VO 


对 上 式 积 分 后 可 得 
{OV) = NRIn| (3) yl he. (3.103) 
当 理 想 气 体 在 绝热 条 件 下 日 由 腾 胀 ,其 体积 由 V, 到 V, AA AE 
AE, ORE EAE. 而 粮 的 改变 量 为 
mo p = l6, Va) - (0, Vi) = NRIn ua (3.104) 


BY RÆ EERE P RER AY, 3.100) 式 相 一 致 

需 注 意 ,在 (3.100) 式 和 (3.101) AF, 7 RAN AR. OS T 
的 不 可 首 过 程 ,体系 御 往 没有 达到 平衡 态 . 在 这 种 情况 下 ,以 上 的 表达 式 
基 否 仍然 成 立 , 是 一 个 有 待 进一步 研究 的 问题 .为 此 ,我 们 先 来 讨论 两 个 
相关 的 例子 . 

例 2 现 考虑 一 个 具 粘 性 效应 的 体系 ,该 体系 是 初始 时 刻 具 有 单位 
体积 的 均匀 系 .假定 体系 的 应 力 不仅 依赖 于 内 能 se 和 上 应变 EE ,而 且 还 依 


MTER 玉 , 故 可 将 应 力 分 解 为 : 


T= T'(e,E) + T'(e,E,E), (3.105) 
其 中 T 对 应 于 (平衡 态 ) ERT 为 粘性 应 力 .对 于 无 限 缓慢 的 准 
BATE MEM DAS. (ce, £0) = 0, 故 有 


T: B= ofl El), | El+0). 
ATE Laie Tea] BEE — Tt Ee, AOA Gibbs 方程 来 
ERA EPA ys E 
mOn= pme- T:E. (3.106) 
根据 热力 学 第 一 定律 ,输入 给 体系 热量 的 时 间 变 化 率 可 由 (3.74) 式 写 为 


Q= PE- T:E. 


因此 有 


pa 07 = D+ T: È, 
荆 式 最 后 一 项 对 应 于 粘性 耗 散 项 , 经 验 表 明 它 总 是 非 负 的 . 由 此 可 得 
(3.101) R. 
例 3 现 考虑 一 个 非 均匀 的 热流 体系 .为 简单 计 , 设 该 体系 由 两 个 相 
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芋 可 以 进行 热 交换 的 均匀 子 系 组 成 . 如 果 两 个 子 系 之 间 由 于 热 接触 所 进 
行 的 热 交 换 十 分 缓慢 ,那么 每 个 子 系 的 变化 过 程 都 叮 看 作 是 一 个 可 道 过 
程 .由 此 可 定义 这 两 个 子 系 的 绝对 温度 & MAy (2 = 1,2). 由 热力 学 第 


二 定律 ,输入 给 这 两 个 子 系 的 热量 的 时 间 变 化 率 久 UG = 1,2) RE 


8: 一 2, = 2 +2. 
EET, J, 表示 外 界 输 入 给 第 i(i = 1,2) 个 子 系 的 热量 的 时 间 变 化 率 ， 
D 是 第 2 个 子 系 输 和 人 给 第 1 个子 系 的 热量 的 时 间 变 化 率 .显然 ,第 1 个子 


系 输入 给 第 2 个 子 系 的 热量 的 时 间 变 化 率 为 22，= - FD, 
BERERA p= y + m RM EERE 


1 1 
1= | at 
当 有 个 子 系 时 ,上 式 的 一 般 形式 为 


了 = 3 ESS Syl g) 


= pod 


经 验 表 了 明 ， 热流 的 方向 总 是 用 高 漫 物体 传递 给 低温 物体 , 故 有 


5 fi 工人 
h(g g)> 
E, SAAC AR BS AR R E 


7E 2; Fo (3.107) 
上 式 可 以 看 作 是 对 (3.101) 式 的 推广 . 
PR. RIK 3.101) 式 作 进一步 的 讨论 . 现 考 虑 可 道 过 程 , 则 在 
Euler #38 F ,由 (3.71) 式 和 {3.89) 式 可 得 


n= Llo- e: D} = L (ph -V-g). 


上 式 中 的 变量 是 空间 位 置 的 函数 .对 物体 在 当前 时 刻 所 占有 的 体积 uw 上 
进行 积分 , 则 有 


É 


Bho joj) le 
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一 |e Adv 一 | Ja - NdS + Ja ， v{ zjav ， 
注意 到 热流 向 量 9 的 方向 总 是 由 高 温 指 向 低温 , 即 9 ， ví ljo gs 


g rh 1 
= | onde -| eaz+ | Fa: NdS =O. (3.108) 


上 式 可 看 作 是 (3.101) 式 的 积分 形式 , 称 为 Clausius-Duhem 不 等 式 的 总 
体形 式 , 它 可 在 作 是 经 典 热力 学 中 第 二 定律 的 数学 表示 ,其 局 部 形式 可 以 
写 为 


phi ve (4]>0, (3.109) 
其 中 了 RA AG (the entropy flux). 
在 Lagrange 描述 下 ,上 式 为 


B= pq po + vo (名 j=0. (3.110) 
利用 (3.73) 式 , 上 式 还 可 写 为 
psg- poet T: E- ig + Vo SO. (3.111) 
因此 有 
-pb+ WB) +T: E- ga + Ved SO, (3.112) 
或 - pl Gt i) E:T- Fay Vb SO. (3.113) 


需 指 出 ,在 以 上 的 讨论 中 ,我 们 所 利用 的 仍然 是 平衡 态 烂 的 概念 .在 
例 1 中 ,理想 气体 在 初 , 终 态 的 炉 是 平衡 态 的 粹 ; 例 2 是 通过 无 限 绥 慢 的 
淮 静态 过 程 来 定义 ( 平 街 态 ) 丧 的 :在 第 3 个 例子 中 ,体系 的 峭 是 通过 每 一 
个 处 于 可 道 过 程 的 子 系 的 炳 之 和 来 加 以 定 习 的 .对 于 更 一 般 的 不 可 逆 过 
程 , 当 体系 处 于 非 乎 衡 态 时 ,是 否 仍 然 可 以 定义 相应 的 精 ? 如 浊 可 以 定 立 
的 话 ,所 定 久 的 箭 是 否 惟一 ?对 于 非 平衡 态 过 程 ,Clausius-Duhem 不 等 式 
是 否 仍 然 成 立 ? 如 果 成 立 的 话 ,应 作 何 种 理解 ?以 上 这 些 问题 是 近代 非 乎 
衡 态 连续 介质 热力 学 所 要 讨论 的 问题 .我 们 将 在 下 一 小 站 中 对 此 作 简 要 
的 介绍 . 
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§3.9 ” 非 平衡 态 热 力学 


{一 】 引言 


自 1963 FUR MASS eH SPA RRS 
的 学 者 所 认识 .然而 ,在 对 非 平 衡 态 连续 介质 热力 学 进行 研究 的 过 程 中 ， 
不 同学 派 在 某 些 基本 问题 上 存在 着 完全 不 同 的 观点 ,主要 分 歧 和 争论 集 
中 在 以 下 两 个 问题 上 . 

(1) 对 处 于 非 平衡 态 的 热力 学 体系 ,是 否 有 可 能 引进 和 定义 粹 的 概 
念 ?如 果 有 可 能 的 话 , 所 定义 的 炉 是 否 惟 一 ? 

(2) 在 非 平 衡 态 热力 学 中 ,第 二 定律 的 基本 不 等 式 应 具有 什么 形式 ? 

以 Coleman, Noll, Truesdell 等 人 为 代表 的 “理性 热力 学 ”把 精 和 绝对 
温度 在 作 是 原始 的 基本 概念 引信 到 非 平 衡 态 热 刀 学 中 .他 们 认为 ,如 同 动 
力学 中 的 质量 和 力 的 概 您 抑 样 , 丧 和 绝对 温 摩 的 存在 性 是 不 需要 加 以 证 
明 的 :此 外 ,他们 还 不 如 论证 地 采用 Clausius-Duhem 不 等 式 来 作为 热力 学 
第 二 定律 的 表达 式 , 并 在 此 基础 上 给 出 相应 的 "热力 学 限制 性 条 件 ” 

在 “理性 热力 学 ”中 , 热 方 学 状态 函数 不 仅 与 于 衡 态 条 件 下 的 热力 学 
状态 变量 有 关 ,而 且 还 与 这 些 状 态 变 量 的 历史 有 关 . 例 如 ,如 果 以 温度 8 
AE ERIE ACES PORES A RARER RRMA GV 8 
AE M EKE. Pe ER” HE RARR RRS OC. 
Vie EELS ETS AS lS ae RY PR. AB IT ae AE y E 


O.V O ERROA E HARIG.. 式 可 与 为 


d ‘ dg a E) ` 
el 55 + 2) Pa se pa m PA p) + (7 一 pu ak E- 
po E: E- ijq- VAS. 
32E 
因为 以 上 不 等 式 对 任意 的 9, 去 LV o) M ERRE ME 们 的 系数 必然 为 
aa 
(0.E). 于 是 上 式 简 化 为 


| 9 L; ~, 
— 0055 + + (T A E aia VOBO. (3.114) 


对 于 具有 粘性 耗 散 的 体系 ,由 (3.105) AM TESE AK MOS TS 
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WT = oE 和 ,其 中 TRUE 0 ME, ERAT OV 9 和 


下 .只 有 当下 = 0 时 才 有 T = 0. 

以 上 的 推导 方法 通常 称 之 为 Coleman 方法 (例如 ,可 参见 Coleman 和 
Noll 于 1963 年 所 写 的 论文 ) ,是 “理性 热力 学 ”学 派 在 讨论 材料 本 构 关 系 
的 热力 学 限制 性 条 件 时 所 采用 的 基本 方法 . 


为 了 简化 问题 的 讨论 , 现 假定 (3.114) 式 中 的 状态 函数 pT Ag SE 
无 关 , 则 由 EE 的 任意 性 ,可 知 = 0. 故 (3.114) 式 退 化 为 


3 ， 1 
x =- (+) gja 7 60. (3.115) 


因为 平衡 态 对 应 于 8= OFIV 6 = 0, 所 以 上 式 在 平衡 态 时 取 最 小 值 . 于 


是 ,对 于 给 定 的 9 和正 , 当 癌 和 8 在 平衡 态 附 近 变 化 时 ,要 求 王 的 一 阶 变 
分 为 零 , 二 阶 变 分 非 负 , 即 要 求 有 


as | az 
<| =0, 一 一 一 | =94. (3.116) 
38a iE a(V @jle 
LAR 
f gS FE) 
ae ae ary 0) | 
; ， ) 是 半 正 定 的 . (3.117) 
PE as 
一 过 
(aga(v oy PP J 


上 起 中 的 下 标 上 表示 是 在 平衡 态 (9- 0,V 6 = 0) 条 件 下 取 值 的 . 出 
(3.116) 式 可 知 , 当 体 系 外 于 平衡 态 时 ,有 


i ag 1 
an ~ og 2 4), = 0. 


这 与 (3.95) 式 是 相 一 致 的 .利用 (3.117) 式 , 可 知 


ðn: a 


ap ë 
ag - 
BË = 0. 上 武 第 一 个 条 件 也 可 改写 为 
28 
| 
pi <0, (3.118) 
af 


而 上 式 第 二 个 条 件 可 看 作 是 关于 热流 向 量 与 温度 梯度 之 间 本 构 关 系 的 热 


rie: 
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力学 限制 性 条 件 . 

在 以 Miller 为 代表 的 “理性 热力 学 ”中 , 烂 仍然 被 看 作 是 基本 的 概 
念 ,但 对 简 流 的 概念 进行 了 修正 . Müller 将 (3.109) 式 中 的 精 流 g18 履 为 
Pu ,并 将 pw 看 作 起 一 个 独立 的 状态 (本 构 ) 函数 ， 

在 没有 分 布 热 源 & 的 情况 下 ,Miillcr 采用 以 下 的 丧 不 等 式 来 代 蔡 经 
典 的 Clausius-Duhem 不 等 式 (3.109) 式 : 


ont Y> @y 0. (3.119) 
实际 的 热力 学 过 程 要 求 满足 动量 守恒 方程 和 能 量 守恒 方程 .于 是 ,在 忽略 
分 布 体 力 子 的 和 茶 件 下 ,可 引进 Lagrange 履 子 而 将 上 式 改 写 为 


Pr V+ Oe 4 


(3.120) 
基于 以 上 不 等 式 Müller 对 各 向 同性 热 弹性 体 进 了 讨论 .在 以 经 验 湿度 


了 ,经 验 温度 的 时 间 变 化 率 工 , 经 验 温度 梯度 Y 工 ,以 及 右 { 或 左 ) 伸 长 张 
量 的 二 个 不 变量 为 状态 变量 的 热 刀 学 体系 中 IA T Lagrange WF A, 仅 


仅 为 工 和 工 的 两 数 ,满足 


Pu = A(T,T)g. (3.121) 
Miller 进一步 假定 ,如果 经 验 温度 了 在 跨 过 某 一 “界面 " 时 连续 , 则 精 流 
治 * 界 而 ”的 法 向 分 量 也 连续 , 即 
[ee NI=0 当下 =0， (3.122) 
LAP N 为 该 界面 " 的 法 向 景 ,1 JAR RT” PAY E. Ze 
假定 下 ,Miiller 得 到 了 与 Coleman 理论 不 同 的 结果 : 
(1) Lagrange ÆT A, EE T$ T WIPE AA, PR BE” (oldness). 
当 体 系 处 于 热力 学 平衡 态 时 ,A, 将 等 于 绝对 温度 8 的 倒数 .因此 A, 可 作 
为 非 平衡 态 热心 学 中 温度 的 度 基 


(2) 与 (3.118) 式 不 同 ,p。 SE) 可 能 反正 值 .出 此 导出 的 热传导 方 
ar * 


程 将 是 双 曲 型 的 ,表明 温度 的 扰动 将 以 有 限 速 度 传播 . 

以 上 关于 “理性 热力 学 ”的 讨论 曾 遭 到 许多 物 埋 学 家 的 非议 .他 们 批 
评 * 理 性 热力 学 ”学 派 随 意 地 把 平衡 态 热 力学 中 的 概念 (如 炉 ) 度 用 于 非 
平衡 态 热力 学 是 缺乏 物理 根据 的 . 事实 上 ,“ 理 性 热力 学" 学 派 并 没有 真 
下 回答 本 有 段 一 开始 所 提出 的 两 个 基本 问题 .而 在 炉 的 存在 性 和 惟一 性 的 
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问题 上 ,不 少 学 者 (如 Meixner) AA. UTA EMBASE RE 
不 惟一 的 ,而 且 在 无 穷 多 种 可 能 的 定义 中 ,并 没有 什么 准则 一 定 要 选取 这 
一 种 定义 ,而 不 选取 另 一 种 定义 ,可 见 , 对 于 非 平衡 态 热力 学 ,有 必要 从 问 
题 的 物理 方面 进行 更 为 深入 的 分 析 . 在 下 一 小 段 中 ,我 们 将 着 重 介绍 “局 
部 伴随 状态 ” 方面 的 理论 . 


(2) 内 变量 和 局 部 伴随 状态 (the local accompanying state) 


现在 ,我 们 来 讨论 如 何 描述 一 个 在 非 平 衡 态 条 件 下 物质 微 元 的 热力 
学 状态 问题 .因为 处 于 非 平衡 态 的 热力 学 体系 伴随 着 体系 内 部 的 耗 获 过 
程 ,所 以 ,仅仅 由 平衡 态 下 的 状态 变量 (如 内 能 8 UE) 还 不 足以 描述 
非 平衡 的 热力 学 状态 .为 此 ,中 引进 一 组 (可 能 有 无 穷 多 个 ) 用 来 刻 划 物 
质 内 部 非 平 衡 耗 散 过 程 的 附加 状态 变量 (mm 1,2,3,…), 称 之 为 内 变 
量 , 它 们 与 作用 在 该 微 苑 上 的 内 部 非 平 衡 广 义 力 相对 应 ,并 由 此 来 表示 材 
料 内 部 的 耗 散 机 制 .即使 外 部 环境 和 状态 没有 改变 ,这 些 内 变量 也 是 有 可 
能 变化 的 .因此 ,内 变量 的 值 一 般 是 无 法 用 宏 驱 手段 加 以 控制 的 ,在 实际 
应 用 中 ,内 变量 的 个 数 总 是 近似 地 取 为 有 限 个 ,它们 可 以 是 标量 ,也 可 以 
是 向 量 或 (高 阶 ) 张 最 . 如 化 学 反应 的 程度 ,Frank-Read 源 中 被 钉 札 位 错 
线 扫 过 的 面积 ,聚合 物 中 分 子 的 构象 等 等 那些 与 描述 材料 内 部 微观 结构 
变化 有 关 的 量 , 都 可 遂 过 统计 平均 的 方法 与 宏观 的 内 变量 相 联 系 . 

基于 以 上 讨论 ,我 们 可 给 出 如 下 的 假设 : 

假设 1: 一 个 非 平衡 热力 学 状态 串通 过 内 变 虽 的 适当 引入 而 与 一 个 
虚设 的 处 于 约束 状态 下 的 热力 学 平衡 态 (constrained equilibrium state) #4 
对 应 .这 样 的 平衡 态 称 之 为 局 部 伴随 状态 ,其 相应 的 状态 变量 除了 平衡 态 
下 的 状态 变量 之 外 ,还 有 (Lagrange 型 的 ) ATE OE Cre = 1,2,…) ,例如 
可 可 为 (e, 开 ,< (rm = 1,2,-…). 

SANAN PIER PUGET OPARH AEN AT TELES 
HAF Boe ERAR CAB) 和 过 程 (如 加 载 速 率 ) 有 关 . 例 


如 ,我 们 可 以 用 + = EI E 来 表示 所 研究 材料 单元 的 宏观 变形 过 各 


的 特征 时 间 ,其 中 巨 为 应 变 张 量 , 而 用 r， = E if E.On = 12a; 
不 对 om KA) 来 表征 对 应 于 内 变量 & OPO RAY, 安 + 时 ， 
第 mm PARES, 往往 就 可 以 不 予 考虑 .因此 在 选取 内 变量 时 ,只 有 同时 


得 虑 材料 以 及 作用 于 该 材料 的 外 部 作用 过 程 才 是 有 意义 的 ， 
现在 ,我 们 将 一 个 真实 的 不 可 逆 过 程 和 与 之 相对 应 的 虚设 的 ,处 于 约 
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东平 衡 态 的 可 道 过 程 作 一 个 比较 .对 于 真实 的 过 程 ,作用 在 单位 初始 体积 


上 的 变形 功率 可 由 (3.53) RAH T: ELF -- PE LAE 
现 的 应 设 的 可 逆 过 程 ,如果 设 想 其 内 变量 是 可 以 独立 变化 的 ,那么 就 需要 
施加 与 内 变量 &, MAM RADA” ,这 时 ,相应 的 变形 功率 应 写 为 


T": E- A" 8, Ot m RA). 


其 中 AM’ 表示 在 实际 过 程 中 不 可 恢复 的 耗 散 功率 ,T“ 是 约 东 平衡 态 
下 与 EE 相 功 荡 的 应 力 . 丰 上述 虚设 的 可 逆 过 程 中 ,输入 给 体系 的 热量 增 
量 可 类 似 于 (3.74) AMEN 
52 = pde — T° : dE + A'™ dE, CO m RA), (3.123) 

上 式 中 ,真实 过 程 中 的 内 能 s 已 被 取 作 为 约束 平衡 态 下 的 内 能 ,其 合理 性 
将 在 以 后 子 以 说 明 . 

现 候 定 经 典 热 力学 第 二 定律 的 Carathéodory 说 法 同样 适用 于 上 述 虚 
设 的 可 逆 过 程 .于 是 ,存在 两 个 状态 函数 pe, E.E) MO E, En) ,使 
得 下 式 成 立 

po8&d = pade — T° : dE + A dE, Ct m RAM), 


或 9.7, = oe- T: E+ AME Ot m RF). (3.124) 
上 式 就 是 对 应 于 局 部 伴随 状态 的 Gibbs 方程 , wx W0, 分 别 为 约束 平衡 态 
的 粮 和 绝对 温度 ,它们 满足 


1 Oo 2m a È Ma (mò d 

8° Je’ T=- 8. FE? A = peð, IE (3.125) 

类 似 于 对 (3.89) ~ (3.97) 式 的 讨论 , 当 取 (nm E,é) 为 状态 变量 时 ,有 
_ og a de tim) O de 

= ay T= po xR A™ =- po xz. (3,126) 


如 果 引 进 Helmholtz A HE y, = © 一 oya ‘FRE, En) 作为 状态 变 
量 , 则 可 得 


af, 
~ Po dé 


_ ah 
= Po JE’ 
最 后 ,还 可 引进 Gibbs A HAE G, = g,- ZT E, HROTE) 为 状 


态 变量 ,这 时 有 


_ ay, a im) 
Ha ~ 3g." T A = + (3.127) 


ma ag) B= mT AM =~ pe ge 
(3.128) 
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将 (3.73) RICA (3.124) 式 , 可 得 
. h 0 . 
Cu Re T po 5+ Voc (£)=- zT- T): E+ 
gant, tq’ vfz) (3.129) 
上 式 称 为 局 部 炳 产生 率 , 记 为 日 AFT SRE LL, TAT- 
T 相当 于 粘性 应 访 T. 办 此 ,上 式 右 端 的 第 一 项 对 应 于 精 性 {应力 ) PER 


项 ,而 上 式 右 端 的 第 二 项 和 第 二 项 则 分 别 对 应 于 由 内 变量 的 变化 和 热 传 
导 引 起 的 耗 散 项 . 比较 (3.110) 成 ,可 有 


假设 2: 对 于 任意 的 热力 学 过 程 ,局 部 炳 产生 率 日. 总 是 非 负 的 : 
a, = Moha ~ pol 5 六 Vas (4 j=0. (3.130) 


上 式 可 作为 韭 平衡 态 热 力学 中 第 二 定律 的 数学 表达 式 

需 强 润 指出 ,以 上 我 们 仅仅 论 及 到 约束 平衡 态 的 粹 加 和 绝对 温度 把 
的 存在 性 .这 上 与 在 实际 非 平衡 态 过 程 中 是 否 存 在 米 的 问题 并 万 必然 联系 . 
不 过 ,如 假定 在 非 平衡 态 过 程 中 也 存在 丧 的 话 , 邦 么 有 就 可 以 看 作 是 非 
平衡 态 灶 的 . -个 很 好 的 近 做 .可 以 期 望 . 当 天 变量 的 个 数 取 得 越 光 , 这 种 
近似 程度 也 就 越 好 、. 

为 了 进一步 说 明 上 述 论点 , 现 来 考虑 -个 处 于 韭 平衡 态 的 宏观 物质 
AT ,其 状态 参量 为 (gs ,下 ,8 ) BATERE EEE pU HUETE 
作为 一 个 * 点 " ,但 在 微观 上 又 足够 大 以 致 其 宏观 量 可 看 件 是 微观 基 的 统 
计 平 均 . 
首先 ,可 假想 用 一 个 绝热 刚性 壁 将 该 物质 微 元 包 国 起 来 .这 时 . 当 经 
过 一 个 不 可 道 绝热 过 程 后 ,该 微 元 最 终 会 达到 其 -个 约 东 平衡 态 ,绝热 刚 
性 壁 不 仪 使 该 微 元 与 外 界 没有 物质 交换 ,而 旦 也 使 该 微 元 与 外 界 没有 热 
量 交 搁 . 此 外 ,刚性 壁 还 使 该 微 元 的 应 变 PRR , iH M A E E E 
为 堆 . 由 质量 守恒 定律 和 能 显 守 恒定 律 串 知 , 处 于 该 约束 平衡 态 的 微 元 的 
质量 和 内 能 与 真实 的 非 平衡 态 下 微 万 的 质量 和 内 能 相等 . 因此 ,在 
(3.123) APA * RRA POLS PIA RE CEM. 

BOK AT EH” — PROF ee TAD ce E ME, 值 ， 
Sie 22 M Oe A PE SO oe A OT! OT A 
A ™ 和 At WA (3.125) he EP T 的 值 并 不 一 定 等 于 T. 
由 此 可 见 ,一 个 真实 的 不 可 逆 过 程 和 各 一 个 假想 的 约束 平衡 态 的 可 道 过 程 
之 间 可 以 建立 一 种 如 图 3.3 所 示 的 对 应 关系 . 


160 Hin FRERARRTRAAS 


ABE RELA AS BT a 


ELSE A Tf t 


fam TL rma 


图 3.3 EF MAHAR F HRSA NMRA 


AYP SE by OY SESE ag A, RORY Ld eA E ik , ABA, 9 
约束 平衡 态 下 的 温度 o, 就 可 以 用 来 作为 以 上 砷 平衡 态 的 绝对 温度 ,因为 
在 约 东 平衡 态 下 , 微 元 内 部 的 温度 是 均匀 的 .( 例 如 ,可 矢 见 由 图 3.4 给 出 
的 示意 图 ). 


所 温度 分 布 ) 


SEPA RIESE 


— 
工 


图 3.4 在 实际 热力 学 过 程 中 , 某 时 刻 治 x 方向 的 温度 
分 布 { 细 实 线 ) 和 相应 于 约束 平衡 态 的 温度 分 布 ( 粗 水 平 线 } 


可 


样 ,如 果 在 非 平衡 念 条 件 下 存在 米 ?的话 .那么 经 过 一 个 不 可 道 绝 
热 过 程 而 达到 约 东 平衡 态 后 ,其 相应 的 精 有 = 7 + An KF y. A, 
于 如 图 3.3 所 示 的 两 个 状态 (1) 和 (2) ,有 
Mee = We Ag ha = Fa tåga, Aga 0 Ane, 20. 

可 以 期 望 , 当 内 变量 的 个 数 越 来 越 多 时 ,Am， 和 Ane, BRS RR 
小 ,这 时 SEF AS TEE (qe, ga ) 就 可 以 近似 地 由 (了 ，- eK 
加 以 表示 .反之 ,如 果 约 东平 衡 态 下 的 内 变 虽 和 ,6,…, 的 排列 次 序 下 
好 使 相应 的 松 好 时 间 注 足 

T> Ta > yt D Ts 
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那么 , 当 逐 个 地 对 施加 于 约束 平衡 态 的 广义 内 约束 力 AAU! W 
以 放松 时 ,就 可 得 色 县 有 同样 内 能 e 和 应 变 E 的 相继 的 约束 平衡 态 系列 . 
由 于 每 一 次 放松 都 是 一 个 不 可 道 的 绝热 过 程 ,因此 , 随 着 = 的 减 小 ,相应 
的 约 东 平衡 态 的 炉 就 要 增加 , 即 A 的 值 就 会 越 来 越 大 . 以 上 讨论 同时 也 
说 明 :在 非 平衡 态 热力 学 中 , 精 的 定义 是 不 惟一 的 . 


(=) Onsager 倒 易 关系 


WEAR MERITER E boy WO, 中 的 下 标 , 而 直 
接 写 为 86,5. 和 局. 此 外 ,我 们 还 可 以 将 (3.129) 式 右 端的 热力 学 量 看 作 
是 两 个 “向 量 ?J 和 了 的 点 积 .例如 ,可 记 为 


T= IT- T), 9 


和 P= GE GA Vola], (3.131) 


其 中 了 和 P 分 别称 为 广 尽 热力 学 流 (fluxes) 和 广义 热力 学 力 {forces). 例 


如 , 当 i, 表示 化 学 反应 速率 时 ,Ai:” 就 是 相应 的 化 学 亲和力 

JAP 的 分 量 可 分 别 记 为 Jp = 1,2,7, N) A P,» = 1,2,."， 
N) .通常 述 可 将 它们 分 为 两 类 : 当 乒 (或 忆 ) 是 时 间 : 的 偶 函 数 时 , 则 称 
是 第 AWJ OR PO 是 时 间 + 的 奇 函 数 时 , 则 称 是 第 二 类 的 .因为 塘 
产生 率 是 第 二 类 网, 故 与 j, 相 共 轻 的 P, 不 可 能 是 阿 类 型 的 .了 与 己 之 问 的 
依赖 关系 实际 上 可 看 作 是 在 给 定 外 部 作用 条 件 下 的 材料 本 构 关系 . 

现 假定 “广义 热力 学 流 "J 是 在" 广义 热力 学 力 "P 的 驱动 下 产生 的 ， 
它 不 仅 依 赖 于 约束 平衡 态 的 状态 变量 @ = (es , 巨 ,5) ,而且 还 依赖 于 “ 广 
类 热力 学 力 "P, 故 可 写 为 

J= J(P;w)， 其 中 J(0;@) = 0. (3.132) 

于 是 ,(3.129) 式 和 (3.130) 式 可 重新 写 为 


ð, = P+ J(Pio) 0. (3.133) 

1973 4E , Edelen Xf (3.133) 式 所 应 满足 的 数学 形式 进行 了 讨论 ,给 出 

TAFA UR PEC 连续 的 ,而 对 o BC 连续 的 , 则 J 
ah al Ay 


J Po) = V»@(P:0@)+ UCP;o@). (3.134) 
其 中 五 满足 

P-U(P;@) = 0, U(@;@) = 0. (3.135) 
MU SMAP ER MA BR 四 可 写 为 
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(Pio) = [9 Pio) dà 1 po. Ca), (3. 136) 


其 中 p (P30) 和 plo) EU PRE i BR g (Pio) > 
0,¢,(0;@) = 0. 

根据 以 上 的 Edelen 分 解 定理 ,可 知 

(1) (3.133) 式 可 与 为 


ð, = P+ J(P;@) = P+ Vlo) + p (Pio). (3.137) 


(2) “热力 学 流 " MIERS UREO, RARR. 
(3) “热力 学 流 ” 的 耗 获 部 分 对 应 于 耗 散 势 OCP rea). ROT 
数 oplo) h EC Ar ERZEN 


PP) = [ @.0P.0) È. 
(4) O(P:0) Æ P = #9 处 达到 最 小 值 : 
SPIO) 0, PO0:@) = 0. 
(5) RESPEC 连续 的 , 则 其 分 量 满足 
aj, —U,) _ add, - U,) 


(u,v 7 1,2,4, N). 


dP, dP, 
fe uae, SN SE ERO UO bel KARR: 
aj, af, 
aP. = aP (3. 138) 


根据 Brussels FURAN. UA MR oe a eS , 物 
质 扩 散 , 电 传 导 ,…) 和 反应 型 (化 学 反应 I ER PED) 两 类 .对 
于 扩散 型 过 程 , 当 体 系 的 热力 学 状态 偏离 平衡 态 不 远 时 ,热力 学 流 与 热力 
学 力 之 间 可 近似 地 满足 线性 关系 , 即 了 可 在 了 =0 的 邻 域内 线性 地 表示 为 
J, = 上 L,。 (ww)P,,{( 对 v 求 和 ). (3.139) 

而 对 于 及 应 型 过程 ,热力 学 流 与 热力 学 力 之 间 通 常 并 椒 具 有 线性 关系 . 
现 将 (3,139) 式 中 的 上 , 分 解 为 对 称 部 分 Li;, 与 反对 称 部 分 1 之 和 . 


围 (3.133) 式 和 (3.135) 式 可 知 ,U, = LAP, 对 篇 产生 率 @, 没有 贡献 ,而 


6-16, - > Lt wo) PP, (3.140) 


2 
是 … 个 正定 二 次 型 . 

Onsager(1931 年 ) 在 微观 可 逆 的 很 定 下 ,由 统计 物理 推导 了 关于 工 。 
对 称 性 质 的 一 般 关 系 ,被 称 为 Dnsager(1931) - Casimir(1945) 倒 易 关系 ， 
ERA 
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Lo 4 P, AP, 同类 型 ， 


站 


_J 
Le 4 P, WP, RARR. (3.141) 


4p ev AL, AT RA Ae MR READ 
象 中 ,上 L,, 可 表示 由 于 温度 差 而 引起 的 扩散 , 即 Soret( 1893) 效应 ,而 L, 
则 可 表示 由 于 扩散 而 引起 的 温度 差 , 即 Dufour(1872) 效应 . 实验 证 实 了 
在 上 述 过 程 中 L, = L, 是 成 立 的 .这样 ,Dnsager-Casimir 关系 实际 上 表 
明了 : 若 适 当选 取 P 的 分 量 使 其 为 同类 型 时 ,本 构 关系 中 就 不 会 含有 非 
耗 散 项 U,. 即 (3.139) 式 可 写 为 

ab _ 1 36。 


Je = 5p. = 3 3p (3.142) 


对 于 热力 学 流 与 热力 学 力 之 间 不 满足 线性 关系 的 情形 ,目前 还 没有 
统一 的 理论 ,Edelen 的 分 解 定 理 为 Dnsager 关系 推广 到 非 线 性 情形 提供 了 
一 种 可 能 的 途径 . 这 时 ,热力 学 流 可 由 (3.134) 式 给 出 ,但 其 中 的 非 耗 散 
WAS: UCP @) = 0. 在 线性 情形 下 , 它 退 化 为 (3.142) 式 . 

另 一 种 理论 则 很 设 J dP 存在 积分 因子 .这 时 ,存在 势 函 数 了 ,使 得 


J = x(P) SE. (3.143) 


FFM RP ER = ©, .这 时 ,热力 学 流 的 方向 将 与 粹 产生 
率 的 等 值 面 正 交 .在 线性 情形 下 , 它 退 化 为 (3.142) 式 的 第 二 个 等 式 . 

最 后 ,让 我 们 对 “内 变量 ”描述 与 * 泛 函 ” 描述 之 间 的 关系 问题 作 一 简 
要 的 说 明 . HORA HOE, E) ,如 果 能 够 通过 内 变量 的 演化 方程 
(如 {3.132) 式 ) 和 相应 的 初始 条 件 求 解 出 内 变量 &, WI EURV OA 
HRR ,那么 在 其 它 的 状态 函数 表达 式 ( 如 了 一 Tog). 中 ,就 可 
以 消去 内 变量 & 而 得 到 具有 谤 函 形式 的 本 构 关 系 .有 关 的 具体 实例 可 参 
多 第 七 章 对 粘 弹性 体 本 构 方程 的 讨论 . 当然 ,在 对 本 构 关 系 进行 一 般 性 质 
的 研究 中 ,采用 泛 函 形式 有 时 可 能 是 较为 方便 的 . 


习 题 


3.1 HSS: HASAR. 的 物体 ,如果 密度 p 的 局 部 导数 为 零 :p = 0, 试 
证 : 当 在 边界 3w EAE Re * N = vy 的 一 切 运动 中 REA E 
使 其 总 动能 最 小 . 


3.2 MASARA 的 物体 的 总 质量 和 总 动量 分 别 定义 为 M = | adu fll, = 
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| pode ,质心 的 向 径 定义 为 


1 
Outt) 一 med +a, 


其 中 为 空间 坐标 系 原点 的 向 径 . 试 证 : 
(a) 质心 的 定义 与 空间 华 标 系 原点 的 选取 无 关 . 


Ch) 如 果 质 心 的 速度 为 ou) WE 


| ox dy 一 Mo y(t). 


3.3 对 于 刚体 运动 :x = (1) . (多 一 XX,) + xo(1), 其 速度 分 布 可 写 为 ;一 器 
= We (x—x,) + nG) EH OC) 为 正常 正 交 念 射 量 ,到 - 0l) OTD 为 反 


Rie. MEX Fom = A ` Ong 和 maow = Pow Ay BA ac CORT FAB CY) e FP ES. 
FEM 


R pin = | from X Dowdy 


AART BUD A A Soe. GUE 
{a} Via OX roy Ht o AW ARB. 


(by 好 sm 一 Jom’ o. tHE Jou = |e) Crone " Foy I- Frm D rom | dv 为 相对 于 


质心 的 惯性 张 蝴 . 

3.4 ”动量 守恒 定律 和 动量 失守 己 害 律 是 在 以 惯性 系 作 为 参考 系 的 前 担 下 给 出 
的 .试问 :对 十 与 惯性 系 作 相对 刚体 运动 的 男 一 个 苍 考 系 , 应 该 对 动量 守恒 定律 和 动 
车 矩 守恒 定律 给 予 怎样 的 修正 ? 

3.5 KRG.) 式 证 明 牛 顿 的 作用 与 反 必 用 定律 . 

3.6 WEH = (Cov) 1 Ve Coe @ 0). 

3.7 ” 试 证 明 动 基 守恒 定律 的 总 体形 式 (3,24) 式 可 等 价 地 写 为 


于 (es dv )+ | pQ u): Nds -| ord | 0. Nas. 

其 中 e 为 上 时刻 物 体 所 占有 的 固定 空间 , 它 不 随 物 质点 而 还 到 , 称 之 为 榨 制 体 税 , 上 
式 表明 :物体 总 动量 的 物质 导数 为 控制 体积 内 的 动量 变化 率 与 穿 过 该 体积 边界 的 动 
量 流 出 率 之 和 . 

3.8 ”过 空间 x 点 ,月 具 有 单位 法 向 量 N 的 截面 上 的 向 放 (traction) HERA 
toy — a NEA a X Cauchy 应 力 , 相 应 的 正 应 力 cio UME ry 可 分 别 写 为 

av = Ne (oe N), try) = [Ng :NN- ai 二 

试 分 别 计算 使 rw 和 rw 取 极 入 的 NN, 并 且 由 oq 的 主 值 来 表示 以 上 的 极 值 . 

3.9 ELEF, WREE riw 的 最 大 值 等 于 某 常数 K(> 0), 试 给 出 q 的 让 不 
变量 所 应 满足 的 条 件 . 
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3.10 如 果 物 体 所 占有 的 体积 为 Y, 试 证 
(a) ERA FRAG SAG Cauchy MAME BS 


+) ade -过 [| (Be TS 
| ex Os+ f@x)dv |- 


or a 
(b) #5 =| px @ xde = af po) vdu 一 2| adv + 


J 


| (xQo+Nt+N-e@ Oi xidS + 


| ox @s+ fo vdu, 


并 涪 明 (a) 是 (b) 的 特殊 情形 . 
(O 在 静 力 平衡 条 件 下 ,初始 参考 构 形 中 第 -- 类 Piola-Kirehhoff 应 力 的 平均 值 可 
BA 


ES) Sde, = mal X&S8S+,Nd5, + al pr X © fdv- 
We a 0 avg o vy 


3.11 试用 物理 分 其 写 出 殴 柱 付 慰 系 和 球 坐 系 中 动量 守 伍 方程 的 具体 表达 式 ， 
3.12 GE.U- Th ,了 的 主 方向 了 (6) 与 Cauchy WA e HEAR) 之 
间 相 差 一 个 刚体 转动 : 


Llo) = R-L.(o). 
其 中 TU 为 第 二 类 Piola-Kirchhoff 应 力 ,U 和 RR SMA RB HR ROBAPH AM 
长 张 量 和 正 次 张 莫 . 


3.13 XJF Lagrange 型 的 一 般 应 变 度 量 E = DJL OL ,以 及 与 其 相 共 
WAAT, RET: E-E: TSW RHARAK. 

3,14 ” 试 利用 (3.39) 式 写 出 对 应 于 初始 参考 构 形 的 虚 位 称 原 理 . 

3.15 斌 利用 (3.44) 式 写 出 对 应 于 初始 又 考 枸 形 的 “ 率 型 "形式 的 虚 速 度 原 理 . 

3.16 Carnot[ 卡 诺 ) 定理 表 症 :在 所 有 工作 于 两 个 给 定 温度 之 间 的 热机 中 ,以 可 
道 热 机 前 浆 率 最 大 . 现 假设 高 温 热 源 的 温度 为 训 ,低温 冷凝 器 的 温度 为 fj, 住 一 个 御 
环 中 ,热机 从 高 温 热 洲 吸 收 热 量 3 ,向 冷杉 器 放出 的 热量 ( - 冰 ) .注意 到 一 个 循环 


-2 
HBL A Sh Br BH DH 22, — (h), ARIAL WL oe) 于 是 ,根据 
a 2 thy 、 
Camat 定理 ,可 得 1+ F a=, l- g RA EAE 
I 1 
LP) SU 
(a) MI OM Ane Perea Ms PWS” F See 


关 . 即 存 在 状态 画 数 p69, 使 得 pody = C 是 一 个 全 微分 .上 式 中 ?2 为 可 送 过 程 中 体 
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系 所 吸收 的 热量 增 量 . 

{b) 如 果 从 平衡 态 P 到 平衡 态 已 的 过 程 是 不 可 逆 的 , 则 (3,.I007 式 成 立 . 

3.17 试 以 三 维 空间 为 例 ,证明 Carathéodory 引 理 

3.18 根据 8$83.8 的 例 1 ,理想 气体 的 状态 方程 可 忆 为 pY 一 NR0, 且 其 内 能 可 
由 (3.102) 式 表 示 为 e = Cr 4) +e, AP h ARARE, C 为 定 容 比 热 ,如 果 
将 定 压 比 热 记 为 Ci WHE: 

(a) Cp -Cr = NR. 

(b) 在 绝热 过 程 中 ,有 po” = BRP NEB y = CHC > 1) 为 常数 

3.19 在 绝热 过 程 中 ,理想 气体 的 压强 p 与 密谋 p 之 间 的 关系 可 由 工 是 (或 第 天 
章 的 {5.4) 式 ) 写 为 ; 
ple) = ep ty > 1) RRS HAR se SHR 之 间 的 关系 . 

3.20 HEH: 

(a) Æ Euler FERPA Sah (3.129) 式 和 (3.130) 式 可 以 改写 为 


yo DA l Jani tgo v(4)>o. (M.a) 


其 中 e 对 应 于 Cauchy 应 力 的 烙 性 耗 散 部 分 . 

(b 如 果 假 定 | 

(Do 与 DD 之 间 具 有 如 下 的 线性 关系 : 

o 24D i AYD), 
Gi) Ate gd ¢ 与 温度 梯度 WV 之 间 具 有 如 下 的 线性 关系 (Fourier 定律 ) 
q= kV, 
Gi) 可 以 忽略 与 内 变量 演化 有 关 的 耗 散 项 , 则 {有 .a) 式 成 立 的 充 览 条 件 为 
0 

3.21 ” 现 考 虚 茎 没有 弯 形 及 没有 热源 的 物体 .如 果 物 体 中 的 热传导 过 程 是 法 常 
的 .在 Euler 描述 下 , 试 证 : 

(a) 热流 向 量 9 满足 divg = 0. 

(b) 如 果 物 悼 在 边界 av, 和 在 边界 az 上 分 别 具 有 恒定 温度 0, 和 8, ,而 在 其 它 
边界 上 是 绝热 的 , 则 8 S0 的 充 要 条 件 是 热量 从 jv, 流入 ,而 从 Jv, 流出 . 
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第 四 章 本 构 理 论 


$4.1 本 构 原 理 


【一 } 引言 


仅仅 依据 第 二 章 关 于 变形 和 运动 的 几何 学 描述 和 第 三 章 的 守恒 定 
律 , 尚 不 能 构成 数学 物理 { 初 ) 边 值 问题 的 完整 提 法 ,这 是 因为 由 几何 学 
描述 和 守恒 定律 所 给 出 的 方程 个 数 总 旦 少 寺 需要 确定 的 术 知 数 的 个 数 . 
为 此 , 我 们 还 需要 给 出 描述 材料 为 学 性 质 的 本 构 关 系 (constitutive 
relations) .例如 ,仅仅 由 动量 宁 恒 方程 和 动量 秆 守恒 方程 , 即 (3.36) RA 
(3.46) 式 ,还 不 能 完全 确定 物体 中 的 应 力 分 布 和 速度 分 布 . 当 补 充 了 一 
组 描述 应 力 与 运动 之 间 关 系 的 方程 (以 及 相应 的 初 . 边 条 件 ) 之 后 ,以 上 
的 应 力 分 布 和 速度 分 布 才 有 可 能 被 确定 下 来 .本 构 关 系 可 理解 为 物体 中 
应 力 张 曙 .热流 向 量 、 内 能 、 粹 等 与 物体 所 经 受 的 温度 历史 和 变形 店 史 之 
间 所 应 漠 足 的 关系 ,其 中 也 包括 热力 学 流 与 热力 学 力 之 间 的 关系 .在 讨论 
和 如何 建 六 本 网 关系 之 前 ,首先 应 作 以 下 几 点 说 明 : 

CL) 材料 的 本 构 关 系 不 能 理解 为 仅仅 是 关于 材料 本 和 肯 性 质 的 描述 ， 
而 应 与 其 外 部 环境 和 外 部 作用 过 程 紧 密 地 联系 在 一 起 .离开 了 外 部 作用 
【如 温度 场 总 其 变化 ,加载 速率 等 等 ) 来 讨论 材料 的 力学 性 质 是 没有 意义 
的 .两 种 材料 在 菜 种 外 部 作用 条 件 下 如 果 具 有 完全 杠 癌 的 人 性质 ,那么 在 另 
一 种 外 部 作用 条 件 下 则 可 能 会 表 现 出 完全 不 同 的 性 质 . 对 于 向 一 种 材料 
而 言 ,如 果 在 低温 和 高 应 变 率 加 载 条 件 下 表现 为 脆性 的 话 , 那 么 在 高 温和 
尾 应 变 率 加 载 条 件 下 则 往往 会 具有 明显 的 粘性 特征 .其 实 ,要 指明 一 种 材 
料 的 性 质 究竟 像 流 体 还 是 像 固体 右 时 是 很 困难 的 . EAR A (silly putty) 可 
以 从 杯子 里 缓慢 地 倾倒 出 来 ,而 在 高 应 变 率 加 载 条 件 下 又 本 以 像 橡 皮球 
一 样 迅速 地 弹 起 .由 此 可 见 , 我 们 所 要 研究 的 本 构 关 系 实际 上 是 材料 - 
过 程 对 (the pair material-process) , 即 我 们 所 建立 的 本 构 关 系 总 是 与 一 定 
的 外 部 作用 条 件 相 对 应 的 . 

(2) 不 同类 型 的 材料 (如 多 品 金属 材料 ,向 聚 物 材料 ,生物 材料 等 ) 具 
不 同 的 微 结 构 . 研 究 材 料 中 徽 结构 的 基本 特征 及 其 竺 变形 过 程 中 的 演 
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化 规律 ,对 建立 合理 的 本 构 关 系 是 十 分 重要 的 . 从 材料 变形 的 微观 机 制 出 
发 来 研究 本 构 关 系 不 仪 避 以 更 深入 地 认识 材料 变形 和 运动 规律 的 本 质 ， 
而 且 也 可 避免 在 本 构 关系 中 盲 昌 地 引进 一 些 不 必要 的 材料 参数 .例如 ,从 
徽 观 机 制 出 发 ,可 以 很 好 地 解释 为 什么 气体 的 粘性 系数 随 温度 的 升 高 而 
增 大 ,而 液体 的 站 性 系数 则 随 温度 的 升 高 而 迅速 碱 小 这 一 实验 现象 . 

然而 ,由 于 问题 的 复杂 性 ,间接 从 微观 出 发 米 建立 相 虚 的 宏观 本 构 关 
系 往 御 是 和 分 困难 的 .为 此 ,引进 一 个 介 于 微观 与 宏观 之 间 的 中 间 层 次 
一 细 观 层次 来 讨论 材料 的 本 网 关系 是 一 种 较为 可 行 的 研究 途 往 , 这 就 是 
所 谓 的 “宏观 - 细 观 - 微观 相 结合 ”的 研究 方法 . 便 如 ,多 晶 金 属 材 料 的 
塑性 变形 土 要 是 由 位 错 运 动 造 成 的 ,但 是 ,让 接 通 过 研究 微观 层次 (原子 
尺度 ) 的 位 销 运 动 规律 米 导出 相应 的 宏观 本 构 关系 是 极其 困难 的 .为 此 ， 
可 以 引进 一 个 具有 品 粒 尺度 的 细 观 层次 .因为 -一 个 “宏观 物质 单元 ” 包 合 
有 太 呈 的 单 品 晶 粒 ,所 以 ,首先 可 以 根据 位 错 运 动 太 位 错 组 态 的 演化 来 了 
解 单 品 的 滑 移 规律 ,从 而 建立 起 细 观 与 微观 之 问 的 联系 ;其 次 ,再 通过 单 
唱 的 带 移 规律 , 唱 粒 的 尺寸 和 取 问 分 布 ,以 及 曲 界 性 质 等 等 来 导出 多 晶体 
的 宏观 本 构 关系 ,从 痢 建 立 起 客观 与 细 观 这 两 个 层次 之 间 的 联系 .由 于 
“宏观 - 细 观 - 铀 观 相 结 合 ”的 钙 究 万 法 目前 仍 处 于 不 断 发 展 利 完 善 的 
阶段 ,本 书 将 不 准备 对 此 作 更 多 的 介绍 . 

(3) 本 构 关 系 的 建立 不 能 理解 为 仅仅 是 对 实验 数据 的 简单 拟 合 . 因 
为 在 二 维 应 灾 ( 应 力 ) 空间 中 ,可 以 有 无 穷 多 种 加 载 方式 , 即 有 无 穷 多 种 
应 变 ( 应 力 ) 路 径 和 应 变 ( 应 力 ) 率 历史 ,而 实验 不 可 能 穷尽 所 有 的 加 载 方 
式 .所 以 ,为 了 减少 实验 的 育 日 性 ,并 和博 保 所 建立 的 本 构 关 系 的 正确 性 ,就 
需要 对 本 构 关 系 加 以 某 种 限制 性 条 件 , 使 其 能 遵循 一 定 的 序 则 ! 或 一 定 的 
假设 ). 这 些 诛 则 有 时 也 被 称 为 本 构 原 理 .不 同 的 作者 曾 提 出 过 不 同 的 本 
构 原 理 . 下面, 我 们 仅 对 儿 个 较为 沼 用 的 本 构 原 理 进行 简要 的 介绍 . 


(—) 本 构 原 理 


历史 上 ,Noll, Eringen 等 人 都 曾 提 出 过 相应 的 本 枸 原理 ,本 节 仪 列举 
以 下 几 个 较为 常用 的 原理 . 

(1) ABER AE PE LEE principle of coordinate invariance) 

ARH ARN AAG ts FR ER AR , SOR ATR ER Se RICK AT R — 
条 件 可 以 自然 得 到 满足 . 

(2) 相 容 性 原理 (requirements of consistency) 

本 构 关系 应 该 与 字 恒 定律 相 一 致 ,并 满足 热力 学 第 二 定律 所 要 求 的 
限制 性 条 件 . 例 如 ,根据 (3.130) 式 , 在 讨论 热流 向 量 的 本 构 其 系 时 ,通常 
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要 求 热流 向 量 与 温度 梯度 的 内 积 不 大 于 零 . 

(3) 关于 材料 对 称 性 的 不 变性 原理 (material isomorphism} 

本 构 关 系 应 满足 与 材料 对 称 性 有 关 的 .在 某 些 变换 群 下 的 不 变性 要 
求 ,例如 ,对 于 各 向 了 同性 材料 ,本 构 关 系 在 任意 正 交 变换 群 下 是 不 变 的 , 故 
其 形式 可 由 各 向 同性 张 量 函 数 的 表示 定理 给 出 . 

为 简单 起 见 ,在 本 小 节 关 于 本 构 原 理 的 介绍 中 ,我 们 仪 考 虚 纯 力 学 过 
程 ( 妇 暂时 忽略 温度 .电磁 等 效应 的 影响 ) ,并 限于 讨论 Cauchy 应 力 张 量 
对 物体 变形 和 运动 的 依赖 关系 . 

(4) 决定 性 原理 (principle of determinism) 

AREER BEA, WAS 在 空间 所 占有 的 区 域 对 应 于 参考 
HIJE .和 * .决定 性 原理 认为 :如 果 在 e 时 刻 物体 中 所 有 物质 点 的 热力 学 状 
态 是 已 知 的 , 则 该 时 刻 有 具有 向 径 X 的 物质 点 下 在 以 后 的 时 刻 + 的 应 力 
OX DN 完全 由 物体 中 全 部 物质 点 自 i。 至! 的 运动 历史 所 决定 . 

OR A PRA a CX) r Eln t RRNA XC OB, 的 运动 历史 ， 
则 应 力 o (X21) 可 写 为 

oX, = Fa HXi X DAX E Ho rE [zast]. (4.1) 
上 式 中 双 花 揪 导 表示 证 函 , 它 不 仅 依赖 于 质点 大 E 4, 的 运动 历史 ,而 有 卫 
ARATE BASIE A, 的 选取 . 

(5) 局 部 作用 原理 (principle of local action) 

局 部 作 玫 原理 认为 ,i 时 刻 对 虚 于 物质 点 天 的 应 力 仅 仅 依 赖 于 该 物 
EER. 

(6) 客观 性 原理 (或 物质 的 时 空 无 差异 原理 ,principle of material 
frame-indifference) 

We RA LAP BRK ARPA SS Rix el Mix ey 
x" = QO(t)+ x4 cle), = ita (4.2) 
其 中 Q(t) A c(2) 分别 为 正 交 张 量 和 向 量 ,a 为 某 一 常数 . 

客观 性 原理 认为 ,材料 的 本 构 关系 不 应 随 观 测 考 的 改变 而 改变 , 即 在 
时 空 变换 (4.2) 式 下 ,本 构 关 系 的 形式 是 不 变 的 , 且 本 构 关 系 中 的 张 量 应 
该 是 客观 性 张 量 .例如 ,在 这 两 个 时 空 系 中 的 Cauchy MJ e 以 及 Euler 型 
仿 射 量 应 满足 以 下 形式 的 变换 关系 
oe = Q(t)-a- Q(t). (4.3) 


显然 ,Galileo 变换 


x = QO+xt ut t ey (4.4) 
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是 (4.2) 式 的 特殊 情形 .因为 在 (4.4) 式 中 ,0 ,v4 和 ceo 都 不 随时 间 变 化 . 

关于 客观 性 原理 的 合理 性 问题 ,目前 仍然 基 有 争议 的 .这 主要 是 因为 
描述 材料 性 质 的 木 构 关 系 是 与 分 子 之 间 的 相互 作用 直接 相 联 系 的 ,而 支 
配 分 子 运动 的 牛顿 第 二 定律 仅 在 惯性 系 中 成 立 . 因 此 , 在 Galileo 变换 
(4.4) 式 下 所 具有 的 不 变性 是 理 在 时 空 变换 (4.2) 式 下 仍然 适用 ,就 值得 
进一步 研究 了 ! 2 ,由 此 看 来 ,在 建立 本 构 关 系 时 ,客观 性 原理 可 能 是 一 
个 较 强 的 限制 性 条 件 . 

下 面 ,我 们 将 对 张 量 的 客观 性 问题 作 进一步 的 讨论 ， 


(=) 张 最 的 客观 性 


(1) SME Ke EX 

由 (4.2) 式 表示 的 变换 式 可 以 理解 为 同一 个 代表 性 物质 点 在 两 个 必 
相对 刚体 运动 的 参考 系 jx ,ti Mix’ | 中 的 时 空 变换 关系 ,也 可 以 等 
价 地 理解 为 同一 个 参考 系 中 所 观测 到 的 两 个 作 相对 刚体 运动 物体 的 代表 
点 之 间 的 变换 关系 .它们 的 计时 起 点 相差 a ,但 时 钟 的 快慢 是 一 样 的 . 它 
们 的 位 置 相 其 一 个 平移 cr) 和 刚体 转动 Ql). 

如 进一步 假定 在 参考 时 刻 H Ou) = 1, 则 变形 梯度 (2.27) 式 在 
以 上 两 个 作 相 对 刚体 运动 的 参考 系 中 将 满足 如 下 的 变换 关系 

F' = Q(t): F. (4.5) 

HRI - R-U= V-RAF =R- Ue VOR‘, 
得 


U” =U, R'=Q:-R, Vo=0:¥-@'. (4.6) 
叮 见 ,由 右 伸 长 张 量 所 定义 的 Lagrange 型 应 变 度 量 ( 扣 (2.68) 式 )} 及 其 
物质 导数 在 以 上 黄 个 时 空 参考 系 中 是 相同 的 , 即 
E' =È, E' =E. (4.7) 
MAKEKE VIEH Euer 型 应 变 度量 {如 (2.77}) 式 ) 在 以 上 两 个 
时 空 参 考 系 中 满足 如 {4.3) 成 所 表 杰 的 变换 关系 . 
下 面 我 们 来 考察 速度 梯度 (2.101) 式 : 工 = 下 .下 -由 (4.5) 式 可 知 ， 
TES Pi ae BE Bl eas A: 
L°=@-L+@"+@-Q". (4.8) 
因为 下 式 中 的 O- 97 是 一 个 反对 称 仿 射 量 , 所 以 对 上 式 分 别 取 对 称 部 分 


和 反对 称 部 分 ,可 得 到 变形 率 D 和 物质 旋 率 研 所 满足 的 变换 关系 
D'=Q0-D-g', (4.9) 


一 re 
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W” =.W.0 +0.0". (4.10) 
说 明 变 形 率 D 在 以 上 两 个 时 空 系 中 满足 如 (4,3) 式 给 出 的 变换 关系 ,而 
反 称 张 量 W 在 以 上 两 个 时 空 系 中 则 具有 如 (4.10) 式 形式 的 变换 关系 . 
例 1 RHA LALA (4.10) 式 变换 关系 的 反 称 仿 射 量 . 
Gi) 沿线 元 dx 的 单位 切 向 量 ! 的 物质 导数 可 由 (2.127) ARRAY 


l= (LL-aD:t=[IW+iD- UOD- UQ- D]e 
(4.11) 


由 此 可 定义 反 称 仿 射 量 

W=W+D-COD-GOND-D. (4.12) 
它 表 示 方 向 为 1 的 物质 线 元 的 旋 率 .因为 dx”= Q- dx, 所 以 单位 切 向 量 
在 以 上 两 个 时 空 系 中 满 是 I =Q- LIQ OI. 


利用 I =@-1+@-1, 
或 六 0 
可 知 有 
页 =0-W-o07+0-Q". (4.13) 


特别 地 , 当 物 质 线 元 的 方向 1 与 变形 率 DD 的 主 方向 在 该 时 刻 相 重合 时 ,六 
使 退化 为 物质 旋 率 W. 

Gi) 根据 (4.6); 式 ,可 知 内 (2.145) 式 表示 的 相对 旋 率 O = R- RT 
在 以 上 两 个 时 空 参 性 系 中 满足 : 


p =Q . ok. CT + 各. @7. (4.14) 


GD 现 考虑 由 (2,144) 式 表示 的 Fuler 旋 率 : QE = RË- (RE, Hp 
R" 满足 由 (2.142) 式 给 出 的 关系 ;RF = R R'. 轩 为 厂 伸 长 张 晤 UU 及 相 
应 的 Lagrange 型 应 变 在 时 空 参考 系 |x ,ti Mix’ ,ft'1 PORWR A U 
的 主 方向 工 , AR 在 以 上 两 个 时 空 参考 系 中 也 基 相 间 的 .因此 ,由 {4.6)， 
AAMIR” = Q@-R BR ARAUEMWMT HSS SRP AM 
AHR XA (4.6), 式 .出 此 不 难得 到 


2 -0.0.0 +0.0'. (4.15) 
例 1 和 表明 ,有 一 类 称 之 为 * 旋 率 " 的 反 称 仿 射 量 吕 ,它们 在 两 个 作 相 对 
刚体 运动 的 时 空 参考 系 中 的 变换 关系 可 和 写 为 ， 


2’ =@-2-90°+0-Q'. (4.16) 
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显然 ,对 于 任意 两 个 满足 以 上 关系 的 “ 旋 率 ”| MO, HAHA: = 
ea + (1 一 上) 向; ,其 组 合 后 的 旋 率 O 仍然 满足 变换 关系 (4.16) 式 . 
下 面 讨论 在 两 个 作 相 对 刚体 运动 的 时 空 系 ijx,t| 和 ix ,1": 中 
Cauchy 应 力 之 癌 的 关系 .在 (3.25) 式 中 , 面 元 的 单位 法 向 量 N 与 参考 构 
JEP dc, NdS, 之 间 满 足 (2.61) 起. 考虑 到 在 以 上 的 时 空 系 变换 下 
"NdSo 和 det 下 是 不 变 的 , 故 由 (4.5) 式 可 知 有 N” = Q .NN .如 假设 在 以 
ELPA APA NA ON’) = @ N) WT 
c` -0-e-Q'. (4.3) 
(4.3) 式 的 物质 导数 为 
s =Q0:6-O'+Q-6-Q7+Q+6°Q". 
#6 (4.16) 式 , 即 :0= 2° .0 - .代入 上 式 , 便 可 得 到 


9 


Fin; = Q ' Tin " g", (4.17) 


其 中 


co = ote-2-B-a, (4.18) 
称 为 应 力 o 的 共 旋 导数 (co-rotational rates) 或 应 力 g 的 Jaumann 4 FR. 
特别 地 , 当选 取 o 为 物质 旋 率 分 时 ,上 式 便 退化 为 原来 意 文 下 的 


Zaremba-Jaumann 导数 s, yi- 

RBL ETHE, Re] a Bt E F RG Euler 型 张 量 和 基于 
参考 榴 形 的 Lagrange 型 张 量 的 客观 性 作出 如 下 的 定义 : 

第 一 种 定义 (Truesdell 和 Noll): 

在 满足 (4.2) 式 的 两 个 作 相对 刚体 运动 的 时 空 参 考 系 中 ,音标 量 场 
5 向 量 场 上 和 仿 射 量 场 e 分 别 满足 如 下 的 关系 ， 

o =p, Mh=@-8, e= Q.e: Q", (4.19) 

MAIER p ,1 Me 是 客观 的 .在 更 一 般 的 情况 下 ,如果 张 量 p 满足 中 ”= 
2° p WRINK p 为 客观 性 张 量 , 其 中 QO -9 表示 8 对 WEH. 
由 以 上 定义 可 知 ,变形 梯度 F 的 行列 式 ¥, 客观 性 仿 射 量 e 的 行列 
式 , 任 意 两 个 客观 性 仿 射 量 的 双 点 积 ,… 等 等 都 是 客观 性 标量 场 ;当前 构 
形 中 的 有 向 线 元 dx , 面 元 的 单位 法 向 量 N 等 等 都 旦 客观 性 问 量 场 ; 左 伸 
长 张 量 VB :VW ,和 和 出 此 导出 的 Euler 型 应 变 张 量 e ,变形 率 D ,Cauchy 
应 力 g 及 其 Jaumann 型 导数 , 客 疯 性 仿 射 量 的 转 置 或 道 ,以 及 任意 两 个 客 
观 性 仿 射 量 的 线性 组 合 或 点 积 等 等 都 是 客观 性 仿 射 量 场 .显然 ,基于 以 上 
定义 的 客观 性 仿 射 量 的 物质 导数 不 再 是 客观 性 仿 射 量 .因此 ,在 本 构 关 系 
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的 讨论 中 ,需要 引进 客观 性 张 量 或 相应 的 客观 性 导数 { 如 Rivlin-Ericksen 
张 量 (2.137) FR, Cauchy 应 力 的 Jaumann 型 导数 (4.18) 式 等 等 ). 

由 (4.3) 式 表示 的 Cauchy 应 力 @ 的 客观 性 性 硕 也 可 以 从 以 下 的 假设 
中 导出 . 即 假 没 在 能 晤 守恒 {3.71) 式 中 ,内 能 8 的 时 间 变 化 率 和 单位 时 间 
内 输入 的 热能 都 是 客观 性 标量 场 .这 时 ,g : D 也 是 客观 性 标量 场 , 即 e' 
: 五” = og :DD. 再 利用 (4.9) 式 ,可 知 关系 式 (4.3) 式 是 成 立 的 . 

下 面 ,我 们 将 对 上 述 假设 的 合理 性 作 进 一 步 的 讨论 . 

例 2 现 假 定 宏观 物质 单元 是 出 大 量 的 粒子 组 成 , 试 讨论 粒子 运动 
的 统计 平均 行为 与 能 量 守恒 定律 之 间 的 关系 . 

假设 在 一 个 宏观 物质 单元 中 共有 N 个 粒子 ,第 ;个 粒子 的 质量 为 


m ,总 质量 为 M = YX m, .在 当前 构 形 中 选取 直角 坐标 系 ,第 i 个 粒子 的 


向 径 和 速度 分 别 为 x 和 x; , 则 该 物质 单元 的 质心 和 线 动量 可 分 别 写 为 
xD = P= Xmax, = Me (i). 
上 式 中 x, 为 任 一 常 向 量 .物质 单元 的 总 动能 可 写 为 


Kl) => sym lx, l? = Me +y) mlx ee 
hone Ren, 
BOR RC) = M10 AKC) = 7D) |x, r 分 别 对 应 于 宏 


观 意义 下 物质 单元 的 动能 和 微观 意义 下 粒子 相对 运动 的 动能 .作用 于 第 
个 粒子 上 的 力 可 分 为 外 部 对 该 粒子 的 作用 力 f, 和 其 它 粒 子 对 该 粒子 的 
(AA ;如 果 粒 子 之 间 的 相互 作用 是 有 势 的 ,其 势 为 B(xX, ,x;,…) ,那么 


作用 于 第 ; 个 粒子 上 的 力 可 表示 为 | fa - S| , 它 应 等 于 m 主因 此 ,外 
BDH Sy x, = ALO + K+ 到]. 上 式 左 端的 外 部 功率 可 以 分 解 为 
疝 部 分 ,第 一 部 分 是 宏观 意义 下 外 力 对 物质 单元 所 做 的 (机 械 ) 功率 , 它 


与 物质 单元 的 变形 和 运动 有 关 , 记 为 殉 , 第 二 部 分 是 微观 意义 下 物质 单 
元 与 外 界 的 能 量 交 换 率 ， ce EES IE 


撞 所 获得 的 能 量 率 ， wsd qa TERIA 


[8+ k]- >W. (4.20) 
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如 将 四 + K ELA RGE, EW EDA AAKRE D 
W 和 天 上方 的 横 线 , 便 得 到 能 量 守恒 方程 (3.67) 式 


e+ k= w+ J. 
现在 来 考察 由 (4,20) 式 定义 的 内 能 e = O+K. CRASH BRA 


能 是 一 个 广 延 量 MER s 是 一 个 串 加 的 量 .由 宏观 意义 下 速度 场 w = x 
的 连续 性 ,可知 K 满足 叮 加 性 条 件 .然而 ,粒子 加 相互 作用 势 下 的 可 加 性 
只 是 近似 成 立 的 .这 是 因为 当 把 以 上 的 粽子 性 系 分 为 两 个 子 系 时 ,总 体系 
的 相互 作用 势 可 写 为 O= 6+ 0, + 6, EHO, Mo, 分 别 为 第 一 个 
子 系 和 第 二 个 子 系 中 的 相互 作用 势 ,B,, 是 第 ~… 个 子 系 中 的 粒子 与 第 二 
个 子 系 中 的 粒子 之 间 的 作用 势 . 

当 粒 子 间 是 近 程 作用 时 ,只 有 那些 位 于 两 个 子 系 人 交界 面 附近 狭 之 区 
域内 的 粒子 的 相互 作用 才 对 ©, 有 和 贡献, 这些 粒子 的 个 数 有 具有 N” Ha 
BRM Pull D + ©) 具有 N 二 的 数量 级 .因此 ,对 于 粒子 总 数 N 非常 
KWAK, Dal D + ©) 是 可 以 忽略 的 .在 这 种 情 撒 下 ,内 能 的 可 加 性 
才 是 成 立 的 . 

最 后 ,我 们 来 考察 内 能 s 的 客观 性 问题 .对 于 满足 (4.2) 式 的 两 个 时 
空 系 , 势 函数 应 该 是 不 变 的 p = 下 .但 不 难看 出 ,六 在 两 个 作 相 对 刚体 
运动 的 时 空 系 中 却 上 共有 不 朵 的 值 .因此 ,内 能 的 客观 性 仅仅 在 某 些 特殊 情 
况 下 才能 近似 成 立 . 

Müller (1972), Edelen 和 Mclennan (1973), 以 及 Woods (1981) 等 
AS M4 (hz sit (the kinetic theory of gases) 的 角度 对 客观 性 原理 提出 
过 异议 .应 该 说 ,在 构造 本 村 关系 时 ,客观 人 性 原理 是 一 个 较 强 的 限制 性 条 
件 , 有 关 这 方面 的 讨论 还 可 参考 Speziale 的 综述 性 文献 . 

第 二 种 定 关 (Hill}; 

在 满足 (4.2) 式 的 两 个 作 相 对 刚体 运动 的 时 空 参 性 系 中 ,车 标量 场 
oo ,向 量 场 L WHE E 分 别 满足 如 下 的 关系 

oo = pp» Lisls, ESE, (4.21) 
则 分 别称 m , 工 , 和 五 是 客观 的 .在 更 一 般 的 情况 下 WEKRE OREO 
= © WEN © 为 客观 性 张 量 . 

由 以 上 定义 可 知 ,变形 梯度 F 的 行列 式 f 客观 性 仿 射 量 OE 的 行列 
式 ,任意 两 个 客观 性 仿 射 量 E, 和 五 ; 的 双 点 积 等 等 都 是 客观 性 标量 场 ; 参 
考 构 形 中 的 有 疝 线 元 d 忆 ,参考 构 形 中 面 元 的 单位 法 向 量 ,N ,客观 性 仿 射 
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E EHESS EREA REA AKE UC = U 和 出 此 时 
出 的 Lagrange 型 应 变 张 量 5 Lagrange EK RA RAT, AR 
性 仿 射 量 的 转 置 或 道 ,以 及 任意 两 个 客观 性 仿 射 量 的 线性 组 合 或 点 积 等 
等 都 是 第 二 种 定义 下 的 客观 性 仿 射 量 场 . 起 然 , 基 十 以 上 定义 的 客观 性 仿 
射 量 的 物质 导数 仍然 是 客观 性 仿 射 量 ,因此 ,采用 Lagrange fi OR H 
本 构 方 程 往往 是 十 分 方便 的 .这 时 ,客观 性 原理 可 以 自然 得 到 满足 . 

(2) 客观 性 原理 对 本 构 关 系 的 限制 

客观 性 原理 对 本 构 关 系 的 建立 具有 十 分 重要 的 作用 ,我 们 将 在 以 后 
对 此 和 作 详细 移 讨 论 .本 小 段 仅 以 Reiner-Rivlin HAMA KA A A, E 
作 简 要 的 说 明 . 

1845 年 Stokes 假设 非 线性 粘性 流体 的 本 构 关 系 应 具有 如 于 的 形式 

o=- pl+ f(D), f(a) > 6. (4.22) 

TH , Æ 1868 4 , Boussinesg HEL [sR AC HG AY Cauchy ME J BRAK A F EE E 
DS Weick Wie W 有 关 . 现 将 Stokes 假设 的 更 一 般 形 式 写 为 : 


s=- plp)I+ f(p.D.W,x), (4,23) 


满足 ftp ,0,0,0) - 0. 上 式 中 p 为 密度 ,zx 为 质点 速度 . 如果 在 时 空 变换 
关系 (4.2) 式 下 ,本 构 关 系 (4.23) 式 仍然 成 立 , 则 有 


s’ =- ple T+flo DW" yx"). (4.24) 
注意 到 在 时 空 系 1x”" ,所 上 中 的 各 量 满 足以 下 方程 
eo =Q@-6°@. p =p, D =Q-D-Q', 


Ws g wW- g tOO, x =QextQexte, 
则 由 客观 性 原理 ,可 得 
Q-f(o,D,W.x)+ QO" = flp QD QQ WO + 
QO- OO rt Or xre). (4.25) 
ERIEK Q, O Me HRY. WME : 【1, = 0, 就 有 


f(p,D,W,x) = f(p.D.W,xt c). 


由 向 量 e 的 任意 性 ,可 知 了 并 不 依赖 于 速度 x .其 次 , 取 = 1,0%0,Ml 
出 


f(p.D,W) = flo,D,W +0), 


以 及 O 的 任意 性 ,可 知 了 也 与 W 无 关 . 于 征 (4.25) 式 退 化 为 
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Qe f(o.D)+@" = fege Dg). 
这 表明 ,了 是 关于 DD HA AAEE AA. KERRE. 20DA, 
可 将 (4.23) 式 写 为 
o = 一 Po)T+ polte D+ oD’, (4.26) 
其 中 p (i = 0,1,2) 是 也 的 三 个 不 变量 和 密 典 wo HRERS, H D = 
ORE go = 0. 

本 构 关 系 可 写 为 (4.26) 式 的 材料 称 之 为 Reiner-Rivlin 流体 , 它 在 
Stokes 假设 提 丹 一 百年 之 后 才 被 研究 清楚 .由 此 不 难看 出 在 本 构 关 系 推 
导 过 程 中 客观 性 原理 所 起 的 作用 . 

(3) Euler 型 仿 射 量 的 客观 性 导数 
现 讨论 满足 第 一 种 定义 的 客观 性 仿 射 量 p. 这 些 仿 射 量 可 以 是 左 伸 
长 张 基 不 , 左 Cauchy-Green $k B Euler Ay BER e A Cauchy WH e, 
Kirchhoff iv H T 等 等 .通过 以 下 几 种 变换 之 一 ,多 可 以 化 为 相应 的 满足 第 
二 种 定义 的 客观 性 仿 射 量 D: 

(a} Øp = R’-@-R. (4.27) 
其 中 R 为 变形 梯度 下 在 极 分 解 中 的 正 交 张 量 . 

例如 , 当 p HRA 2.75) 式 的 Euler UU e f,O 为 (2.66) 式 的 
Lagrange WWA E; @ 取 为 (3.55) 式 的 Kirchhoff RHA + Af, O A 
(3.63) 式 的 无 旋 应 力 T. 

(b) Bi Fiege F”. (4.28) 
其 中 下 为 变形 梯度 张 量 . 

Wim, HE p (2.78) 式 的 Euler 型 应变 e 时 ,更 为 (2.73) 式 的 
Lagrange 型 应 变 EU"; 4E 四 为 Kirchhoft 应 旋 z 时 ,再 ,， 为 (3.29) AH 
第 二 类 Piola-Kirchhoff MA T”. 

(c} Pay- Fl egpeF. (4.29) 

例如 , 当 取 p (2.79) RAY Almansi BE e” 时 ,更 为 (2.69) $ 
的 Green WEA E”; HI p ATE RRKED H, Oo 为 (2.130) 式 的 Green 


应 变 的 物质 导数 E"; SE @ HW Kirchhoff hI) + BY, Oy, 为 由 (3.56) 式 
表示 的 与 EC? BiH TO. 
(d) Øy = F'- go: F7. (4. 30} 
(e) Pp = F'-o-: F. (4.31) 
在 (d) 和 (e) 中 ,如 取 p (2.75) AY Euler Bi IK e ,或 (2.77) 式 的 
WERKE e ”时 , 则 Da MD, 为 (2.66) 式 的 Lagrange 型 应 变 张 量 五 ， 
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BE (2.68) 式 的 应 变 张 量 E”. 
因为 Dal = 1,2,3,4) 是 满足 第 二 种 定义 的 客观 性 仿 射 量 ， 
夏 其 物质 导数 也 是 第 二 种 定义 下 的 客观 性 仿 射 量 . 因此 ,利用 (2.145) 
st (2.101) 式 和 (2.115) 式 ,可 得 到 以 下 几 种 关于 p 的 客观 性 导数 : 
(aY H Ba = RT. gy: 及 ,可 得 形 各 (4.18) 式 的 共 施 导数 . 


Qin = 9+ 9: 0 Nr.qg, (4.32) 


其 中 o = R- RT 为 (2.145) 式 的 相对 旋 率 . 
(bY 对 (4.28) 式 求 物 质 导 数 可 得 


Pa F`. Po -F7 (4.33) 
EF pon = -oT -Lp Ow—-9@-D-D- @, (4.34) 


上 式 中 的 工 = DD + 多 为 速度 樟 度 ,gw 为 对 应 于 物质 旋 率 W 的 
Jaumann 导数 . 


(o) H a = F gw， FG 

k . y 

po = Otte Lib’ p= Oy te: D+D p. (4.35) 
(dh Ba = FT .el FOB 


Pa = 9- GL +h + @ = Oy ~ O° D+D-@. (4.36) 


Ce) BPa = Fl ey 下 ,可 得 
Pa = 9+ Q@-L-L-@= 9 tpD- Dp. (4.37) 


T 


Pa ， Pi Po Pia 统称 为 p 的 随 体 导数 (eonvected derivatives). HA, 


Pin 称 为 o 的 Oldroyd 随 体 导数 ， Po, 称 为 9 的 Cotter-Rivlin 随 体 导数 . 
当然 ,9 的 客观 性 导数 的 构造 并 不 限于 采用 以 上 几 种 变换 式 , 例 如, 我们 
还 可 以 给 出 如 下 的 襟 换 式 : 

n = 了 (8g) F7, 
即 以 CZ) 代替 (4.28) 式 中 的 ,其 中 8 为 变形 梯度 的 行列 式 ¥ = detF. 


对 上 式 求 物质 导数 并 注意 到 (2.114) 式 : P= (divw )8, 则 有 


® = F' (fo) -F", 
由 此 可 得 gp 的 客观 性 导数 ; 
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Qin = p+ gpidivo)-@-L'’-L+@, (4.38) 
称 之 为 q & Truesdell 随 体 导 数 . 

在 线束 本 段 之 前 ,我 们 再 作 以 下 几 点 说 明 . 

(第 一 种 定义 下 的 Euer 型 客观 性 仿 射 量 9 与 第 二 种 定义 下 的 
Lagrange 型 客观 性 仿 射 量 由 之 间 可 通过 以 上 列举 的 变换 式 建 立 起 对 应 
关系 . 困 此 ,在 本 梅 基 系 的 讨论 中 ,Ruler 描 述 与 Lagrange 描述 之 间 也 存在 
相应 的 对 应 关系 .例如 ,由 (3.55) REKKI Kirchhoff 应 力 r= rz Cs @ 
Cs 和 由 (3.35) 式 表示 的 第 二 类 Piola-Kirchhoff he) TY = Flere! 
= rm 的 Ga 分 别 对 应 于 第 一 种 和 第 二 种 定义 下 的 客观 性 应 力 .其 相应 


的 客观 性 应 力 率 可 分 别 写 为 了 = rc 因 Ce MT” = 1G, @ G. 
类 似 地 ,由 (2.129) ERTE D = deC © C 和 由 (2.131) RR 


示 的 Green 应 变 的 物质 导数 下 和 = dG" © G 也 分 别 对 庶 于 第 一 种 和 
第 二 种 定义 下 的 客 观 性 应 变 率 . 因此 在 率 型 本 构 关系 的 讨论 中 ,tJ 与 
den TAMA HET, 与 DD 的 关系 ,也 可 以 理解 为 是 Tm 与 


EY 的 关系 .前 者 对 应 于 Euler 措 述 ,而 后 者 则 对 应 于 Lagrange 描述 . 
(i) 如 果 对 (4.27) 式 ~ (4.31) 式 各 式 求 商 阶 物质 导数 , 则 我 们 还 可 

以 得 到 Euler 型 客观 性 仿 射 量 四 的 高 阶 客 观 性 时 间 变 化 率 . 例如 在 (4.29) 

式 中 ,wp MD, 可 分 别 取 为 2e6 07 MIE” ,对 该 式 求 4 阶 物 质 导数 后 , 便 


得 到 2 ook = F -Apy FRAP As (2.136) APM x BF 


Rivlin-Ericksen 张 量 . 

Gi 在 实际 问题 中 ,往往 将 时 间 域 划分 为 若 于 个 增 量 步 来 逐步 求解 . 
对 于 每 一 个 增 量 步 ,可 最 当 前 构 形 作为 参考 构 形 ,由 于 这 时 的 变形 梯度 F 
= 了 ,可 知 相应 的 Lagrange 型 应 变 EMS SMR RAT 分别 为 : 


= 0, T = Tt. (4.39) 


w co) 
上 式 中 , 右 下 标 (0) 表示 以 当前 枸 形 作 为 参考 构 形 时 所 对 应 的 值 ,* 为 
Kirchhoff 应 力 ,由 于 ,f= 41, 所 以 它 也 等 于 Cauchy 应 力 g. 特 别 地 ,上 式 中 
的 工 也 可 取 为 对 数 应 力 I. 

此 外 ,应 变 EE 的 物 策 导数 显然 可 写 为 


E 


=P. (4.40) 
0) 


LE 
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对 (3.66) 式 求 物质 导数 并 利 册 (4.39) 式 和 (4.40) 式 , 可 得 
r| = To| -U+ f Des D+ Dee), (4.41) 


CO lig 


在 上 式 中 ,如 取 Seth 应 变 度量 类 (2.67) RPR n = 1, WAT +0) 


= ]. 困 为 这 时 上 式 左 端 对 应 于 第 二 类 Piola-Kirchhoff 应 力 的 物质 导数 ， 
故 由 (4.33) 式 和 (4.34) 式 , 有 


re 


- ? `- 7 7 
= (F+ tyt F")| = ta = tw, (t D+ Det). 
a to} 


再 与 (4.41) 式 中 取 n = 1 的 表达 式 比较 ,可 知 TO] = By = z+ 
T:W- Wr FE {ADATE A 


-im FU + fe DED) 


(a) 
= fp + o(dive ) — Ja +f e D+ Dea). (4.42) 
(4,39) K ~ (4.42) 式 给 出 了 以 当前 构 形 作为 参考 构 形 时 Lagrange 型 客 


观 性 应 变 张 量 ,应 力 张 量 及 其 物质 导数 与 相应 的 Euler 型 客观 性 张 基 之 问 
的 对 应 关系 . 


§4.2 简单 物质 


(—) 简单 物质 的 定义 


现 考虑 在 物质 点 X 的 十 分 小 的 邻 城内 的 另 一 个 物质 点 X ,其 运动 历 
ETA Taylor 展开 近似 地 由 物质 点 X 的 运动 历史 表示 为 

x{X r) x(X yr) tay (RR) ter, (4.43) 

上 式 中 rE Lethe xy = SE = F(X,r) 为 对 应 于 X 的 变形 梯度 历史 ， 


在 忽略 温度 葡 应 的 条 件 下 ,由 决定 性 原理 和 局 部 作用 原理 ,(4.1) a E 
为 


a(X,t) =o, WX tix X yr) X Xr) ea Kareni. 


更 定义 一 种 物质 ,其 本 构 关系 仪 依赖 于 变形 梯度 让 史 F(X, r) m 
XAT X 的 高 阶 导数 无 关 : 
a(X,t) =o, AX.tyx(X.r), F(X. r)i}. (4.44) 


我 们 称 这 样 的 物质 为 简单 物质 .以 后 我 们 仅 讨论 简单 物质 的 本 构 关 系 ， 
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对 应 于 时 空 变 换 (4.2) 式 ,变形 梯度 历史 和 Cauchy 应 力 满 足 山 44.5) 
式 和 (4.3) 式 表 示 的 关系 : 
F(X,r) = O(c) + F(X,r), 
ao” (X, = Qilt) o(X,t)+ 0 (7). 
因此 , AR GE Pe LE GR oi 
a, X,t sx (Xar) F(X.) 


= OCr)- o, UX .t3a(X,7), F(X, r)i} -Q (4). (4.45) 
WR Qir) = 工 则 由 cfr) 和 = 的 任意 性 ,可 知 以 上 泛 国 表达 式 中 的 变 元 
RERE 1 Ax (X71), 4.44) 式 简化 为 
a(X.t) = o, UX ;F(X.c)i, (4.46) 
IP rE lnl AR a = 0, (4.45) KABA 
o, UXsQ(r) + F(X,r) = QU) oNXIF(X, TR. 0T), 
(4.47) 
上 式 对 IF ZK a Or) 都 是 或 立 的 . 
现 对 变形 梯度 历 忠 进行 极 分 解 : FC 时, r) = R(X,r)， U(X.) J 
RW O(c) = RR"(X,r), 则 由 上 式 可 得 
o(X,1) = c, IX:F(X,r)il 


= R(X,1)' o, UX; U(X rh R(X, £, rE [rye]. 
(4.48) 
说 明 Cauchy 应 力 仅 依 赖 于 伸 长 张 量 的 历史 和 当前 时 刻 + 的 旋转 R(X， 
1) ,而 与 1 时 刻 以 前 的 转动 历史 无 关 . 
变形 梯度 历史 FX, r),r E [tr 也 可 用 相对 变形 梯度 历史 
F, X o 表示 为 
FCX,c) = F,(X,r) + F(X,2) 
= R(X,r) U, X, r) + ROX,2)- U(X,t). {4.49) 
如 取 G(r) = R°CX,2) ， 及 (Er 并 注意 到 R;(X,i) = I, Mh 
(4.47) 式 可 得 
o, IX;F(X,r)li = R(X.) a, iX; UP (X,t) ， 
U(X, 2) R (X,t), (4.50) 
其 中 US Ox,r) = R'™(X,:) U (X,t) RCX,2). (4.51) 
上 式 的 定义 与 (3.62) 式 和 (3.63) 式 类 似 . 共 实 , 对 于 任意 仿 射 量 9 RN 
都 可 以 定义 相应 的 p ,满足 p = RTO). @ RU). TÆ, (4.50) 式 
可 表示 为 
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(Ct) = 6, RX U(X, r) UCK, OH (4.52) 
或 等 价 地 写 为 
TI (天 ,zt) = 6, XCX, r) CCX aH, (4.53) 


其 中 ci (X,c) = [UPX]. 

将 上 式 右 端 分 解 为 两 部 分 之 和 有 时 是 较为 方便 的 ,其 中 第 一 部 分 对 
应 于 静止 变形 历史 ;Ci (X.7) = 了 ,可 写 为 

a (X,t) = oF (XiC(X,2)) = 0, WX, COX,)), 
称 之 为 弹性 应 力 , 它 是 当前 时 刻 右 Cauchy-Green KR COX, 2) AR. E 
二 部 分 为 
ow (Xt) = oy HX; CX, r) — F,CCX,2) 
= 6, UX CPX, r) C(X, iNi- e" (X,t), 
称 之 为 非 弹性 应 力 , 它 不 仅 依 赖 于 CX.) ,而 且 还 依赖 于 变形 历史 . 于 
是 ,总 的 应 力 可 写 为 
oO (X,t) = ow (XCX) + or AX CPX, T) — BECK, ON. 


(4.54) 
ER EETT HE EA AE BAR Pe BA 2 2 A B.S A 
弹性 体 时 ,上 式 右 端 第 二 项 的 非 弹性 应 力 将 等 于 零 ， 
根据 (4.48) 式 ,第 二 类 Piola-Kirchhoff 应 力 可 与 为 
T(X,0) = fFU(X,1) + e, IX; F(X; r)li F (X,t) 
= £U'(X,t)+ 6, UX; U(X, r)i e U(X ,:), 


其 中 f= det(U(X,1)) AE TO 也 可 表示 为 右 伸 长 张 量 历史 U(X,r) 
和 当前 时 刻 右 伸 长 张 量 U(X,1) 的 泛 函 ,或 等 价 地 表示 为 
TUCK ,£) = TY UX CCX, r), COX DH, (4.55) 
RP rE ltl EX, r) = (U(X,7))’. 
因为 以 上 表达 式 对 物质 点 X 的 依赖 关系 是 不 言 自明 的 ,所 以 ,为 了 
书写 方便 起 见 ,我 们 在 下 面 本 构 关 系 的 讨论 中 将 略 去 标记 KX. 


(2) AAR 


在 以 上 的 本 构 关 系 表 达 式 中 ,我 们 并 没有 对 物体 的 变形 和 运动 给 予 
某 种 特殊 的 限制 ,应 变 场 惟一 需要 满足 的 约束 条 忻 就 是 协调 条 件 .本 有 段 将 
条 性 , 称 之 为 内 约束 {internal constraints). 也 就 是 说 ,由 具有 内 约束 的 材 
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料 所 构成 的 物体 ,存在 着 某 种 不 可 能 实现 的 变形 各 运动 .对 于 给 定 的 物质 
点 生来 说 ,简单 物质 的 内 约束 条 件 可 用 若干 个 标量 方程 来 加 以 表示 .为 
简单 起 见 , 这 里 我 们 仅 讨 论 由 一 个 标量 方程 表示 的 内 约束 条 件 : 


ACF) = 0. (4.56) 
上 式 中 的 下 为 对 应 于 点 蔷 的 变形 梯度 ,由 客观 性 原理 ,上 式 也 可 写 为 
AQ- F)=0, 


其 中 o 为 任意 正 交 张 量 .注意 到 下 = R.: UHR = R',M(4.56) xh 
还 可 写 为 

ACU) = 0, 
BR SF tt HE H 

A,(C) = 0, (4.57) 
其 中 C = U AA Cauchy-Green KH. 因为 由 URC 可 得 到 相应 的 
Lagrange 型 应 变 度量 ,所 以 上 上 式 可 看 作为 应 变 空间 中 的 超 曲 面 .在 物体 的 
变形 过 程 中 ,{4.57) 式 应 始终 成 立 , 故 有 


i, U-0 或 HO ez 0. (4.58) 
Hp E MÈ AIENT A (C) = 0 的 "法 向 " 和 " 切 向 ” 


现 来 讨论 与 以 上 变形 相对 应 的 应 力 . 由 第 三 章 (3.53) 式 , 参 考 构 形 
中 单位 体积 的 变形 功率 为 
fo: D=T: B= T”: EY = tr €, (4.59) 
其 中 第 二 类 Piola-Kirchhoff 应 方 了 0 与 Green EE EB" FAD IL EE. UE 
TO 可 分 解 为 两 部 分 ; 
TË = PO +T”, 


A 


其 中 第 一 部 分 TY 在 应 力 空间 中 沿 超 曲 面 A,(CY = 0 的 “法 向 ” oe aD 
a _ dA, 
Ty =- poet, (4.60) 


式 中 p 为 某 一 标量 因子 , 则 由 (4.58) 式 和 (4.59) 式 可 知 ,与 TW 相对 应 
的 变形 功率 为 零 . 这 说 明 , 对 于 具有 内 约束 的 简单 物质 ,由 于 存在 着 不 可 
能 实现 的 运动 ( 即 C 不 与 超 曲 曾 A,(C) = 0 相 切 的 运动 ) ,就 需要 维持 这 
种 内 约束 的 应 力 TW , 它 不 能 由 物体 的 运动 历史 来 确定 { 即 (4.60) 式 中 


的 p 不 能 由 物体 的 运动 记 史 来 确定 ), 而 只 能 外场 方程 和 边界 条 件 来 加 以 
确定 .这 样 的 应 力 TY 称 之 为 非 确定 应 力 , 它 在 可 能 的 运动 上 是 不 做 
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功 的 . 
FR MAKE UGA ERMA” 与 由 在 内 约 东 条 件 下 的 变形 和 
运动 历史 所 确定 的 “确定 应 力 ” 两 部 分 之 和 . 
对 应 于 Cauchy 应 力 的 “正确 定 应 力 ” 可 写 为 
1 dA 


一 a tl a T = 一 P . ween . T 
Sx = FF TY. FT = oF we: (4.61) 
Hop y = det .注意 到 C= 2E” = 2F"- D+ F458) 式 还 可 写 为 
dA). T . _ dA, th. _ 
因此 ,ev 满足 
os: D= rle,- D) = 0. (4.62) 


ERP D 是 在 内 约束 条 件 下 的 可 能 运动 的 变形 率 . 
下 面 给 出 几 个 具有 内 约 东 的 简单 物质 的 实例 . 


(1) 不 可 压缩 材料 . 
许多 小 体 和 橡胶 类 材料 可 近似 认为 共 体 积 是 不 可 于 缩 的 .不 可 频 纳 
材料 的 内 欧 东 条 件 可 写 为 
ACF) = detF -1=0, 
或 A lC} = detC -1=0. (4.63) 


根据 质量 守恒 定律 ,上 式 等 价 于 pe = m RuD = dive =0, 即 物体 的 变形 
是 一 种 等 容 变 形 . 


利用 第 一 章 (1.197) R: deer) - (detB)B-, 可 得 cs fC) _ 
Co FBI A “SE AE a” 为: 
TY =- pc (4.64) 
BH (4.61) 式 , 有 
o, =— pl. (4.65) 


(2) 在 方向 L, 上 不 可 伸 长 的 材料 

对 于 某 些 纤维 增强 复合 材料 , 当 纤 维 的 刚度 远大 于 基体 材料 的 刚度 

j , 常 可 近似 认为 材料 沿 纤 维 方向 是 不 可 伸 长 的 . 现 令 L, 为 参考 构 形 中 
sos (rae IA EANA Li 上 不 可 钊 长 的 材料 ,其 内 约 东 条件 可 利用 
(2.48) 式 写 为 

Ay(C) = Le:C:L,-1=0. (4.66) 
因此 有 
dale) -LO L. 
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应 的 “ 非 确定 应 力 ” 为 
Ty =- pl, OL, (4.67) 
或 由 (4.61) 式 , 有 
6, =- 219 l, (4.68) 
其 中 二 = P-L, 对 应 于 变形 后 物体 中 的 不 可 伸 长 方向 . 
(3) Bell 材料 
根据 Bell(1985) 对 金属 塑性 大 变形 的 实验 结果 ,可 假定 材料 满足 如 
下 的 内 约 东 条 忻 : 


ACY) = wl -3=uV-3=9, 


或 A,(C) = (C?) -3 = 0. (4.69) 
上 式 称 之 为 Bel 内 约束 条 件 ,满足 Bell 内 约束 条 件 的 材料 称 之 为 Bell 村 
料 . 根 据 8$1.9 例 6 的 结果 ,p 知 

dAl E) — d(tru) _ 1 


Te ie xu. (4.70) 
因此 ,对 应 于 Bell 材料 的 非 确 定 应 力 为 
1 o b -1 
Ty = su", (4.71) 
of (4.61) 式 , 得 
by 
Ty = 29" (4.72) 


其 中 Y WEAKER. 
(4) 满足 Ericksen 内 约束 条 件 的 材料 
Ericksen(1986) 在 描述 晶体 性 质 时 提出 了 以 下 的 内 约 来 条 件 : 
A,(€) = tC-3=0. (4.73) 


dA, KE) 


显然 ,这 时 有 = 了 .因此 , 非 确定 应 力 为 


Ty) =~ pl, 


或 由 (4.61) 式 , 得 


pv’. (4.74) 


— P ri 
Ox =~ Faw) © 


(5) 刚性 材料 
刚性 材料 是 完全 不 变形 的 材料 ,其 内 约束 条 件 为 
c-T=6. 


EAEN C= 0a D= 0, 故 应 力 的 一 切 分量 都 是非 确定 的 ,也 就 是 说 ,无 
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论 施加 怎样 的 应 力 都 不 可 能 使 刚性 物体 变形 .因此 ,我们 无 法 由 物体 的 运 
动 来 确定 作用 在 该 物体 上 的 应力 . 


(=) 同 格 群 (材料 对 称 群 ) 

简单 物质 的 本 构 关 系 {4.46) 式 与 参考 构 形 的 选取 有 关 . 如 果 参 考 构 
形 由 时刻 的 ,和 % 变换 到 + 时刻 的 和 % ,其 相应 的 变形 梯度 为 P( 图 4.1)， 
则 对 应 于 为 的 变形 梯度 F(x) 与 对 应 于 % 的 变形 梯度 F (r) 之 间 满 足 
如 下 的 关系 


图 4.1 ”响应 泛 医 对 铺 考 构 形 的 依赖 关系 


F(r) = Flr)» P. (4.75) 
故 (4.46) 式 为 
oo FE = oF (tr) PH = Fr 有 《4.76) 
这 说 明 ,简单 物质 的 定义 与 参考 构 形 的 选取 无 关 ， 
现 讨论 与 上 式 会 义 完全 不 同 的 男 一 个 问题 .假设 有 两 个 参考 构 形 六 
和 . 沪 , 由 .六 到 .六 的 变换 为 瑟 . 在 这 一 变换 过 程 中 应 力 状 态 始终 没有 变 
化 .在 上 述 条 件 下 ,如果 对 于 任何 一 个 运动 历史 F(r), 基 于 这 两 个 参考 
构 形 所 得 到 的 应 力 完 全 相同 , 即 本 构 泛 函 满足 
a, FCO! = e, {FC = 6, IFC) - A, (4.77) 


则 称 这 商 个 参考 构 形 是 同 格 的 (图 4.2). 这 时 ,对 于 参考 构 形 光 来 说 , 非 
奇异 变换 H 对 于 应 力 响应 不 产生 任何 影响 . 例如 ,对 于 给 定 取向 的 纤维 
增强 复合 材料 来 说 ,如 果 绕 纤维 方向 旋转 某 一 角度 后 所 进行 的 试验 与 旋 
转 前 的 试验 结果 完全 一 样 ,那么 ,就 可 以 取 以 上 的 旋转 为 (4.77) 式 中 的 
H. 

性 质 1 满足 (4.77) 式 的 一 切 十 构成 一 个 群 , 称 为 同 格 群 或 材料 对 
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图 4.2 响应 活 函 不 依赖 于 参考 构 形 的 变换 H 


FRH Cisotropy group) , 记 为 H . 

以 上 性 质 可 根据 群 的 定义 直接 得 到 :假定 满足 (4.77) 式 的 一 切 H+H 
成 一 个 集合 Ht, H H, ‘H, 和 H, HERE Hs 中 的 元 素 , 则 

G) Be, HEC) =o, IFC) Hy = øx IFC) H+ Hl. 
TAY H, HH, 是 集合 中 的 元 素 时 HW, H, 也 是 集合 中 的 元 素 . 

Gi) He, (rc) + Hy + CH) + Hi) = e, PCr) + mt 

=o, HF(r): H, + Hil = ø, Cr) - (H, < H,). H;ll, 
呆 知 以 下 的 结合 律 成 立 :H,*' CH, - H;} = C+ WW) + H. 

GD 恒 等 变 换 工 满足 (4.77) 式 , 且 对 于 集 人 台中 的 任何 元 素 H, AI. 
互 = 百 :. 工 = 百 , 故 了 可 作为 集合 中 的 单位 元 素 . 

Gv) 由 于 集 人 台中 的 一 切 元 素 下 都 是 非 奇 异 的 , 故 存 在 惟一 的 道 元 素 
H', ÈH- H'= H- H= WREG). A EAE.) RHE 
形 梯度 历史 , 则 (4.77) 式 可 写 为 

o, F(t HT'l = 6, HCI, 
说 明 A” HARE A, 中 的 元 素 . 

ik ay A ECHR TOC SERN BSE BKK 
记 为 光 ，. 为 了 进一步 说 明 同 格 群 对 参考 构 形 的 依赖 关系 , 现 来 讨论 如 下 
的 性 质 : 

性 质 2 设 对 应 于 两 个 参考 网 形 w 和 .和 % 的 同 格 群 分 别 为 H A 
HK, AL 党 A, 的 变形 梯度 为 P, 则 以 上 两 个 同 格 群 之 间 的 变换 关系 
为 
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Hy, 

证 明 RH AH, 中 的 元 素 , 如 果 为 和 ,六 分 别 对 应 于 (4.76) 式 

中 的 % 和 .这 FARREA FC) PH" P "作为 (4.76) 式 中 的 
Fy Cr) (4.76) 式 可 分 别 写 为 

6, F(t). Pil = 6, F(z), (4.79) 


= P+ + Pl. (4.78) 


和 
s, Fir): P+ Hil = iiF(r) P+ H- P's. (4.80) 
因为 H ARREA PETR MATT) RRA: 
e, F(t): PH =o, liF(c)+ P- HÌ. 
说 明 (4.79) RH (4.80) 式 的 左 端 由 等 .因此 以 上 两 式 的 右 端 也 应 相等 : 
o, F(z)! = e, HF(r .PrH:P'l, 
EH = P+ He Po 为 同 格 群 党 中 的 元 素 . 
ZZ WE AMBER 党 .中 的 虑 素 , 则 可 证 再 = 卫 1. He Pub 
同 格 群 区， 中 的 元 素 . 故 (4.78) 式 得 证 ， 
性 质 3 ” 司 格 群 的 元 素 H 对 应 于 等 体积 变换 , 即 满足 
| detH |= 1. (4.81) 
事实 上 ,如 果 对 (4.77) 式 进行 x -1 次 运算 ,可 得 
e, FCF =o, HEC) HY 
=ø, F(t). (4.82) 
LAH e MTSE y, 上 的 应 力 ,该 参考 构 形 是 通过 由 局 A 
A FRH UO” LAD. 岗 特 别 取 上 式 中 的 FOr) 为 恒 等 变 形 二 则 
(4.82) 式 为 


oN =o, iii. (4.83) 
如 果 百 不 是 等 体积 变换 , 则 当 > 不 断 增 大 时 ,参考 构 形 1, HFS Hy 
FE ow, 的 体积 将 人 不断 地 膨胀 ( 蔡 | deH | > 1) ,或 不 断 地 缩小 (车 | det H 
之 11). 而 (4.83) 成 表明 ,对 应 于 .%; 和 .上 的 应 力 却 是 相等 的 ,这 显然 不 
符合 人 们 的 常识 .由 此 可 见 , 变 换 互 是 保持 体积 相 讼 的 , 即 瑟 满足 (4.81) 
式 . 满 足 (4.81) 式 的 一 切 元 素 H 构成 一 个 群 , 称 为 么 模 群 (unimodular 
group) , 记 为 +. 

性 质 4 正 交 仿 射 量 2 局 于 同 格 群 光 ， 的 充 要 条 件 为 :对 于 任意 的 
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变形 梯度 历史 Fir), A 
6, liQ- Fir) QH = Qo, iF) g7. (4.84) 
证 明 GRE 如果 @ 是 同 烙 群 光 ,中 的 元 素 , 则 Q` = 8 也 是 
FRR, PROCR. ATAQ. F) AQT 代 换 (4.77) 式 中 的 F(z) 
各 二 , 则 (4.77) RAH 
os iQ- Fiil =o, HO. F). OH. (4.85) 
另 一 方面 ,由 客观 性 原理 ,(4.47) 式 为 
a, Q(t) Fit = Qt) +o, HFC) + OT). (4.86) 
如 令 上 式 中 的 O(c) 不 随时 间 变 化 :Qtr) = Q(t) = Q,7F5(4.85) 式 
比较 , 便 得 到 (4.84) R. 
充分 性 ”假定 (4.84) 式 对 于 任意 的 变形 梯度 历史 都 成 立 , 则 可 取 变 
形 梯度 历史 为 F(zr)，Q ,并 利用 客观 性 原理 而 将 (4.86) 式 改写 为 : 
a, iQ Fir)? @h=@-: o, F(t) > Qh: g7. 
(4.84) 式 比较 后 ,可 得 
o, UF(r)i = e, HF(r). aTh, 
说 明 QT 是 同 格 群 光 ， 中 的 元 素 ,因此 0 也 是 Hy PATR. 
性 质 5 单位 仿 射 有 旦 工 及 其 反 演 -了 必定 是 一 切 同 格 群 中 的 元 素 ,由 
这 两 个 元 素 构 成 的 群 称 为 三 斜 群 (triclinic group) id ALF, - Fi. 
因为 了 和 -了 工 都 是 正 交 仿 射 量 , 且 满 足 (4.84) 式 (如 将 (4.84) 式 两 喘 
中 的 口 取 为 1 或 -了 后 ,等 导 自 然 成 立 ), 故 由 性 质 4, 可 知 iI,， -了 | 必 为 
PRR KIE. 
根据 性 质 3 和 性 质 3, 可知 一 切 同 格 群 党 ， 必 满足 
H,- UCH, Ce. (4.87) 
“材料 对 称 性 ”是 通过 同属 群 来 加 以 描述 的 ,上 式 表明 ,具有 最 小 “材料 对 
称 性 "的 同 格 群 就 是 “三 斜 群 1, - Ti, 而 上 共有 最 大 “材料 对 称 性 ” 的 同 格 
群 就 是 "人 么 模 群 "Y. 介 于 以 上 两 个 群 之 间 ,还 有 一 个 十 分 重要 的 群 ,就 是 正 
交 群 扎 , 它 是 一 切 正 交 仿 射 量 的 集合 . 
下 面 ,我 们 来 考察 各 向 同性 材料 本 构 关系 的 具体 形式 . 
定义 。 对 于 给 定 的 材料 ,如 果 存 在 这 样 的 参考 构 形 .六 ,使 得 对 此 参 
考 构 形 进 行 (在 应 力 状态 不 变 下 的 ) EMER, RW AEA 
我 们 就 称 该 材料 是 各 向 同性 的 , 并 称 为 为 各 向 同性 "无 畸变 状 
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2” (undistored state) 参考 榴 开 .也 就 是 说 ,所 有 的 正 变 张 量 必 定 是 和 谷 辣 
同性 材料 的 同 格 群 光 ， 中 的 元 素 : 
CCH CY. (4.88) 
反之, 如果 无 论 怎 样 来 选取 参考 构 形 ,都 不 能 使 (4.88) 式 成 立 , 那 么 ,我 
们 就 称 该 材料 是 各 向 异性 的 . 
由 群 论 知 识 可 以 证 明 ” ,满足 (4.88) 式 的 A, FOTRE A PIAR, RI 
这 说 明 ,各 向 同性 材料 的 同 格 群 只 可 能 是 正 交 群 C MARR 了 中 的 一 
F. 
现 利用 本 构 关 系 (4.46) 式 和 (4.47) 式 而 将 Cauchy MH RAH 
a(t) = Qt o@, Ott) + Fr)H (CO (4.90) 
如 果 材 料 是 各 向 同性 的 , 则 由 性 质 4 可 知 (4.84) RR. A 
a(t) =a, Q G) Cr Fr) QDR. 
将 上 式 中 的 Fir) 写成 (4.49) 式 的 形式 ,并 取 Olr) = RTO) R (r), 
WH RG) =F, Q(1) = R'(1), 可 得 
a(t) = a, HU (re) VONE (4.91) 
其 中 U(r) 是 相对 右 伸 长 张 量 历 史 , V) = R(t) UO) R(t) Æt 
时 刻 的 左 伸 长 张 量 . 因 此 ,各 向 同性 材料 的 本 构 关 系 可 写 为 
elt) = e U(r VON, (4.92) 
匡 对 任意 的 正 交 仿 射 量 8 ,上 上 式 右 端 的 泛 责 满足 关系 式 
Qo NU Cr). Vii = 6, HO Dr 2 
QO V(t) Qth. (4.93) 


= 或 K =F. (4.89) 


{四 ) 简单 物质 的 分 类 


根据 以 上 关于 同 格 群 的 讨论 ,Coleman,Nol 等 人 曾 对 简单 物质 进行 
了 如 下 的 分 类 : 
(1) 简单 固体 
固体 是 一 种 具有 抵抗 变形 能 力 的 物质 . 现 假定 在 适当 选取 的 参考 构 
É 4, 下 , 恒 等 变 形 Fir) = 了 所 对 应 的 Cauchy 应 力 为 零 : 
os, igi = 0. 


HERTAN HARA 中 的 元 素 H 是 一 个 正 交 仿 射 量 . 这 是 因为 
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H 有 是非 奇异 的 ; | detH i= 1 ,可 对 互 进行 极 分 解 : 百 = R 也 ,其 中 及 为 
正 交 仿 射 量 , 它 对 应 于 刚体 转动 ,5 ARE RARE) HHS. US 
工时 , 它 对 应 于 材料 的 变形 .由 下 .号 = 工 . 玉 = 玉 .TD, 并 利用 (4.77) 式 ， 
可 得 


6, ini =ø, 1 及 = 人 
而 上 式 只 有 当 固 体 不 变形 { 即 U = 1) 时 才 成 立 , 说 明 五 是 一 个 正 交 仿 射 
BS. 以 上 讨论 表明 ,国体 是 这 样 -种 物质 ,在 适当 选取 的 参考 构 形 多 F, 
其 同 格 群 A SERR CG 的 子 群 , 即 满足 : 
iE, FCA, OG, (4.94) 

这 样 的 参考 构 形 A RAMAN AMER HERE. 

通常 我 们 所 说 的 正 交 各 向 异性 , 横 观 各 向 同性 和 各 向 同性 等 固体 材 
料 所 具有 的 材料 对 称 性 是 各 不 相同 的 ,因此 ,它们 的 同 格 群 也 是 不 相同 
的 .晶体 的 “材料 对 称 性 ”问题 是 通过 晶体 点 群 来 加 以 描述 的 ,有 关 这 方 
面 的 详细 讨论 可 和 参见 文献 1.$,4.3,4.4], 此 处 不 再 介绍 . 

各 向 同性 固体 材料 的 同 格 群 应 同时 满足 (4.88) 式 和 {4.94) 式 , 其 中 
高 | 和 .并 不 一 定 是 同一 个 参考 构 形 .不 难 证 明 , 对 应 于 这 丙 个 参考 榴 形 
的 同 格 群 部， 和 光 ， 都 是 正 交 群 6 .因为 通过 对 (4.88) 式 和 (4.89) 式 的 
讨论 可 知 , 满 是 (4.88) 式 的 党， 只 可 能 是 正 交 群 C, RARE T E E, 
= 网 由 {4.78) 式 可 得 


H = Pee Pt, 
HoP PAH HA 的 变形 梯度 .这 时 ,容易 看 出 上 式 中 的 光 ， 也 必定 为 
么 模 群 , 即 A, = 妈 而 这 显然 与 (4.94) RETER, BETRA = 
全 .此 外 ,类 似 于 第 四 章 习 题 4.11 和 4.12 的 证 明 , 可 知 % PER Qo 
与 区， 中 的 元 素 Q 之 间 有 对 应 关系 

Q =R- QOR, 
其 中 RAMESH. SAUTER ERAS Q, ,都 存在 对 应 于 同 
格 群 .六 = G PATE 0 E 久 , 使 上 式 得 到 满足 ,说 明 一 切 正 交 仿 射 量 
Q 部 是 同 格 群 兴 ， 的 元 素 ho, WMA RH 念 . 于 是 以 上 命题 得 
证 . 

(2) 简单 流体 
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在 密度 不 变 的 条 件 下 ,流体 的 力学 性 质 不 会 因为 其 形状 的 改变 而 政 
变 . 也 就 是 说 ,在 体积 给 定 的 条 件 下 ,流体 的 力学 性 质 并 不 依赖 于 特别 选 
取 的 参考 构 形 , 因此 ,简单 流体 的 同 格 群 光 ， 在 参考 构 形 作 等 容 变 换 Po 之 


后 仍然 是 其 本 身 光 ，, 即 外 (4.78) 式 , 对 于 任意 满足 detP, |= 1 的 Pu, 有 


KH = Py H, > Py. 


根据 群 论 知识 ,满足 上 式 的 H, 只 可 能 是 二 斜 群 1T, -I 或 么 模 群 水 但 
三 斜 群 满足 (4.94) 式 , 它 对 应 于 简单 固体 的 同 格 群 .因此 ,简单 流体 的 同 
格 群 只 能 是 么 模 群 ， 

HH = +. 


+ 
1 


此 外 ,根据 各 向 同性 材料 的 癌 格 寿 所 应 满足 的 条 件 44.88) 式 ,可 知 
简单 流体 是 各 向 同性 材料 ,其 本 构 关 系 可 由 (4.91) 式 或 (4.921 式 来 加 以 
表示 ,其 中 的 泛 消 满足 (4.93) 式 . 在 (4.92) 成 中 ,UU,(r) 为 相对 于 当前 时 
刻 的 相对 右 伸 长 张 量 历 史 ,与 参考 构 形 的 选取 无 关 . 但 式 中 的 去 伸 长 张 量 
Vid) 通常 却 随 参考 构 形 的 改变 而 改变 . 由 于 流体 的 性 质 除 了 与 其 密度 
有 关外 ,并 不 依赖 于 参考 构 形 的 选取 ,因此 ,(4.92) RA VC) 的 依赖 关 
系 是 通过 dety = detF = olo 来 体现 的 ,其 中 p, 和 pp 分别 对 应 于 初始 时 
刻 参 苇 构 形 和 当前 构 形 的 密度 .于 是 ,在 等 温 条 件 下 ,简单 流体 的 本 椅 关 
AMSA 


oft) oft, Crd.ptoit, (4.95) 
LL ERIE 22 AE Q, ARAWAN ea XX Ah 
Q-o}U, (rt). pC: gT = U(r): Opa. 
(4.96) 
当 流 休 处 于 静止 状态 时 ,由 U, Cr) = 2.04.95) 式 退 化 为 : 
a(t) = siil, olk = aCe). 
由 此 可 将 (4.95) 式 改 写 为 
olt) = gp) ra iU, r) dole s (4.97) 
其 中 aU -To ehU, (rhel) Olp), 
满足 


s'io pl = 0. (4.98) 
SRE 4.96) 式 的 各 向 同性 条 件 可 化 为 
Q.e lp) O° = elp), (4.99) 
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Q- oN U,€r) -To QT = o Er GT 一 To 
(4.100) 
(4.99) 式 表明 ,g, 为 各 向 同性 仿 射 量 , 故 由 §1.9 的 讨论 ,可 知 6,6) 
=- pp)E. 央 此 ,简单 流体 的 本 构 关 系 可 表示 为 : 
olt) =- plolt)) E+ e Br) 一 To， (4.101) 
而 上 式 右 端 第 二 项 的 泛 函 应 满足 条 件 (4.98) 式 和 (4.100) 式 . 显然 ， 
(4.101) 式 也 可 等 价 地 写 为 如 下 的 泛 消 形式 


a(t) =- pll) + ailc le) - Eol), (4.102) 
其 中 C) = [Un ARTER i, AE A 
o(t) =- pl +o IC(2) -Il, (4.103) 


其 中 p 是 非 确定 的 ， 

(3) JiM (simple liquid crystal) 

现 考 虑 另 一 类 简单 物质 . 对 于 这 类 物质 ,无论 怎样 选取 参考 构 形 %, ， 
其 同 格 群 Hy 既 不 能 成 为 正人 交 群 6 的 子 群 : 


P LE, (4.104) 
又 不 能 使 正 交 群 C ARARE BRR of, 的 子 群 : 
E EA. (4.105) 


(4.104) 式 不 满足 简单 固体 的 定义 {4,94) 式 , 因 为 该 物质 的 同 格 群 中 包 
含有 非 正 交 变换 的 元 素 . 由 于 非 正 交 变换 对 应 于 物体 的 变形 ,说明 该 物质 
具有 流体 的 性 质 . 另 一 方面 , (4.105) 式 不 满足 简单 流体 的 定义 ,因为 简 
单 流体 的 同 格 群 为 么 模 群 ,而 正 交 群 应 该 是 它 的 子 群 .这 宕 明 , 存 在 
茶 些 不 属于 同 格 群 光 ， 的 正 交 变换 ,在 这 祥 的 正 交 变 换 下 ,该 物质 具有 不 
同 的 响应 Ritter as aeRO HE. 以 后 ,我 们 称 以 
上 这 种 局 时 满足 (4.104) 式 和 (4.105) 式 的 物质 为 流 最 . 
为 了 说 明 流 晶 的 存在 , 现 讨论 一 种 具有 如 下 本 构 关系 的 物质 ; 
o =al F r) OFr), (4.106) 
ERD a 为 某 一 常数 ,r 为 单位 问 量 ,下 为 变形 梯度 . 
显然 ,(4.106) 式 满足 本 构 原 理 中 的 决定 性 原理 ,局 部 和 作用 原理 和 客 
观 性 原理 .此 外 ,不 难 证 明 , 这 种 物质 的 同 格 群 洛 ， 是 一 切 满足 关系 式 
1 detH | = 1 和 H-er=tr (4.1073 
的 仿 射 量 H 的 集合 , 即 当 (4.107) 式 成 时 , 必 有 
a(F-H-r)Q(F-H- 1) =a(F +r) @CF-r). 
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现 取 以 单位 向 量 r 为 法 向 的 平面 ri= .空间 中 的 任 一 向 量 w 都 可 分 解 为 
平行 于 r 的 w ,利平 面 ;r| 内 的 由 .( 见 图 4.3): 

四 一 了 二 
在 变换 五 下 ,向 量 w 安 为 v= Heo He’, = He v,=t0,, ie. 
= H+» 仍 在 平面 lr} “内 ,但 并 不 一 定 等 于 w eo. 


图 4.3 RRA PRE v 


WEF fiir 内 的 任意 两 个 同 量 v, He, CER Pa A - 
v Meo, MA $1.5 偏 3 中 的 (1.66), 式 ,可 知 向 量 v, ol r h 
混合 积 满 足 

[H-v,,H-0,,H-7] = (detH)[vy ,vu ri =2 vv ,rt]. 
这 里 ,我们 并 没有 要 求 H 是 正 交 变 换 , 即 mw ,和 w ;的 内 积 在 变换 H TE 
可 以 改变 的 , 故 (4.104) 式 成 立 .但 上 式 却 柴 求 平面 iri” Nilo, Met 
战 的 平行 四 边 形 在 变换 HH 下 是 保持 面积 不 变 的 .因此 ,变换 HI MFF 
Hiri 内 等 体积 的 平面 应 变 变形 . 也 就 是 说 ,具有 本 和 构 关 系 (4.106) 式 
的 物质 在 平面 fr|+ 内 显示 出 流体 的 性 质 . 

另 一 方面 ,对 于 沿 7 方向 的 变形 ,该 物质 又 显示 出 固体 的 性 质 .虽然 
某 些 下 交 变换 ( 如 绕 r 方向 轴线 的 刚体 转动 ) 为 该 物质 同 格 群 光 、 中 的 元 
素 ,但 也 有 基 些 正 交 变换 { 如 绕 与 > 上 成 某 一 角度 轴线 的 刚体 转动 ,在 这 样 
的 转动 下 ,4.107) AR RR) 并 不 属于 同 格 群 Hy .因此 ,该 物质 的 癌 格 
群 又 满 是 关系 式 (4.105) 式 . 

以 上 按照 同 格 群 对 简单 物质 所 进行 的 分 类 可 参见 示意 图 4.4. 这 种 
分 类 是 一 种 纯 几 何 的 考虑 ,其 合理 性 仍 有 待 作 进 一 步 探讨 . 

注意 惠 固体 与 流 佐 的 主要 区 别 在 于 同体 其 有 抵抗 藤 切 变形 的 能 访 ， 
故 可 对 物质 的 分 类 作 如 下 的 讨论 . 


现 采用 (2.64) 式 中 变形 梯度 的 等 容 部 分 所 = 所 3 下 来 描述 材料 的 葛 
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各 向 哆 性 固体 
ERR OS PTE 


AREV iit) 
Wide 


图 4.4 ”按照 同 格 群 对 简单 物质 进行 分 类 


切 变 形 . 为 此 引进 对 应 于 等 容 变形 的 右 健 长 张 量 

pF = 90, 
并 由 此 定义 相应 的 Lagrange MBER EE, CRS PRYOR. A 
论 方便 起 见 ,下面 我 们 取 等 容 变 形 的 Green ME: 


= Lir n= Lye - I) (4.108) 


来 作为 Lagrange Hi hy 78 RF. eT, (3.127) 式 中 的 Helmholtz 自由 能 可 
以 改写 为 


g = p FE, E). (4.109) 
于 是 ,相应 的 第 二 类 Piola-Kirchhoff 应 力 可 由 (3.127) REA 
ap AF , OF aE 


5 了 + JÈ JE . (4.110) 


Ts Pty sh=T +p 


其 中 = detF, J 二 gor se =f 了 [下 -4C C7] I” HAB? 


RERE EERTE 需 根据 内 变量 的 演化 方程 由 加 载 历史 ( 即 AE 
的 历史 ) 来 加 以 确定 . 

(4.110) 式 右 端 第 一 项 对 应 于 Lagrange 型 “粘性 ” 应力, 它 不 仅 与 状 
态 变 量 OLE 和 $$ 有关 ,而 且 述 与 8,8 和 名 的 时 间 变 化 率 有 关 , 且 当 闻 
AE 的 各 阶 时 间 导 数 为 零 时 ,有 T = 0. 此 外 ,根据 热力 学 第 二 定律 , 通 
BRERA 


T: È= fo": D>0. 
在 Euler $38 F. T 需 转换 为 相应 的 Cauchy 粘性 ”应力 e .例如 , 当 


取 T =Aage'+2ugo' EO C 时, 则 相应 的 Cauchy* 粘 性 "应 力 
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Hie = AD + 24D ,上 式 中 和 jz 为 材料 常数 ,D 为 变形 率 . 

基于 (4.109) 式 和 (4.110) 式 , 可 建议 给 出 如 下 的 物质 分 类 . 

G) 固体 ”如 果 (4.109) 式 中 的 p KR ERA EAA 
SE 去, 则 由 (4.110) 式 可 知 ,材料 具有 抵抗 妈 切 变形 的 能 力 ,我 们 称 这 
样 的 材料 为 回 体 ,特别 地 

(a) 如 果 (4.110) HH T = 0, 且 在 内 变量 的 演化 方程 中 ,&, 为 8 


Al E 的 一 次 齐 次 式 , 则 称 这 样 的 材料 为 * 率 无 关 ” 固体 材料 . 
(b) 如果 (4,109) EPH yy 昌 然 依赖 于 包 , 但 对 于 任意 给 定 的 8 和 EE， 
随 着 时 间 的 不 断 增 长 ,内 变量 £, 
前 切 变 形 的 能 力 ,这 时 ,我们 称 这 Pree E RS FE HE AOL CD) 
th, 
Co) Pll 4B Pl SY PE (A Ak E AT. PEGE SE og AO 


理解 为 是 弹性 模 量 趋 于 无 穷 大 时 的 极限 情形 。 

GD 流体 如果 {4.109) 式 中 的 y ARR E,W (4.110) 式 可 
知 , 材 料 不 具有 抵抗 前 切 变形 的 能 力 ,我 们 称 这 样 的 材料 为 流体 . 

GD Wi MBEE È TERETA, b E) FORA E = 


a 
aE 


D Bak OL, MR p HAT Th RHE LE, ,而 不 依赖 于 另 一 
分 苦 展 ， 则 称 这 样 的 材料 为 流 电 . 
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简单 物质 的 本 和 构 关 系 不 仅 依赖 于 当前 时 刻 的 变形 , 调 且 还 依赖 于 变 
Few t. Att Coleman, Noll 等 人 所 讨论 的 本 构 关系 是 通过 之 明 形 式 来 
表示 的 .然而 ,以 泛 隐 形式 表示 的 本 构 关 系 通常 内 有 具有 理论 意义 ,有 了 时 难 
以 用 来 描述 具体 材料 的 力学 行为 ,此 外 ,只 有 人 硅 约 束 平衡 态 下 米 定义 温度 
和 精 才 是 有 意义 的 .因此 , 当 引 进 内 变量 后 ,材料 的 热力 学 状态 的 历史 也 
可 以 通过 内 变量 的 演化 方程 来 加 以 描述 .总 之 ,对 于 在 不 同 加 载 条 件 下 的 
不 同 材料 ,还 需要 根据 某 些 假 设 使 以 上 的 证 函 形式 其 体 化 ,并 由 此 时 出 相 
应 的 本 构 关 系 的 具体 形式 .这 里 ,我 们 不 打算 介绍 基于 谤 函 形式 表示 的 有 
关 根 设 ( 如 “减退 记忆 ”假设 ) 以 及 用 汉 孙 分析 知 识 所 进行 的 各 种 讨论 ,市 


$4.3 本 构 鞠 系 的 具体 形式 197 


仅仅 通过 简单 实例 给 出 几 种 可 用 来 描述 变形 历史 的 具体 本 构 形 式 .在 实 
际 问题 中 ,本 构 形 式 的 选取 应 根据 不 同 的 材料 和 不 同 的 外 部 加 载 条 件 来 
确定 .当然 ,也 应 该 使 所 选取 的 本 构 形 式 尽 可 能 地 便于 应 用 . 


{一 】 积分 型 本 构 关系 


如 果 材 料 变形 历史 的 谤 函 可 通过 关于 下 (X,ry 的 积分 算 子 来 加 以 表 
示 , 则 所 得 到 的 本 构 关 系 是 积分 型 的 .例如 在 (4.55) 式 中 ,可 令 


EU.) = HC) - 1), (4.111) 
并 定义 “ 范 数 ” 
| E(t) || = [[, RCP ECs) : Eli,s)6s| ,4.112) 


其 中 = 上- 表示 从 当前 时 刻 上 到 以 前 时 刻 rt ABTA CSC > 0) 
是 ; 的 单调 递减 范 数 ,满足 
lim s"A Cs) = 90, 

称 之 为 r 阶 影响 函数 .(4.112) 式 表 明 ,与 当前 上 时刻: 较 接近 (s 较 小 ) 的 
变形 历史 要 比 与 当前 时 刻 1 RRs 较 太 ) 的 变形 历史 具有 更 大 的 " 影 
na” 

EASA ARMS HURAR T — > Hilbert 空间 .在 此 
空间 中 ,如 果 (4.55) 式 是 关于 E(t,s) 的 线性 连续 证 国 , 则 可 将 其 写 为 内 
积 的 形式 .这 时 (4.55) 式 可 写 为 


T(t) = | KG.eU)) LEC, s}]ds + TC). (4.113) 
ERP TO (n) Æ TOCO E n MARIE, KT KEE 
是 关于 EOC) 的 线性 变换 , LER C ERI | K(s,C) 


Th (s)ds AF. (4.113) 式 通常 称 为 有 限 线 性 粘 弹性 本 村 关系 .因为 遥 
远 的 变形 历史 对 当前 的 应 力 影响 很 小 ,所 以 在 许多 文献 中 ,经 常 将 上 式 中 
BY ty 取 为 一 吕 , 以 上 讨论 是 在 等 温 条 件 下 进行 的 , 当 考 虑 温度 效应 时 ,以 


上 的 TOOG) 还 依赖 于 温度 的 历史 . 


{二 ) 微分 型 本 构 关系 


作为 微分 型 本 构 关 系 的 例子 , 现 假 定 材 料 的 应 力 状 态 仪 依赖 于 无 限 
接近 于 当前 时 刻 + 的 历史 . 注意 到 相对 右 Cauchy-Green 张 量 可 以 由 
(2.140) 式 表 示 为 
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co =1+ N EP 


HP A, W m BY Rivlin-Ericksen WE , AT AB UERR Bon 项 来 作 
为 C,(r) 的 近似 值 .于 是 ,在 等 温 条 件 下 的 (4.53) 式 可 近似 也 写 为 
1) = oy (AGS (2), AG Ovn Am se), 
(4.114) 
BPA Cr) = 有 A, (RO) ABER PREM BRS A 
最 高 次 数 为 n BRAS n ER BARR. 
如 果 材 料 是 各 向 同性 的 , 则 上 式 还 可 写 为 
alt) = 6" (Ag) (2), Am (Ape (OBC). (4.115) 
特别 地 ,对 于 流体 ,(4.115) 式 的 参考 构 形 A, 应 肥 为 当前 构 形 oA 
的 B(7) ERO olt). FÆR 
o(t) = e, lAn lt) Ame A tpl), (4.116) 
其 中 6, 是 其 变 抱 的 各 向 同性 函数 , 称 之 为 n 阶 Rivlin-Ericksen 流体 - 
一 阶 Rivlin-Ericksen 流体 又 称 为 Stokes 流体 或 Reiner-Rivlin 粘性 流 
体 .注意 到 Ao = 2D ,其 本 构 方 程 可 利用 各 向 同性 张 基 画 数 表示 定理 而 
BA 


Aualt). (2.140) 


a(t) =- p(p)I + pI + 9, D+ pD, (4.26) 
EP oi = 0,1,2) 是 DD 的 三 个 不 变量 和 4p RBH. AY D = 0 时 


有 p = 0. 
当 流 体 不 可 压缩 时 , 则 要 求 zrD = 0, 且 在 (4.26) 式 中 出 现 非 确 定 静 
水 应 力 p: 
a(t) =~ pl + oD + gD. 
2 b, AR BY He 48 h9 WY Rivlin-Ericksen 流体 的 本 构 关系 可 写 为 
ol) =- pl + @, Ag, + PAi + gA + pA + 
pAn + Ag) + Ag? Am) + pl Am + Ag + Ag Am) + 
pAn * At) + AG * Am) + gpl Aty t Am + AG + Ain). 
(4.117) 
AP gi = 1,2,…,8) 为 以 下 9 个 关于 A, MAn 的 联合 不 变量 的 标 
E 函数 ;tr tr 
六 TC 六 


(=) 率 型 本 构 关系 
如 将 (4.114) 式 左 端 or) 对 时 间 :的 mw 阶 物质 导数 记 为 
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Fee" MERA RTFM ERE 


oe Gee 


grr (i) 二 ile CE), a Foy),. ol (1); 
AW) (2). Ag (AL NCO), (4.118) 


ERP om 和 HERR, 为 其 变 元 的 充分 光滑 的 张 量 晒 数 .此 外 ,还 需 
假定 在 给 定 初始 条 件 下 , 上 式 存在 惟一 的 解 c(t), Jaen, 


ona” (1) 但 需 指 出 ,在 某 些 情况 下 ,(4.118) 式 的 解 并 不 一 定 对 应 于 


某 种 真实 材料 的 本 构 关 系 ， 
最 简单 的 率 型 本 构 关系 村 取 m =n = 1, 且 令 自 为 各 向 同性 张 量 函 
数 .这 时 (4.,118) 式 简 化 为 


Sin) = H(o(t),D;B(t)), 
其 中 Gen 是 Cauchy 应 力 相 对 于 O° = R° RT 的 共 旋 应 力 率 { 即 (4.32) 
x). M ERK BO) 改 为 KORIA 疏 为 原来 意义 下 的 
Zaremba-Jaumann 导数 s WE, 


= = Helt), D,p). (4.119) 
这 类 介质 称 之 为 流 国体 (hygrosteric media) , 它 曾 被 Noll 等 人 研究 过 . 如 
果 上 式 中 的 H 线性 地 依赖 于 DD, 则 (4.119) 式 便 退化 为 Truesdell 定义 的 
低 弹 性 (hypoelastic) ABA AAW KH 


(m) 内 变量 型 本 构 关系 


物体 的 变形 历史 可 通过 引进 一 组 内 变量 及 其 演化 方程 来 加 以 描述 . 
这 组 内 变 基 可 以 是 标量 , 也 可 以 是 向 量 或 高 阶 张 基 . 现 假 定 它们 是 
Lagrange 型 张 量 , 并 形式 地 简 记 为 上 .如 果 与 Lagrange 应 变 度 量 E FASE GE 
的 应 力 为 工 , 则 在 等 温 过 程 中 ,本 构 关 系 的 一 般 形式 可 与 为 


op ZE WE aE, E) 
rO) = 1 (Berge ge | a 5 ` (4.120) 
n GE G'E 
é= EEn g gr (4.121) 


ee = 1,2,…,n) 表示 上 对 时 间 : om 阶 物质 导数 . (4.120) A 


-- -一 一 t= rr a a 
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表明 ,应 力 工 可 分 解 为 处 于 约束 平衡 态 的 应 力 po 3 与 “粘性 " 应 力 和 之 


MARE = 0(m = 12,0) 时 ,要 求 粘性 应 力 为 堆 T = 0.(4.121) 


式 为 内 变量 的 演化 方程 ,有 关内 变量 形式 本 构 关 系 的 具体 讨论 将 在 以 后 
的 章节 中 给 出 ,这 里 仅 对 以 上 表达 式 的 物理 含义 镍 两 点 说 明 

(1) 除 热 传导 引起 的 耗 散 外 ,材料 在 变形 过 程 中 主要 有 两 种 耗 散 机 
制 . 第 一 种 对 应 于 T 的 粘性 耗 散 ,第 二 种 对 应 于 内 变 景 演化 引起 的 耗 获 . 
它们 分 别 对 应 于 {3.129) 式 右 端 的 第 一 项 和 第 二 项 . 即使 在 本 物 关 系 中 
没有 引进 内 变量 ,材料 在 变形 过 程 中 仍 可 能 存在 粘性 耗 获 

(2)“ 材 料 对 称 性 "可 由 T* , 生 和 号 的 函数 形式 确定 .一 般 说 ,六 ,和 
弓 并 不 一 定 基 其 变 元 的 各 向 同性 函数 . 当 本 构 关 系 中 不 出 现 内 变量 时 , 材 
料 的 各 向 异性 性 质 可 通过 引进 相应 的 结构 张 量 s (0E (1.212) 式 ), 由 各 
禹 同性 张 攻 函数 表示 定理 米 予 以 描述 . 座 当 本 构 关系 中 出 现 内 变量 时 , 即 
使 材料 在 参考 时 刻 是 各 向 同性 的 ,材料 也 可 能 会 在 以 后 的 变形 过 程 中 由 
于 内 蛮 量 的 演化 而 导致 材料 的 各 疝 异 性 . 


{五 ) 混合 型 本 构 关 系 


本 构 关系 的 具体 形式 有 时 也 可 以 通过 上 述 几 种 类 型 的 组 合 来 加 以 表 
示 . 例 如 ,积分 型 本 构 关 系 (4.113) 式 的 KK 可 能 还 依赖 于 E(t,s) 对 时 间 s 
的 导数 在 s = 0 的 值 ,这 时 ,{4.,113) 式 便 化 为 积分 - 微分 方程 . 

需 注意 ,以 上 讨论 仅 适用 于 忽略 温度 效应 和 电磁 效应 的 情形 .在 许多 
情况 下 ,温度 效应 是 不 能 忽略 的 .这 时 ,应 力 状 态 不 仅 与 应 变 历史 有 有关, 而 
且 还 与 温度 历 中 有关. 

在 具体 应 用 以 上 某 一 类 型 的 本 构 关 系 时 ,首先 应 了 解 该 本 梅 关系 所 
采用 的 基本 假设 以 及 梢 应 的 限制 性 条 件 ( 如 与 热力 学 定律 相 容 的 条 件 ， 
…) ,以 保证 其 合理 性 .在 以 下 几 童 中 ,我 们 将 针对 几 种 常见 的 材料 来 进行 
具体 的 讨论 . 


习 题 


4.1 由 质 是 守恒 (3.18) 式 ,动量 守恒 (3,36) 式 ,动量 矩 守恒 (3.46) 式 以 及 能 节 
守恒 (3.71) 式 所 给 出 的 关系 还 不 能 完全 确定 方程 中 pe ,以 及 vw 、g 和 g 的 分 量 , 因 为 
这 里 所 要 确定 的 分 量 共有 17 个 , 试 讨论 需要 补充 什么 样 的 关系 式 才 能 完全 确定 以 上 
17 个 分 草 . 

4.2 成 讨论 动量 守 忆 方程 (3.36) 式 的 客观 性 问题 . 
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4.3 ” 试 证 明 出 (3.62) 式 定义 的 无 族 变 形 率 DB™ = R D RUBS 
HEERES T = 有 Rr，R 是 在 第 一 种 定义 下 的 客观 性 仿 射 量 , 即 D'™” - 
pe pee = pe 

4.4 试 利 用 (4.27) R428) AR RARE p A PERKE D, SUDHA 
阶 客观 性 时 间 导 数 . 

4.5 ”如 果 某 种 材料 的 本 构 美 系 可 泌 表 示 为 


o = f E, F,,— FF 
s| Ci Che 


vy hI 


其 中 站 为 Cauchy 应 力 ,下 DEERE F EF B m WP Rf TK Bag 


数 . 试 利用 客 规 性 原理 证 明 上 式 可 写 为 
G op" 
a-R 0 RR'. 


其 中 上 U 和 RR 分 别 是 F 在 极 分 解 中 的 右 伸 长 张 量 利 正 光 张 量 . 

4.6 ” 试 利用 第 一 章 习 题 1.7 的 销 果 : 当 了 1D) = 3A LU S3, hU 去 
i, 说 明 : 

(a) 除 刚体 运动 外 ,Bell 材料 经 变形 后 的 体积 总 是 诚 小 的 , 即 不 可 能 实现 等 容 变 

Cb) Bell 材料 不 可 能 实现 简单 尊 切 变形 . 

4.7 Rit EAT RRA RA det 1 = OM Bl APR AT tr 
-3 OHM AHEHE: U- 1-0. U WOKE. 

4.8 Betl 材料 的 内 约束 条 件 厂 写 为 - 3+ ORY AEH KR KE. AE 
从 上 式 出 发 ,证 明 对 应 于 Cauchy 应力 g MIRE A as = 一 pVY, 其 中 pp 为 标 
BAT. 

4.9 ” 试 证 ,同时 满足 内 约束 条 和 件 trC -3 一 上 和 detC -1=0 的 材料 为 于 性 衬 
料 ,其 中 为 右 Cauchy-Green 张 量 ， 

4.10 ” 惠 考 虑 埋 党 两 组 纤维 的 复合 材料 ,这 两 组 纤维 的 卢 南 在 初始 参考 构 形 中 
分 别 为 L AL. ,假定 材料 沿 纤维 方向 不 可 仲 长 , 斌 绽 出 对 应 于 Cauchy 上 应 力 的 非 确定 
应 力 . 

4.11 RELY, HES ACES LR We EH C UE, 3 


HEX 


REM E AA, BUA, ASSAM BE A bag C. RA i fE tE H i a 
格 群 在 正 交 变换 下 不 变 ， 

4.12 REAP RAM CERES SEO x Aa, ,相应 的 同 格 群 分 
SH, MA MARA, Fl, ERREK PE PREP = RU. 
试 证 


J, 
2 


-R-X ， 民 7 ， 
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4.13 WRA T E A EE TERA" S A E a ERA 
似 变形 ", 即 对 于 各 向 同性 固体 材料 ,上 题 中 的 上 5 一定 可 表示 为 上 = A, A AE 
一 标量 . 

4.14 BAGS) 式 出 发 ,导出 简单 流体 本 构 关系 (4.102) 式 ， 

4.15 试 证 明 , 由 {4.106) 式 表 未 的 本 构 关 系 满足 决定 性 原理 ,局 部 作用 原理 和 
客观 性 原理 . 

4.16 斌 证 明 : 具 有 本 构 关 系 {4,.106) 式 的 物质 的 同 格 群 为 满足 

| det |= 1 AW er Hoe 


的 张 最 HHFA. 
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uit 


§5.1 引 


本 章 将 重点 讨论 n 阶 Rivlin-Ericksen WA, EAA E— (4.116) 
式 纵 出 的 微分 型 本 构 关 系 的 形式 .如 计 上 及 温度 的 影响 ,(4.416) 式 需 改 写 
为 


CIEE, Ams Ams Ais Gap). (5.1) 
由 (5.1) 式 描述 的 流体 可 分 为 以 下 两 种 情形 
(i) 无 粘性 流体 


如 果 流 体 在 流动 过 程 中 不 具有 粘性 耗 获 , 即 这 种 流体 的 质点 在 作 相 
对 运动 时 并 不 承受 前 力 的 作用 , 则 出 (5.1) 式 左 端 表示 的 应 力 的 偏 量 为 
零 ,我 们 称 这 样 的 流体 为 无 粘性 流体 或 理想 流体 .这 时 ,(5.1) 式 与 Aw, 
Ag Ac DK. 
(a) 如 果 还 假设 流体 是 不 可 压缩 的 , 则 p 为 常 值 ,(5.1) 式 便 退 化 为 
5= pf, (5.2) 


其 中 p 为 " 非 确 定 " 压 强 . 
(b) ROR MA Ha. op 不 再 为 常 值 ,这 时 (5,1) 式 可 写 为 
c= ~ pd pl. {5.3} 
EEEH EP, EAP HAE RLE gA AS, I T E e E P 
的 理想 气体 ,15.3) 式 中 的 p(9,p) 可 具体 写 为 
pip) = ap, (a>0,y¥>1). (5.4) 

Gi) 粘性 流体 

如 果 流 体 在 流动 过 程 中 共有 烙 性 耗 散 , 则 称 这 样 的 流体 为 粘性 流体 . 
一 般 说 ,这 样 的 粘性 耗 散 是 通过 阻 浪 流体 质点 作 相 对 运动 的 前 力 表 现 出 
来 的 . 

(a) 牛顿 流体 (Newtonian fluids): 1687 年 ,牛顿 (Newton) 利 用 平行 
平板 问 充满 粘性 流体 的 装置 进行 了 简单 前 切 流动 实验 ,指出 两 板 问 流体 
的 速度 分 布 服从 线性 规律 ,而 施加 于 板 上 的 剪 力 与 板 间 的 相对 速度 成 下 
比 ,与 板 的 间距 成 反比 . . 

BLS REF SE k ean RAS BY ek Rmn 
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力 , 则 可 定义 yo =O yap emit wee 9’ <9 | ares 


性 系数 .显然 ,对 于 以 上 的 实验 ,有 7 (2) = palk) = const. 在 这 种 情况 
下 ,也 可 将 ww (8) 简 称 为 粘性 系数 9 .如果 将 以 上 结果 推广 到 二 维 应 力 状 
态 , 则 (5.1) 式 中 的 偏 应 力 张 量 将 与 An =2D 旦 线性 关系 .满足 这 一 性 
质 的 流体 称 之 为 牛顿 流体 .不 可 压 和 牛顿 流体 的 本 构 关 系 可 写 为 
o=— pl +27D, trp =0. (5.5) 

ERF 了 为 粘性 系数 . 

Cb} 非 牛 顿 流体 (non-Newionian fluids) 

懈 应 力 张 量 与 变形 率 之 间 涉 存在 线性 关系 的 粘性 流体 称 为 非 牛 顿 粘 
性 流体 . 以 下 几 种 流体 都 基 非 牛顿 流体 的 典型 实例 . 

D 对 于 等 温 过 程 ,前 切 粘性 郴 数 7 A BY Oe SR bY PR. 

例如 ,对 于 大 多 数 高 育 物 深 渡 ,wy (上 &) 随 上 OB) Ra 
质 称 为 剪 芭 变 稀 (或 拟 塑 性 一 pseudoplastic) 物质 .少数 物质 的 7(&) 随 天 
的 增加 市 增 大 ,这 样 的 物质 称 为 前 切 增 身 ( 或 胀 流 型 一 dilatant) 物 质 .而 
对 于 Bingham 塑性 流体 , 当 剪 应 力 r 林 达到 某 一 临界 值 r, 时 ,有 (8) 
王 0%, 即 流体 静止 不 动 , 而 仅 当 宇 r', 时 ,介质 才 具 有 流动 特性 . 

D Tia Ege AR y A a eRe AKA 
还 与 前 切 流动 的 持续 时 间 有 关 . 我 们 称 在 六 保持 为 常数 的 条 件 下 ,wy 随 
时 间 增 长 而 减 小 的 流体 为 触 变 流体 (thixotropic fluids) ,而 称 了 随时 间 增 
长 而 增 太 的 流体 为 反 触 变 流体 (antithixotropic fluids} ae ee Be SLA. MEE 
静止 时 较 粘 稠 ,但 搅动 后 将 会 变 稀 而 易于 流动 ;后 者 道 常 为 乳 状 的 溢 液 ， 
但 在 长 时 间 的 剪 切 作 用 下 会 显现 出 类 似 于 弹性 的 性 质 (例如 , 碱 人 性 的 丁 陋 
橡胶 的 乳胶 悬浮 滚 就 是 一 种 反 扔 变 流体 ). 

© 非 线 性 粘 弹 性 流体 ,其 本 构 方 程 道 常 可 由 (5.1) 式 来 加 以 描述 .这 
时 ,不仅 前 切 粘性 孙 数 IE SHE AK MA AeA 
mAP, CENZORA) 

alk) = alll) — 6 (33) a(k) = 6 (22) — 6 (33) 

也 可 能 与 剪 切 应 变 率 玉 有 关 . 例 如 ,在 -: 只 盛 有 粘性 流体 的 烧杯 里 旋转 
一 根 圆 棒 . 对 于 牛顿 流体 ,在 离心 心 作用 下 , 滚 面 将 插 现 为 上 四 形 ,但 对 于 许 
多 粘 弹 性 流体 , 流 面 的 形状 将 会 在 中 心 古 起 { 见 图 5.1). 这 就 是 著名 的 
Weissenberg( 1944) 胞 升 效应 .有 关 非 线性 烙 弹 性 流体 的 详细 讨论 可 参见 
文献 [5.2] .[5.3] 和 [7.5]. 
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ý 
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(a) FEDE (b) 非 牛顿 流体 


(Weissenberg 效应 ) 


图 5.1 册 同 心 旋转 圆柱 各 的 流动 
$5.2 无 粘性 流体 


{一 } 无 粘性 流体 的 基本 性 质 


下 面 仪 讨论 止 庄 过 程 中 的 无 粘性 流体 .对 于 确定 的 热力 学 过 程 ,如 等 
温 这 程 或 绝热 过 程 , 当 流 体 可 压缩 时 ,(5.3) 式 中 的 p 可 写 为 p MPR. 
这 时 ,可 定义 p HBR Cp) (SOM x4p) 如 下 : 


cp) - aio, (5.6) 
e 1 o 
vod = al Ar Jay, (5.7) 


其 中 p HBAS PORE. EAA RAP i krhek i 
以 说 明 . 
当 流 体 不 可 压 时 ,由 p= p ,上 式 的 微分 dx= $d m 应 改写 为 dx = 


AP , 故 (5.7) 直 中 的 (oie aE AC 


为 了 描述 无 粘性 流体 的 流动 特性 , 除 (5.2) 式 或 (5.3) 式 外 ,还 需 补 充 相 


应 的 质量 守恒 方 穆 , 动 量 守恒 方程 ,以 及 相应 的 边界 条 件 .由 (3.19) 式 ,有 


质量 守恒 : S24 Vpv)=0,( 呆 应 缩 无 粘性 流体 )， (5.8) 
P 王 py 或 Vew=0, (不 可 压 无 粘性 流体 ). (5.9) 
(5.9) 式 是 根据 流体 体积 胡可 讨 条 件 得 到 的 .将 (5.3) 式 和 (5,2) 式 分 别 代 


入 动量 守恒 方程 (3.36) 式 , 则 有 
动量 守恒 : pw= ~V pt of, (可 压缩 无 粘性 流体 )， (5.10) 
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Po v=-V Pd pfs 《不 可 上 讨 无 粘性 流体 ). (5.41) 
上 式 也 称 为 Euler 方程 1775) . 
边界 条 件 通常 有 两 类 : 
CL) 在 固体 异 壁 上 ,流体 沿 界 壁 法 向 的 速度 分 量 应 等 于 固 壁 自身 和 运 
动 速 度 在 同一 法 向 上 的 分 量 .特别 当 界 壁 静 止 时 ,有 
ven=O, {5.12} 
其 中 n A EAER A a E, t i E A E E ARASH. 
(2) EA mL, HEJH nE ETER po, Bi 


on=— pI, 
EP n 为 自由 面 的 单位 法 向 量 . 
由 (5.7) 式 ,有 
_d _ ldp(¢) _1 2 _ i 
V xe) ad p= SEN p= ce (pV p= Vb. (5.13) 


ACS. LOH AIV p KYRA Vy Cp). REA ARSE HD f 
BY iat ft PH ERAJ 一 V8, 则 (5.10) 式 和 (5.11) 式 可 分 别 写 为 


v= 一 V(xtp)+ PB),( 可 压缩 无 粘性 流体 )， (5.14) 
和 4= -| 过 + 9， (不 可 压 无 生性 流体 )， (5.15) 
上 式 表明 了 x(6) 的 物理 意义 , 即 加 速度 是 热 久 数 (x(p) + 8) ,或 是 势 函 
数 [ 之 + 8 的 梯度 .于 是 有 | 


定理 ”体力 为 保守 力 场 的 无 粘性 流体 具有 如 下 件 质 : 

Ci) 如 果 流 避 的 革 一 时 刻 是 无 旋 的 , 则 流动 在 任何 时 刻 都 屋 无 旋 的 . 

《ii 对 于 任 一 物质 曲线 ,如果 它 在 革 时 刻 是 一 条 高 线 , 则 它 在 任何 时 
刻 也 是 一 条 涡 线 . 

Git) FRO BRS. 

HMG), (iii) 的 证 明 是 显然 的 ,因为 它们 可 分 别 由 和 2.6 的 
Lagrange-Cauchy 定理 , 涡 旋 传输 定理 以 及 §2.7 的 Kelvin 定理 直接 得 刘 . 

定义 ”如 果 人 速度 场 w 可 由 位 势 函 数 g 表示 为 :w= YY ?, 则 流动 被 称 
为 热流 . 

显然 ,根据 $1.6 例 11 的 讨论 可 知 , 在 单 连 通 域内 ,流动 为 势 流 的 充 
要 条 件 是 速度 场 w 的 旋 度 处 姓 为 零 . 即 速度 场 可 写 为 v= p 的 充 要 条 件 
是 YXxv=0. 

Bernoulli 定理 ”体力 为 保守 为 场 的 无 粘性 流体 上 共有 如 下 性 质 : 

(i) 如 果 流 动 为 势 流 :v=V p, WA 
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v(o+ $+ xlo)+8)=0. (5.16) 
GD 如 果 流 动 是 定常 的 , 则 有 
Hii -+(+ e) :0. (5.17) 
GD 如 果 流 动 是 定常 无 旋 的 , 则 处 处 有 
Y + (9) + B= const, (5.18) 


其 中 p = GEA e 对 时 间 1 的 局 部 导数 ,zz = oo AT A NE 
体 , 式 中 的 x(p) 由 (5.7) 式 给 出 ,对 于 不 可 压 无 粘性 流体 ,上 式 中 的 
x (pj) 应 改写 为 过 


证 明 利用 $2.6 中 的 (2.105) 式 ,(5.14) 式 或 (5.15) 式 左 端 的 加 速 
度 可 以 表示 为 


b=v' tiV (v0) +(V Xv) Xv, (2. 105) 


其 中 vv Ao IEE: 的 局 部 导数 ,Y x w 99 Be Ww 的 轴 向 其 的 两 售 . 
和 如果 流 动 为 势 流 , 由 w= Vo. THV x w= 全 ,而 vw 的 局 部 导数 为 w = 


FO p| Vg ), 因 此 加 速度 可 写 为 


CA CR 
将 上 式 代入 (5.14) 式 (或 (5.15) 式 ) , 便 得 到 (5.16) 武 . 
如 果 流 动 为 定常 流动 , 则 vw =0, 这 时 (2.105) 式 退化 为 
=TV (wv) +200. 


由 于 W 为 反对 称 仿 射 量 ;vw- W' w= 人 0, 故 


vos 5o Vien). 
于 是 由 (5.14) 式 (或 (5.15) 式 ) 可 得 
vv (F001 zlo) +B) = 
WS novoty) tp MAER, r 的 物质 导数 可 写 为 = + v 


Vr=r .因此 , 当 流 动 为 定常 流动 时 :x =0, 便 得 到 (5.17) 式 . 
最 后 ,如 果 流 动 不 仅 是 无 旋 的 ,而 且 还 是 定常 的 , 则 (2.,105) 式 退化 为 
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"= 5 Ver). 这 时 , 由 (5.14) 式 (或 由 (5.15) 式 ) 可 得 


y Fotele) 8j=0, 即 处 处 有 x'=0 和 VV x=0, 于 是 (5.18) 式 得 证 . 
iE. 
(=) 可 压缩 无 粘性 流体 的 定常 流动 


现 来 讨论 正 壬 过程 中 可 讨 缩 无 粘性 流体 的 运动 特性 .利用 (5.13) 式 : 
V p= (poy p, 相 应 的 基本 方程 (5.8) 式 和 (5.10) 式 可 分 别 写 为 ; 


ze + ¥i(pn)=0, (5.8) 
dy: 
和 of Fe] +(ov) oj ep) p= of, (5.19) 


它们 是 关于 p 和 w 的 非 线 性 方程 组 .在 一 般 情况 下 ,求解 比较 困难 .为 了 
简化 问题 的 讨论 ,下面 促 考 虑 体力 了 为 零 的 情形 . 


首先 ,我 们 来 考察 上 式 中 e(o) = 25 的 物理 意义 .如 果 流 体 在 部 
止 状态 下 的 密度 为 p ,并 假设 给 流体 一 个 小 扰动 后 ,1 0 — om | 与 pp 相 比 ， 
ICV otalt poj vrVi 相 比 ,1(vV)*w| 与 | 窟 | 相 比 都 为 高 阶 小 量 ( 式 


中 符号 | | 表示 标 曙 的 绝对 值 ,或 向 基 的 长 度 ), 则 当 申 去 这 些 毅 阶 小 量 
后 ,可 对 (5.8) 利 (5.9) 两 式 作 如 下 的 线性 化 近似 


J 
F to Vev=0, 


(5.20) 


; . 
Po a te Ca )V p=0. 


这 是 一 个 线性 方程 组 , 称 为 声学 方程 .对 (5.20): ARRE, ,而 对 (5.20)， 
式 取 局 部 { 时 间 ) 有 导数 并 消去 mw 后 ,可 得 


a 2 = 


ERP V? = V-V Laplace 算 子 .这 说 明 , 以 上 的 小 扰动 是 以 速度 (py) 
进行 传播 的 , 故 通 常 称 <(o) 为 "声速 ” 

其 次 ,来 讨论 定常 流动 的 情形 .由 于 o=o (Y PUR f=0,(5.19) 
式 可 改写 为 


purv=-«(p)ue(V p)=—K (pp, 
ELAM (ov) o ROCA Lt, E 
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ape) v= (9-9 np) = publ- (Ma)’), (5.22) 


其 中 Ma=jvliklp) (5.23) 
是 一 个 无 量 网 数 , 称 为 Mach 数 , 对 于 流 场 wtx,:), 处 处 满足 Ma <1 和 
Ma > 1 的 流动 分 别 对 应 于 亚 声 速 流 和 超声 速 流 .(5.23) 式 中 的 |vw| 表 示 


a Gp 
CEH © RRB) vvv WAT v= 0-8 M volou) = 


Gh : 
ypu) v AK (5.22)0 ATS A 


u (go) = poi ~ (Ma). (5.24) 
当 v0 时 ,有 
Gq (eu) = ol (Ma) de. (5.25) 


ESA Re aT it a RY ERE A. 

现 考 叫 任意 一 条 流 线 .在 通过 该 流 线 某 一 点 x 并 牌 直 于 流 线 的 截面 
上 ,单位 面积 的 质量 流 可 表示 为 p(x)v(x), 其 时 间 变 化 率 即 为 (5.25) 式 
的 左 端 .对 于 亚 声速 流 (Mea <1), 当 vw 语 流 线 增加 时 ,质量 流 也 增加 . 而 
对 于 超声 速 流 (Ma >1), 当 v 沿 流 线 增加 时 ,上 质量 流 反 而 会 减少 .于 是 ， 
一 个 在 喷 管 中 流动 的 流 场 ,如 果 喷 管 的 横 截 面 面 积 A 是 缓慢 变化 的 ,以 
致 于 可 以 近似 假定 在 同一 个 横 截 面 上 各 点 的 pv 为 常数 , 则 根据 质量 守 
恒定 律 ,通过 每 一 个 横 截 面 上 的 总 的 质量 流 po A 应 该 保持 不 变 . 故 pv 与 
人 成 反比 .对 于 亚 声速 收缩 喷 管 ,在 流体 从 进口 到 出 口 的 流动 过 程 中 , 喷 
管 的 横 截面 积 A 始终 在 减 小 .这 将 导致 质量 流 om 的 不 断 增加 ,从 而 使 流 
速 也 不 断 增 加 .一 种 先 收缩 后 扩张 的 使 流体 运动 从 亚 声速 增加 到 超声 速 
的 喷 管 称 为 Laval (1883). 流体 在 该 喷 管 的 人 口 收 缩 段 为 亚 声 速 流 ， 
喷 管 的 横 截 面 面 积 的 不 断 减 小 将 导致 流速 的 不 断 增 加 . 当 流 体 到 达 奔 管 
的 喉 部 ( 即 其 横 截 面积 最 小 处 ) 时 ,其 流速 达到 声速 (Ma = 1). Ha RE 
的 横 截 面 面 积 将 不 断 增 大 ,从 而 进一步 地 使 流体 得 到 了 加 速 ,这 样 便 在 扩 
张 段 内 实现 了 超声 速 流动 . 


$5.3 和 牛顿 流体 


不 可 压 牛 顿 流体 的 本 构 关 系 由 (5.5) 式 给 出 
o=— pl+27'D, (5.5) 
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其 中 了 满足 不 可 压条 件 trp= div v=0. 将 上 式 代 入 运动 方程 (3.36) 式 ， 
并 利用 第 一 章 习 题 1.25 的 结果 : 
Dv=3Lv’ ut ¥Vidiv vw)|, 


LA RAB] RSE div 0 = 0, p= py, TF 
ro > 
div v =0. | 


相应 的 边 愉 条 件 要 求 流体 始终 附着 于 边界 , 即 流体 的 速度 与 边界 的 速度 


如 令 po = 到 ,并 定义 运动 粘性 qa = 全 ,上 式 还 可 改写 为 


| (5.27) 
div v=0. 
LEF A Navier-Stokes 方程 . 

牛顿 流体 与 无 粘性 流体 的 区 别 是 其 本 构 方 程 (5.5) 式 中 含有 粘性 项 
27D ,表明 牛顿 流体 是 具有 粘性 耗 散 的 .事实 上 ,由 第 三 章 (3.51) 式 可 


知 ,外力 的 功率 玉 由 两 部 分 组 成 ,其 中 一 部 分 为 动能 的 改变 率 皮 , 另 ~…- 部 
分 为 变形 功率 | a : Div WIR SER divo = F: D -0. 可 得 


o:D=27D:D=27 | Dy >0). 
因此 ,牛顿 流体 的 变形 功率 为 


| : Dde = 27| | D dv, 


它 对 应 于 流体 的 能 量 耗 散 率 .这 说 明 , 当 外 力 功 率 W 为 零 时 ,流体 的 总 动 
能 将 随时 间 不 断 地 减 小 . 

由 于 牛顿 流体 的 耗 散 性 质 ,其 环 量 -一 般 将 随时 间 变 化 .事实 上 ,我 们 
可 以 有 以 下 定理 : 

定理 ”对 于 体力 有 人 势 的 牛顿 流体 ,有 


J=W+D-W+w-D=7,VW, (5.28) 
且 对 于 任意 封闭 曲线 c, ,其 环 量 的 变化 率 满足 
=4 v- dx = Vol V? vs dx, (5.29) 


其 中 DAW 分 别 为 变形 率 和 物质 旋 率 ,J 为 由 (2.109) 式 表示 的 加 速度 
梯度 的 反对 称 部 分 ， 
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证 明 ”因为 体力 有 势 /= Y 8, 故 (5.27) 式 可 写 为 
a = v= 7, Vv- Vp, + B). (5.30) 

如 果 加 速度 有 势 , 则 根据 § 2.6 关于 Lagrange-Cauchy 定理 的 讨论 ， 
A J = 0, 且 由 Kelvin 定理 可 知 环 量 是 不 变 的 .但 (5.30) 式 右 端 第 一 项 的 
存在 表明 加 速度 并 不 是 有 势 的 . 

现在 ,我 们 将 (5.30) 式 右 端的 梯度 写 为 : 

(ny Vv- Vp t BV = ga VOT) - (Vip + BDV. 
利用 Ww = 5o V- Vo) 以 及 (VCps + B)) VATE, TA ERKE 
RRB ya VW KURA (5.28) 式 是 成 立 的 : 

J=Ż(aV-Va)= nu VW. (5.31) 

下 面 来 证 (5.29) 式 .因为 o 为 封闭 曲线 , 故 由 § 2.7 (2.119) 式 ， 

可 得 


由 (5.30) 式 表示 的 加 速度 a 有 两 部 分 组 成 ,其 中 一 部 分 为 ¥。V? v, 男 一 
部 分 为 ~- Y (po + B) .类似 于 $2.7 中 Kelvin 定 理 的 证 明 , 可 知 对 应 于 有 


势 部 分 - Vipa + 8) 的 环 量 应 等 于 零 .因此 有 中 a .dx = yh Vv- 


c 
Lf ude = a- dr. (2.119) 


dx. F#E(5.29) 式 得 证 ， 
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量 网 分 析 是 连续 介质 力学 中 十 分 重要 的 一 种 分 析 方 法 .本 节 仅 以 粘 
性 流体 为 例 , 对 其 作 简要 的 介绍 . 


(—) 概述 


一 个 物理 量 ,如 果 其 数值 依赖 于 所 采用 的 量度 单位 , 则 该 物理 量 称 为 
有 量 纲 量 .反之 ,如 果 其 数值 与 所 采用 的 量度 单位 无 关 , 则 该 物理 量 称 为 
AL. 在 我 们 讨论 物理 基 之 间 所 存在 的 某 种 联系 时 ,可 以 选 定 其 中 的 
一 些 物理 量 作为 "基本 量 ”, 并 对 每 一 个 基本 量规 定 一 个 "基本 量度 单位 ”. 
这 时 ,其 它 物理 量 的 量度 单位 可 根据 它们 与 基本 量 之 癌 的 关系 式 导 出 (这 
些 关系 式 是 由 定义 ,或 由 物理 定律 确定 的 ) ,这 样 的 物理 量 称 为 “导出 量 ”， 
其 单位 称 为 “导出 量度 单位 " .由 此 和 便 构成 了 一 定 的 “单位 制 ”， 
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在 力学 中 ,通常 只 需 引 进 三 个 独立 的 基本 量度 单位 ,它们 是 长 度 、. 质 
基 { 或 力 》 和 时 间 的 量度 单位 .例如 ,在 绝对 单位 制 中 的 基本 量度 单位 是 
厘米 、 克 和 秒 (简称 为 CGS 制 ). 
对 于 选 定 的 单位 制 ,导出 量 的 量度 单位 可 以 由 基本 量度 单位 的 乘客 
来 如 以 表示 .这样 的 表达 式 称 为 该 导出 量 的 “ 量 网 式 ”. 例如 ,在 CGS 制 
中 ,如 果 用 符号 L.M 和 工分 别 表示 长 度 单 位 .质量 单位 和 时 间 单 位 , 那 
么 ,所 有 物理 量 的 量 纲 式 都 可 写 为 如 下 的 罕 次 单项 式 的 形式 : 
UM"T 
PAUL X Xoe Xe BEA AT BE PP ie tell HE Se fi = th 
mq HEAR g] 一 般 可 写 为 
[g] = Xp RS X“. (5.32) 
现 假定 有 若干 个 物理 景 g, ,9;,… ,和 如果 其 中 任何 一 个 量 的 量 岗 式 不 
能 以 自 次 单项 式 的 形式 表示 为 其 它 各 量 的 量 网 式 的 组 合 , 则 称 这 些 物 理 
量 是 量 网 独立 的 . 
由 理论 或 者 由 实验 所 建立 的 物理 规律 通常 可 表示 为 若 十 物理 量 之 间 
的 函数 关系 .对 于 其 中 革 些 有 基 岗 的 物理 量 , 共 数 值 依赖 于 量度 单位 制 的 
选取 .然而 ,单位 制 的 选取 是 具有 人 为 性 的 , 它 与 物理 现象 的 本 质 无 关 . 因 
此 ,表示 "与 量度 单位 制 无 关 ” 的 物理 规律 的 这 种 责 数 关系 应 该 具有 某 种 
特定 的 结构 形式 .揭示 以 上 函数 关系 的 结构 形式 将 是 量 网 分 析 的 重要 内 
容 之 . -. 它 可 通过 Buckingham(1914 年 ) 提出 的 "rr 定理 ”表述 为 ;: 
BEERE HERH RN n TAEAE) E gigg 之 间 
EME RI R R K 
Yigg’ g} = D, (5.33) 
又 设 所 选 定 的 单位 制 中 有 k 个 量 岗 独立 的 量 (其 中 k< nk RREn 个 
量 中 最 大 的 量 纲 独立 量 的 个 数 ) , 则 可 构造 n-k 个 无 景 岗 量 x, ,xs，…， 
zt; 使 (5.33) 式 可 以 写 为 相应 的 磊 量 网 形式 
Yo (pHs tH, a) = 0. (5.34) 
我 们 不 准备 给 出 上 述 定 理 的 详细 证 明 ,. AMHR TS 
Cenon HER) 的 4 力学 中 的 相似 方法 与 量 岗 理论 》 一 书 .不 难看 出 ,在 以 
上 个 有 量 纲 量 中 ,最 大 的 量 纲 独立 的 量 的 个 数 天 不 庶 太 于 基本 量 庶 单 
位 的 个 数 . AGRA PH A PB ogg, 是 基 网 独立 的 ,而 其 余 基 
Qa = 12, ,7 一 及 的 景 网 可 写 为 
Cad = lg Folga] Le). (5.35) 
上 式 中 的 zx, ,xy ,… ,x 可 计算 如 下 :利用 (5.32) 式 , 可 将 wz = 1,2, 
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yk) 的 量 纲 式 写 为 
[q] = X Xp Xb, 
再 将 qh, 的 量 纲 式 写 为 
[gi] = 区 
则 由 (5.35) SEAT, Car, ,za ,…, ey) 是 以 下 线性 方程 组 的 解 


RI Gy UT Gig Tl igs; 
ay ün | Gag ta, ape 

= . (5.36) 
üy gp y Ey Baas 


HF gq,9;,… ,gs 是 量 岗 独立 的 , 故 上 式 左 端的 系数 行列 式 不 等 于 零 ， 

如 果 将 物理 量 gq, ,gq;,…,q, 的 量度 单位 分 别 改 为 原来 的 La, ， 
lar. olja , 则 在 新 的 单位 制 中 ,这 些 量 的 数值 将 分 别 等 于 

Gi = aog = aaga sfr = Or» 
而 g 的 数值 将 变 为 
inj = aan agg. G = 1,2, 7.2 — k). 
在 新 的 量度 单位 制 中 ,(5.33) 式 将 具有 如 下 的 形式 
Yagi og ade salt ag tr ag ) = 0. (5.37) 
注意 到 a ,os ，…,m 的 任意 性 , 故 可 设法 选取 适当 的 ci ,a,,… ,a 来 减 
少 函 数 y 中 自 变 量 的 个 数 . 如果 gq, ,9;,… ,gs 不 为 零 或 不 为 无 穷 大 , 则 可 
令 
a, = lge = lfgr sa = lg. 
即 可 这 样 来 选取 量度 单位 制 ,使 得 (5.37) 式 中 函数 y 的 前 个 自 变 量 的 
值 等 于 1. 

由 此 可 见 , 当 假定 (5.33) 式 与 量度 单位 制 无 闫 时, 我们 便 可 这 样 来 
建立 量度 单位 制 ,使 得 函数 y 中 的 上 个 身 变 量 都 取 固 定 的 常数 值 1 ,而 相 
应 的 ga = 1.2.0.1 — k) 的 数值 田 下 式 确定 : 

m= 人 (5.38) 
其 中 gC = 1,2,…,n) 是 所 研究 的 量 在 原先 的 量度 单位 制 中 的 数值 .不 
难看 出 ,mi 人 = 1,2,…,n k) 的 值 与 原先 的 量度 单位 制 的 选取 无 关 , 因 
为 它们 都 是 无 量 纲 量 .于 是 ,(5.37) 式 将 具有 如 下 的 形式 : 
yl, lyum sg Hyg) = 0, 
或 等 价 地 写 为 (5.34) 式 . 


SS a ee 
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(=) 量 纲 分 析 的 应 用 实例 


在 CGS 制 中 有 三 个 基本 量 , 它 们 是 长 度 、 质 量 和 时 间 , 分 别 记 为 L, 
MAT 这 时 ,速度 v ,密度 o, 粘 性 系数 了, 单位 质量 上 的 体力 了 以 及 压 
强 p( 或 应 力 fg) 的 量 岗 式 可 分 别 写 为 

fels LT, [o] = 一 M， [y J=L MT, 
ffl=LT?, [p]=L'MT™. 

下 面 ,我 们 将 通过 粘性 流体 力学 中 的 例题 来 对 量 网 分 析 方 法 进行 具 
(EHS HEAR 

例 1 密度 和 粘性 系数 分 别 为 p 和 7 的 流体 通过 横 截 面 特征 长 度 为 
d 的 水 平 管道 作 定常 流动 .流动 由 压力 梯度 Aapa 维持 .如 果 不 计 重力 
的 影响 , 试 给 出 单位 时 间 内 流体 流量 Q 5 Apja 之 间 的 关系 . 

解 ” 管 道 的 模 截 而 积 可 表示 为 2 二 ,其 中 8 为 截面 的 形状 系数 .对 
于 直径 为 a 的 圆 形 管道 ,5, = xi4. 设 流体 的 平均 流速 为 v, 则 单位 时 间 内 
的 流体 流量 可 表示 为 Q = 664 wv. 在 本 问题 中 ,可 假设 有 n =5 TARA 
量 ,它们 之 间 满 足 如 下 的 函数 关系 : 

¥(9,d,v,9 ,ApiAl)=0. (5.39) 

现 取 长 度 .质量 和 时 间 为 基本 量 . 如 果 将 上 式 中 的 前 三 个 自 变 量 p, 
d Me 取 为 量 纲 独立 的 量 (& =3), 则 由 r 定理 可 得 到 两 个 (n -k=2)K 
量 钢 量 .为 此 ,可 将 以 上 各 量 的 量 纲 式 用 矩阵 表示 为 


p d v y ApiAl 


L|I-3 1 1|-1 -2 
MÌ 1 0 Of 1 1 
T} 0 0 -1|-1 -2 


其 中 的 每 一 纵 列 就 是 相应 物理 量 的 量 网 式 ,前 三 列 对 应 于 (5.36) 式 左 端 
的 系数 矩阵 ,后 两 烈 对 应 于 (5,36}) 式 的 右 端 .对 ($5.36) 式 求解 后 ,有 
[7 ]=[e]ld][v], [Ap/Ad]=[elld}'Te?. 
利用 (5.38) 式 ,可 得 以 下 两 个 无 量 纲 量 


Re= pdvly , x= (ApIAL). (5.40) 
LAP Re 称 为 Reynolds 数 . 如 果 以 Q 表示 单位 时 间 内 的 流量 Q = 
6。d? v LRA n 还 可 写 为 = Re (ApIAL). 因 此 ,本 问题 也 可 


"n ee rer mre 
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取 r, = (Be) = KS apla 作为 无 量 纲 量 来 进行 讨论 由 x 定理 ， 
1 b 


(5.39) 式 可 写 为 如 下 的 无 量 岗 形式 
= o( Re), 
ad 


即 Q= ae ay jelRe), (5.41) 


其 中 o 为 Reynolds 数 Re 的 函数 . 

实验 表明 , 当 流 速 很 小 ( 即 Re 很 小 ) 时 ,流体 运动 的 流 线 为 平行 的 直 
线 ,流动 为 层 流 .这 时 流体 运动 没有 加 速度 ,单位 时 间 内 的 流量 Q 与 惯性 
项 中 的 o{ 密 度 ) 无 关 . 因 此 ,(5.41) 式 中 的 yp(Re) 为 常数 .对 于 圆 形 管道 ， 


可 计算 求 得 pp(Re) = [到 ,或 p( Re)= 襄 .由 此 便 得 到 著名 的 Hagen- 


Poiseuille( 哈 根 - 泊 淖 叶 ) 方 程 (1839 一 1842). 当 流 速 逐渐 增 大 ( 即 Re 增 
天 ) 时 ,流动 将 由 层 流 变 为 汕 流 .出 尽 流向 测 流 过 渡 的 Re 称 为 临界 Rey- 
nolds 数 RR,. 对 于 图 形 管道 ,其 值 大 约 在 2000 到 2600 20. “4 Re > R, 
时 ,(5.41) 式 中 国 数 ff Re) 的 具体 形式 可 通过 实验 来 加 以 确定 . 

例 2 在 重力 作用 下 ,半径 和 密度 分 别 为 RHA o 的 小 球 在 粘性 系数 
为 站 ,密度 为 p 的 流体 中 自由 下 落 .其 速度 在 初始 阶段 将 不 断 地 增 大 ， 
但 相应 的 粘 浊 阻力 也 将 随 下 降 速度 的 增 大 而 增加 ,使 小 球 最 终 以 革 一 确 
SERNER v 向 下 运动 . 试 计算 速度 o 的 大 小 . 

蟹 ” 现 假定 流体 是 不 可 压缩 的 .在 定常 运动 下 ,相应 的 物理 量 有 R, 
vin, p: 以 及 小 球 运动 时 所 受到 的 阻力 .对 于 义 速 运动 ,该 阻力 与 小 球 受 
到 的 向 下 作用 力 相 等 , 它 与 glo- oz) 成 比例 ,其 中 g 为 重力 加 速度 . 因 
此 ,在 本 问题 中 ,各 物理 量 之 间 的 函数 关系 可 与 为 

YCR, v, spg pT o) =D. 
现 取 长 度 .质量 和 时 间作 为 基本 量 . 并 取 上 式 中 前 二 个 自 变 量 作为 量 
讽 独 立 的 量 , 则 以 上 各 物理 量 的 量 纲 式 可 由 外 阵 形式 表示 为 


R vw q tp glapp) 
L 1 1 -1 -3 -2 
M | 0 0 1| 1 1 
T| 0 -1 -1| 0 -2 
类 似 于 例 1 TSE 
,= Rv wry = Fier ha RE 


7 oy 
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故 可 将 无 量 纲 方程 写 为 
glo- p) = eA), 


其 中 r, 为 相应 的 Reynolds 数 . 

AAT Reynolds 数 对 应 于 较 大 的 R 和 ww. 这 时 流体 的 精 性 作用 相对 
不 很 重要 , 故 可 设 六 =0, 它 相当 于 理想 流体 .事实 上 ,如果 当 x, AFA 
穷 大 时 lim OFERA m IN EATS A 


r 

zp ~ p2)= mpv IR. 
在 这 种 情况 下 , 量 网 独立 的 物理 党 可 取 为 R. v Mo .各 物理 芝 的 量 岗 式 
可 用 年 阵 形式 与 为 


上 


R g) 2 gp, pa) 


L 1 1 -3 -2 
M 0 0 1 1 
T 0 -1 0 -2 


故 得 无 量 纲 量 x = Rol u glo -ps), 表 明 小 球 运动 的 阻力 与 速度 平 
方 成 正比 ， 

较 小 的 Reynolds 数 对 应 于 较 小 的 RR 和 wt{ 即 小 球 运动 十 分 缓慢 ). 这 
时 流体 的 粘性 作用 要 上 比 惯性 力 的 作用 更 为 重要 , 玖 可 上 略 去 o, 的 影响 而 将 
x 近似 地 取 为 零 . 于 是 ,无 量 网 方程 叮 以 改写 为 


v= eS) de. (5.42) 


其 中 e=1/ (0) HMA. E Stokes 公式 中 ,a RA 2/9. 

在 工程 技术 问题 中 ,实际 的 物理 现象 可 有 通过 模拟 试验 来 进行 研究 .这 
时 ,就 需要 根据 量 岗 分 析 方 法 ,用 无 量 网 形式 的 方程 来 表示 相应 的 物理 规 
律 .例如 ,对 于 例 1 的 管道 流动 问题 ,只 要 Reynolds 数 相同 ,无 论 怎样 疏 
变 管 道 尺寸 或 流体 的 流速 ,所 得 到 的 物理 规律 总 是 相同 的 . 


(=) 无量 纲 形 式 的 Navier-Stokes 方程 


牛顿 流体 的 基本 方程 是 Navier-Stokes 方程 (5.27) 式 .为 了 进行 关于 
牛顿 流体 流动 规律 的 模型 试验 ,就 需要 对 以 上 方程 无 景 网 化 . 

现 以 4,v,oo 和 分别 表示 所 讨论 问题 的 特征 长 度 ,特征 速度 ,特征 
压强 和 重力 加 速度 , 则 相应 的 无 量 岗 向 径 工 ,无 量 纲 速度 亏 , 无 量 网 时 间 t 
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分 别 为 


(ge (be (Fh 


而 无 量 岗 压强 5 HLEA A 
e rG 


d 
of 
2 — d 
T lv u 以 及 ve=(<)v b, 
Navier-Stokes 方程 (5.27) 式 可 写 为 
o\ fag oy -\_{ Fei -_ | % ‘oe - 
(S ava) (Tew 0 (2 )¥p + af. 
根据 量 纲 齐 次 性 原理 ,对 于 任何 一 个 物理 方程 ,其 中 各 项 不 仅 要 求 是 
同 阶 的 张 量 , 而 且 还 要 求 具有 相同 的 量 网 .因此 ,对 上 式 除 以 {vjaq) 后 ， 
可 得 到 三 个 无 量 纲 参 数 : 


注意 到 


| 


2 EA (9) =(£)(ov), 


ar 


v= | 


2 2 
Ren Gm", pr, (5.43) 
7 To ad 
FÆ, Navier-Stokes 方程 的 无 量 网 形式 应 写 为 
3 五， lan de 1 - 
a IVa gY T GVB tE f. (5.44) 


其 中 Re 就 是 由 (5.40) 式 定义 的 Reynolds &, Fr KH Froude 数 , 它 与 重 
力 加 速度 有 关 . 作 是 一 个 与 Mech 数 有 关 的 无 量 纲 数 .显然 ,以 上 这 些 相 
似 参 数 在 关于 模拟 试验 的 理论 中 是 十 分 重要 的 ， 
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(一 ) 引言 


牛顿 流体 的 本 构 关 系 可 用 来 找 述 低 分 子 量 流 体 ( 如 水 ) 的 流动 特性 . 
但 不 能 描述 具有 高 分 子 量 流体 (如 来 合 物 溶液 ;的 流动 特性 ,如 交 切 流动 
中 所 在 在 的 不 相等 的 法 向 应 力 差 效 应 等 . 这些 特性 需要 由 非 牛 顿 流体 的 
本 构 关 系 来 加 以 描述 . 

对 于 非 牛顿 流体 以 及 具有 比较 复杂 本 构 关 系 的 物质 ,通常 可 采用 以 
下 两 种 途径 来 简化 问题 的 讨论 ， 
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C1) 对 本 构 关 系 进行 简化 . 即 仅 考虑 具有 某 类 特殊 性 质 的 物质 ,从 而 
得 到 近似 的 本 构 关系 . 

例如 ,通过 上 一 章 对 物质 进行 的 分 类 ,我 们 可 分 别 得 到 固体 ,流体 等 
材料 的 简化 本 构 关 系 .又 如 ,为 了 简化 由 (4.103) 式 表示 的 不 可 压缩 简单 
流体 的 本 构 关 系 , 可 以 引进 与 流动 过 程 有 关 的 特征 时 间 r。 和 无 量 纲 时 间 
基 s= sirot 其 中 ;=+ 一 +) ,而 将 相对 右 Cauchy-Green 张 量 (2.140) 式 展 
开 为 

(sr0)” 
Clr} = F+ 2 ml 
如 果 re 很 小 ,以 致 于 可 以 忽略 上 式 中 (- ir)" ERT, WAR nf He 8 9 
n 阶 Rivlin-Ericksen 流体 的 本 构 关 系 可 表示 为 : 
o(t)= — ph toy” (todo TIA ,Th Ag) 

其 中 eO 为 其 变 元 的 各 向 同性 两 数 .将 上 式 按 n 的 备 次 展开 , 当 分 别 保 
留 ri 的 一 次 ,二 次 和 三 次 项 时 , 则 相应 地 可 得 到 ; 


Aca) (t). (2.140) 


To: @(t)=— pItS,, (5.45) 
ra: og(i)=— pl+S,+S, (5.46) 
ta: o(t)=— pl+S,+S8,+8,, (5.47) 


其 中 S$, = Am: $ =B An 十 玉生 in， 
S; = py TA mAn + pC Ay Ag +t Ag Any) + gs din. 

而 7 .8 及 和 mp ps 为 材料 常数 . 以 上 三 式 分 别 对 应 于 后 顿 流体 、 
二 阶 流体 和 三 阶 流体 的 本 构 关 系 , 它 们 实质 上 是 一 种 具有 “无 穷 小 记忆 ” 
物质 的 近 估 本 构 关系 ,可 用 来 描述 缓慢 流动 的 流体 特性 . 相应 的 应 力 是 由 
“无 限 接 近 现 在 的 过 去 "到 现在 的 变形 历史 来 决定 的 .不 可 压 二 阶 流体 的 
本 构 关系 (5.46) 式 要 比 不 可 压 二 阶 Rivlin-Ericksen Rik AMA 
(4.117) 式 简单 得 多 . S 局 =O 时 , 它 退化 为 Reiner-Rivlin 流体 .但 需 指 
出 ,在 驻 切 流动 中 , Reiner-Rivlin 流体 的 三 个 法 向 应 力 中 有 两 个 相等 (但 
与 第 三 个 不 相等 ). 而 实验 表明 , 剪 切 流动 中 只 要 有 随 个 法 向 应 力 不 相等 ， 
那么 三 个 法 向 应 力 都 互 不 相等 ,说 明 Reiner-Rivlin 流体 并 不 能 正确 描述 
真实 流体 的 流动 特性 .关于 不 可 压 二 阶 流体 本 构 关 系 适用 性 的 计 论 ,读者 
可 参见 陈 文 芳 的 4 非 牛顿 流体 力学 六 科学 出 版 社 ,1984) 一 书 , 此 处 不 再 介 
绍 . 

(2) 对 变形 历史 进行 简化 , 即 仅 考 察 流体 在 某 些 特殊 变形 历史 条 件 
下 的 流动 特性 . 

由 {4.53) 式 可 知 , 简 单 物质 的 本 构 泛 函 可 写 为 
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o™ (1)=0, FEM (re) CCH, (4.53) 
aP (DR (DoR). 
其 中 Co (5.48) 


一 般 说 ,相对 右 Cauchy-Green KS C, (r) PAIRT RER A r, MAA 
依赖 于 (和 参考) 时刻 1 . 现 考虑 一 种 特 妹 的 变形 历史 ,使 C,{r) 的 主 伸 长 仅 
仅 依 束 于 时 间 间 隔 = :一 工 ,而 与 参考 时 刻 上 无关. 这 样 的 变形 历史 称 之 
为 恒定 伸 长 历史 运动 (moetions with constant stretch history). Æ F — + 
中 ,我们 将 重点 讨论 在 重 定 伟 长 历史 运动 条 件 下 非 牛 顿 流体 的 某 些 流动 
规律 . 

{二 ) 恒定 伸 长 历史 运动 的 基本 性 质 


在 恒定 伸 长 历史 运动 中 ,如 果 以 上 时 刻 和 刀 =0 时 刻 为 参考 构 形 的 
相对 右 Cauchy-Green 张 量 C,(r)=C,(2-—s) 1 C,(0- s) 具有 相同 的 时 
ARR s=2-7r=0-(-s) BA. CHARA CHAT) EAR. bn 
果 人 允许 它 们 的 主 方向 相差 一 个 刚体 转动 OC) ,由 由 第 一 章 的 习题 1.13， 
可 知 以 下 关系 式 成 立 : 

CC - 5) = 0) Cy (O- s) Qil). (5.49) 
特别 地 , 当 :=0 时 ,上 式 应 为 恒等式 , 故 要 求 QO, (0) = 了. (5.49) 式 实际 
上 就 是 恒定 仲 长 历史 运动 的 定义 式 . 

性 质 1 对 于 恒定 伸 长 历史 运动 ,其 变形 梯度 历史 可 写 为 

Fle) = Qir)” (5.50) 
其 中 Ftr) 是 以 to=0 时 刻 的 构 形 作 为 参考 构 形 的 变形 梯度 ,Ql7) 是 满 
E det8 =1,Q(0) = 了 的 正 交 张 量 ,上 ARN, HECKER WEINI = 
1.《5.50) 式 的 右 端 是 以 仿 射 量 N, 为 指数 的 指数 函数 ,定义 为 : 
e 一 于 十 5 w, 
其 有 关 性 质 可 参见 第 一 章 习 题 1 .14. 
证 明 
必要 性 Chr- s) 可 由 相对 变形 梯度 
F(t- s) = Filt- s). Fo G) 
表示 为 
Clt-s)=Fi(t-5s)+FCt-s) 
= Fo'(t)+ €,{t —s)- F G). 
根据 (5.49) 式 , 上 式 可 改写 为 


| 
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Cilt- s) = EEG). C0- s). EO), (5.51) 
其 中 Ealt) = Qilt) Falt), (5.52) 
满足 E (0) = T. 
将 (5.51) ARH KF RAS 上 = 0, 则 其 左 端 为 


d -ol .-4 -s --Ë(- 
了 Cut | = gel s) ten = Cí 5), 


其 右 端 为 ELC0) -Cl 5) + Cl s): É 0. FEA 
È,- s) =- M'O l-s)- C-s): M, 
其 中 M = E,(0). 
根据 以 仿 射 量 为 指数 的 指数 函数 的 性 质 ( 参 见 第 一 章 习 题 1.14) ,以 
上 方程 在 初始 条 件 C, (0) = 工 下 有 惟一 解 ， 


T 
-sM -4M 


Cal- s) =e "e 
FAH (5.51) 式 可 以 写 为 


MERE H (iva) 
€ "È 


= Es) eu "ee™ E(t). 
特别 地 , 取 = 0, ERA 


iat mM 
"È 


= E(t) Ealt). 


HERR. ™ ER" WA 
(Eolt) ee Y (By) c = TF. 
说 明 QU) = El) ee ”是 一 个 正 交 张 量 . 将 上 式 代 人 (5.52) 式 , 有 
Q) ee” = oT) Filt), 
即 F(t) = Q(t) e™, (5.53) 
EPO) = 0,0) OC) AELKS. MRMA0,NSIMI= 2, 
N, = Mik, 则 ($5.53) 式 就 是 所 要 证 明 的 (5.50) AWR M - OWA k 
= 0,(5.53) 式 仍然 对 应 于 (5.50) AP k = 0 的 情形 .于 是 必要 性 得 证 . 
充分 性 “” 现 假定 (5.50) 式 成 立 , 取 r =- LE -= *, 则 相对 变形 梯度 
F,- s) = F(t—s). F G 


F (2-5) = @(t—s) e OM a e n g) 
= Ql- s) e“. g). (5.54) 
特别 地 ,有 F0- s) = Ql- se ,因此 
F,(t-—s) = QU- s) Q@™(-5)+ FiO- s) Q7(). 
于 是 可 得 
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Clt- s) = F'lt- s) FK- s) 
= O(t)+ FiO- s) FO- s). g l) 
= O(t):C,(0-5)- 0 (7). 
说 明 (5.50) RIEA TIRE EK Sz ET RE Eiz. 
性 质 2 在 伍 定 伸 长 历史 运动 中 ,相对 右 Cauchy-Green ky af 
出 张 量 


G(r) = ke) Nat QTC) = ENGG) (5.55) 
惟一 确定 . 
证 明 ”因为 (5.55) 的 n RED 
G = ROC) AM 0 (4), 
所 以 
QD) re - Q(t) = OC) + [T+ > sh w]. aie) 


a 


=I+ 》， 8)" gr oe”, 


A at 
FH, (5.54) RBH 
F(t-5s) = QU sye OC) ee” (5.56) 
由 此 得 
Clt-s)=e" se". (5.57) 
说 明 人 性质 2 的 命题 成 立 . 
mS G' (4) = R") G- RG), Rr = 上 一, 则 (5.48) 
式 为 
C(e) = (RM) ee = RD (RTG) e° RD) 


RT pl 
一 È 里 


可 时 在 恒定 伸 长 历史 运动 下 ,本 构 泛 四 (4.53) 中 的 Ce fr) 可 以 完全 由 
GE (1) 惟一 确定 . 
性 质 3 Ati hkl Piz oy Pon + 1 阶 Rivlin-Ericksen KB 
Ae) (O 洲 足 如 下 的 递 推 公 式 : 
Anin A + Aggy G, (n 1). (5.58) 
WEAR on BY Rivlin-Ericksen 张 量 可 利用 (2.138) 式 来 加 以 定义 ; 


GR" 
Aw) = gr CD ， 


时 在 (5.57) 式 中 取 r= z- 5 固定 上 并 对 zr 微 分 , 则 有 


pi 


p= 
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Cir) = G7- €(2)+ Clr). G. (5.59) 

然后 令 = tls = 0), 08 
Ay, = GHG. (5.60) 
因为 G 仅 为 1 的 函数 , 故 在 (5.59) 式 中 国定 : 并 对 + 微分 n 次 后 ,使 得 到 


gr" + g g 
rT = ty ”一 — C, "tr. 
Sml) = G Z(G) + SE): G 


再 取 = t 后 ,上 式 便 化 为 递 推 公 式 (5,58) 式 . 

出 此 可 见 , 对 于 恒定 仲 长 历史 运动, 当 给 定 Oe) 后 ,由 (5.60) 式 和 
(5.58) 式 便 可 惟一 确定 A (nm = 1,2,…) .因为 Rivlin-Ericksen 流体 的 
变形 历史 是 外 A. 来 加 以 措 述 的 ,所 以 自然 会 癌 ,G 是 否 也 能 反 过 来 由 
Av (na = 1,2,…) 惟一 地 确定 ?如 果 能 够 的 话 , 那 么 需要 给 定 几 个 A). 
以 及 如 何 给 定 这 几 个 A 才能 惟一 地 确定 G? 由 (5.57) 式 可 知 , 一 日 
Gt) 被 确定 之 后 ,Citz) 也 就 被 惟一 地 确定 了 . 

性 质 4 FEHR Pia, MOA Cauchy-Green KEI 
Cc) 最 多 只 需要 前 二 阶 Rivlin-Ericksen KE Agli), Alt) 和 
站 (1) 便 可 惟一 地 被 确定 . 但 这 三 个 张 量 函 数 必须 满足 一 定 的 约 东 条 
件 . 这 些 约 东 条 件 将 在 以 下 讨论 中 所以 说 明 

证 明 由 (5.60) 式 ,G 可 表示 为 


G = FAG +W, (5.61) 


式 中 W 为 待 求 的 反 称 仿 射 量 . 
现 将 对 称 张 量 4 PERCE AT) 取 为 育 角 坐标 系 中 的 坐 慰 轴 .这 
AT, Ary H E RE BER JEA 


a 0 0 
[Ai] = ° b 0j, 
0 0 e 
HE ab Mle HAL, 的 主 值 (特征 值 ). 有 以 下 几 种 情形 : 


{ija=b=e 
这 时 GG = Lar + 研 . 根 据 (5.58) 式 , 有 4, = arf ,说 明 WW 可 以 是 


任意 的 反对 称 张 量 , 它 无 法 由 Rivlin-Ericksen 张 量 Aa ,A4,,,,… 惟一 确 
定 .但 是 ,由 于 这 时 有 


G-G=G6°G, 
说 明 GT 与 G SER 26. (5.57) HAW SH 
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一 得 


asta ， 
C(r-s)se ee 


即 相对 右 Cauchy-Green 张 量 历史 仅 由 An, 便 可 惟一 确定 . 


fi 人 天 下 天 CC 天 区 
DRA RR W HERRERA 


0 roy 
一 x 0 zl, 
-y -z 0 


则 G 的 矩阵 表示 可 写 为 


a ¥ 
-r 2 , 
T 3 x |. 
-y -2 $] 


ER An MAME x,y,z 所 惟一 确定 . 
利用 递 推 会 式 {5.58) R, Amn 的 短 阵 表示 为 


[Aw] = [LG Aq, + Ag + G) = 
of BR 
当 给 定 An BAG 的 矩阵 表示 必 具 有 如 下 形式 : 


[Am] = b’ f 
Lut BR ca 
由 此 可 惟一 地 确定 未 知 的 xz、y 和 =: 
_ d e 
toa- hb' ve oe z 


这 说 明 ,由 Aa 和 4. 就 能 惟一 确定 G = TAa, + W. FE AR (5.57) 


式 , 便 可 惟一 地 确定 C(t s). 
Gi a = b Æe 


可 作 与 (i) 类 似 的 讨论 ,但 这 时 Aa WB Ra 


人 a? 0 

[Aw] = [G Ag) + Aa t G] = | ae 
BR 

当 给 定 Ag M Ao 的 矩阵 表示 必 有 具有 如 下 形式 


a (a-b)x 


(a-c)y 
(i - o= 


c 


(5.62) 


7 


(5.63) 


| (5.64) 


mr 


第 五 章 ”简单 流体 


224 
fe 0 e | 
[Aw] a’ fle (5.65) 
对 称 el 
由 此 可 确定 
_ 了 
Yo aTe eae 
但 r 尚 不 能 确定 ,这 里 又 有 两 种 情形 需 分 别 进 行 讨论 . 


(a) Ay 5 Ai BERD tial -~ 8, BD e 
G 的 矩阵 表示 可 为 


a 

7 7 
LG]= |-x 5 

y 0 


由 递 推 公式 (5.58) 式 , Ac Or 52) 的 矩阵 表示 为 | 


无 法 由 Rivlin-Ericksen KH An Ame ff 
的 三 与 G 是 可 以 变换 的 :6 G= G: 


sa'e G] 


C (t-s) =se 
BP C, (zi = s 可 由 上 惟一 确定 ， 


(b Ag, 上 与 As, 的 主轴 方 癌 不一致 , 即 (5.65) RAS e OF ZA 


= 上 =0, 故 ?= z= 0. 这 时 


0 | 
0 . 
| 

e 

pE 
a” 0 
0 a" 0|, 说 明 - 
| 
LO Q ec 


人 铺 定 .但 是 ,可 以 验证 这 时 
G .故人 5.57) 式 可 以 写 为 


Ain 


= € 


至 少 


有 一 个 不 为 零 .这 时 ,和 G 是 不 可 变换 的 , 即 (5.62) 式 将 不 再 成 立 , 根 


TAg] =[6G> Am t Aw? G] 


如 下 形式 : 


|a? - 2ey - (fy + ez) (Sle fer at )y 
7 a -2fz (Et er + (a? èe ' 
-对称 c+ Bey + 2fz 
(5.66) 
其 中 y= 一 一 ,z = 一 人 已 由 A M Ao 性 一 确定 . 当 给 定 具有 以 上 
a-c a-c 


形式 的 Ag 后 ,x 也 可 惟一 地 被 确定 下 来 . 
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让 此 可 见 , 在 恒定 伸 长 历史 运动 中 ,最 多 只 需要 4 .4 和 AG) 就 
可 以 惟一 地 确定 相对 右 Cauchy-Green 张 量 历史 .但 这 三 个 函数 之 问 应 满 
是 如 (5.63),(5.65) 和 (5.66) 等 式 所 表示 的 约束 条件 . 


{三} 恒定 伸 长 历史 运动 的 典型 实例 


最 常见 的 恒定 伸 长 历史 运动 的 典型 例子 有 以 下 两 种 

(1) 恒定 拉 伸 流动 (steady extensional flows) 

AACA A AE a OB 中 ， 
拉 伸 流动 是 一 种 重要 的 流动 形式 . 它 一 般 分 为 

(a) 单 轴 拉 伸 流动 

在 直角 坐标 系 1o;z1 rsi HW r AE BER (x, . 22,25) 


v, = ary, Uy =- Ske, ty 三 一 Tks, 


Ep k 为 菜 一 常数 , 则 r 时 刻 物质 点 的 坐标 可 通过 上 式 的 积分 求 得 : 


一 e 1 ra t L 
zir} = re g z3z(r) = rye? >» x(t) = r;e", 


H s= + 一 r+. 由 此 可 得 (5.54) 式 中 的 相对 变形 梯度 历史 ,而 45.57) A 
中 G 的 矩阵 表示 可 写 为 


1 人 0 
l 
p0 -5 0 
1. 
0 0 -Z| 


于 是 ,相对 右 Cauchy-Green KE HERRERA 
ee” 0 
D e 0l. 
0 0 e" 


[E -s)] = (5.67) 


(b) DURE TER THE a 
在 直角 坐标 系 ozott Poe 时 刻 位 于 坐标 (x r) 上 物 
质点 的 速度 分 量 为 
Uy, = atje Us = ahs, Vy — far, 
共 中 a 为 某 一 常数 .类 似 于 对 单 轴 拉 伸 流 动 的 讨论 ,可知 (5.57) EE G 
的 矩阵 表示 为 
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10 0 
[G]=al0 1 0 
0 0 -2 
国 此 ,相对 右 Cauchy-Green TK SAY FEE a 
e 0 01 
[Cs = 0 ee 0 (5.68) 
0 0 ee” 


Cc) 纯 前 切 流动 . 
HAA BRA orria] Foe 时 刻 位 于 坐标 (zx, ,x; ,x;) 上 物 
质点 的 速度 分 量 为 
v = Br,, v, =— Br, v, — 0, 
其 中 pAR— HM. RUM RE G 的 矩阵 表示 为 
1 0 0j 
[G] -al -1 0l, 


G 9 0. 


而 C,- s) 的 矩阵 表 冰 可 写 为 


[e 0 
[e(r-s}] =] 0 er 0|. (5.69) 
lo U 1 


(2) 测 精 流动 {viscometric flows) 

流 场 中 每 -- 点 都 具有 人 常 前 切 率 的 流动 称 为 测 粘 流动 . 诸如 贺 管 中 的 
流动 ,两 个 旋转 圆 篇 之 间 的 流动 等 等 . 测 粘 流动 的 定义 可 通过 以 下 的 数学 
表达 式 表述 为 : 

如 果 (5.50) 式 中 的 N, 满足 条 件 : 

Ni = 0, (5.70) 
则 相应 的 恒定 伸 长 历史 运动 将 称 之 为 测 粘 流动 . 
显然 ,由 (5.55) 式 可 知 ,这 时 也 有 
N=0 和 G=0. (3.71) 
对 于 测 粘 流动 ,由 递 推 会 式 (5.58) 式 和 (5.60) 式 可 得 : 
Ay =0, (Sn 23). 
说 明 在 测 粘 流动 中 ,运动 历史 只 和 需要 An, 和 Ao, 便 可 惟一 地 确定 下 来 . 

事实 上 ,对 (5.56) 式 中 的 指数 函数 作 级 数 展 开 并 利用 (5.71) 式 , 可 

将 测 粘 流动 中 的 相对 变形 梯度 写 为 
FF 一 = 人 -LT-sG]. (5.72) 
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因此 ,相对 右 Cauchy-Green KA 
C(t-s)= (TT- sG")- (I-G) 


=J-s(G'+G6)4+s'6"-G. (5.73) 
由 递 推 公式 (5.58) 式 和 (5.60) 式 , 以 及 条 件 G” = 和, 上 式 还 可 与 为 
Clt- s) = L- + LsAm, (5.74) 


这 表明 运动 历史 可 由 Ay, MA.) 惟一 确定 ， 
根据 习题 1.9, 在 适当 选取 单位 正 交 基 后 ,满足 条 件 (5.71) AH GH 
PE Re aS AY Oy 
0 o 
[EG] = |0 0 ol. (5.75} 


这 时 ,(5.73} 式 的 矩阵 表示 式 为 


[ l l1- sk "| 
[C(t —#)] = 1+ sk? Ot. (5.76) 
| 对称 1 
注意 到 变形 率 张 量 可 写 为 
1d oO ld 
DO = F ge, a 
= Aw = 2G" +G), 
因此 ,D 的 矩阵 表示 为 
O kO 
[D] = 5 k o ol. (5.77) 
000 


说 明 测 粘 流动 对 应 于 前 切 率 为 上 BY BY Dh a. 相应 地 ,由 递 推 公式 
(5.58) 式 , 可 得 A, MERER: 
0 0 
Ag, = [2G'. G] = 2° 0l. (5.78) 
0 0 
现 考 虑 一 种 特殊 的 定常 流动 .为 此 ,在 流 场 中 用 以 下 方式 构造 曲线 坐 
标 系 : 取 定 常 的 流 线 作 为 坐标 曲线 x' ,再 适当 选取 与 坐标 曲线 x' 相互 正 
变 的 另 商 条 曲线 作为 坐标 曲线 xz- 和 x ,使 得 协 变 基 向 量 长 度 只 与 x? 有 
关 : 


Ig = x gulat) Cf = 1,2,3; 不 对 7 求 和 ). (5.79) 
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在 以 上 正 交 昌 线 坐标 系 中 ,如果 坐 标 为 土 的 质点 速度 满足 

z= vr), 27 =0, x = w(x’), (5.80) 
RIE AB fin BH ék AR BE op Bt A ER x* 有 关 , 则 我 们 称 这 样 的 流动 为 
Bh 28 #8 BY (curvilinear flows). 

下 面 来 证 ,曲线 流动 是 一 种 测 粘 流动 .为 简单 起 见 ,下 面 我 们 仅 讨 论 
wa’) = ORR RE HAE MBA HARE NAB 
Aix: 

G(t} = x. (5.81) 
于 是 ,r 时 刻 的 速度 可 由 (5.80) ARRA 


Er) = lr). Cle) = Ele) = 0， (5.82) 


(5.81) 式 , 得 
Clr) = 2°, O(r) = 2°. (5.83) 
再 由 (5.79) 式 ,可 知 r 时 刻 协 变 基 向 量 的 长 度 只 是 x* 的 函数 ， 
gE) = |e?) = 1,2,3). 
这 说 明 , 当 质点 沿 坐 标 曲 线 xz 运动 时 , 协 变 基 向 量 的 长 度 是 不 变 的 . 
对 (5.82) 式 的 第 一 式 积分 ,并 利用 初始 条 件 (5.81) 式 , 得 
Eir) = z -sur ), (5.84) 


其 中 ，= 1 = r. (5.83) 式 和 (5.84) 式 , 相 对 变形 梯度 F,(r) = 3b = 
cg (1) @ glx) 的 分 量 可 用 算 阵 表示 为 

jl -sy O 

0 1 中 

0 0 li 

其 中 of = 人 -如果 采用 物理 分 量 (1.143) 式 , 则 F C) 的 物理 分 基 
可 由 外 阵 表示 为 


rl -sk ü 
° 1 ji (5.85) 
0 0 1 
其 中 
ERE=v |grlllg,l {5.86) 


为 剪 切 速率 ,由 此 可 见 , 相 对 变形 梯度 可 写 为 (5.72) 式 的 形式 ,表明 以 上 
的 定向 流动 属于 测 粘 流动 . 
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$5.6 ” 测 粘 流动 中 的 不 可 压 粘 性 流体 


本 节 将 讨论 在 测 粘 流动 中 非 牛顿 流体 的 流动 特性 .但 震 指 出 , 调 粘 流 
动 是 一 种 特 跌 形式 的 运动 历史 ,在 这 种 运动 历史 下 ,不 同 的 简单 物质 有 可 
能 会 表现 出 相同 的 性 质 .正如 只 通过 静水 压力 实验 并 不 能 完全 区 分 可 压 
缩 无 粘性 流体 ,可 压缩 粘性 流体 ,以 及 各 向 同性 弹性 固体 的 性 质 那样 , 仅 
仅 通 过 测 粘 流动 来 赋 究 非 牛顿 流 体 的 全 部 特性 还 是 远 远 不 够 的 . 


(一 ) 测 粘 函数 


在 等 温 过 程 中 ,不 可 压缩 流体 的 本 构 关系 可 由 (4,103) 式 表示 为 

o(t) =- pl t+ of Cí- Il., (4.103) 
其 中 为 * 非 确定 ”压强 ,而 偏 应 力 张 量 a" 是 其 变 元 的 各 疝 同性 张 量 泛 
eR, He Ae 

o fol = 0. 

EMR HAR, C (r) = C(t - ») 具有 (5.73) 式 的 形式 ,其 中 G(:) = 
RN(¢) 由 (5.55) RER, EH r 无关. 因此 ,(4.103) 式 中 的 偏 应 力 张 量 
og" 退化 为 kN(1) RS PEK BT S A 


o'i = E(k,N), (5.87) 
WE (0,N) = 0, 月 对 于 任意 正 交 张 量 0Q ,有 
人 .EN .0 = Elak,a0 NO"), (5.88) 


上 式 中 的 a 可 取 为 + 1 或 一 1 这样 并 不 会 改变 G = a RN = kN 的 值 . 
在 适当 选取 单位 正 变 基 后 ,由 习题 1.9, 可 将 G 表示 为 (5.75) 式 的 形 
RR N 的 矩阵 表示 可 写 为 
DD 1 0 
[N] = |0 0 | 
o 0 0 
RYE Fk AH A iF SE, Se = 1, 和 


jl 0 0 
om 1 |. 
0 0 -1 


WAL- N: OT] = [N]. 故 由 (4.103) 式 (5.87) 式 和 (5.88) 式 ,可 得 
[el =[@-e-Q’]. 
上 式 可 用 物理 分 量 表 示 为 
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otll》 otl2) oti3)] fellt) ot12) - 9 (13) 
| (22) a(23)| = a22} - 5(23)|， 
对 称 (33). 对 称 6633) 
说 明 o (13) = 6(23) = 0. (5.89) 
因此 ,在 适当 选取 单位 正 交 基 后 MIRKE oe 只 有 四 个 非 零 的 物理 分 


量 , 它 们 都 是 点 的 函数 .因为 (4.1037 式 中 的 静水 压 应 力 户 是 非 确定 的 , 故 
在 以 上 四 个 物理 分 量 中 ,最 多 只 能 确定 其 中 的 三 个 ,例如 ,这 三 个 函数 可 
KA 


a412) = ao (12) = r (k), 
| (5.90) 
注意 到 


alll} -of33》= a’ (11) — 6° (33) = o (k), 
a(22) — e33) = 0°(22) — 6° (33) = s (k). 
0 1 0 0 1 
[LN +N] = i 0 OEE 0 1 vv ° ol 
0 0 0 0 
并 将 6 (33) 并 入 非 确 定 静水 压 应 力 p 的 表达 式 之 中 , 便 可 将 (5.87) AG 
成 如 下 的 形式 
o = ECE,N) = r (RNT + N)+to(E)IN: N' + aj) (B)N'ON., 
(5.91) 
于 是 , 测 粘 流动 中 的 物质 特性 可 以 完全 由 (5.90) 式 中 的 三 个 函数 : 
ra) 和 az) 来 加 以 描述 .这 三 个 画 数 称 之 为 测 粘 函数 ,它们 通 
常 是 道 过 测 粘 流动 的 实验 来 子 以 确定 的 . 


> > S 


[1 0 OF 
现 信 a=-1,[Q]=10 -1 P| Mottag: Nig =N 
i 01 


再 注意 到 (5.89) 式 , 有 


akli) 一 ¢ (12) 0 
[Qe g] (22) 0 
L 对 称 3(33) 


因此 ,由 (4.103) SOLAR (5.87) 式 和 (5.88) 式 可 知 , 当 大 变 为 -二 时 ,前 
应 力 o (12) 将 改变 符号 而 正 应 力 od11) 0622) 和 oo (33) 仍 保持 不 变 . 即 
r (&) 是 其 变 死 的 奇 函 数 ,alfE) 和 oas(e) BRS THR: 

t(—k) =- 2'(k), 

al- k) = 6 (k), | (5.92) 


gak- k) = a,(k). 
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前 应 力 函 数 oo 12) = zr Ce) SWE k KEEA 


Wh) = = ce 20), (5.93) 
PAA MME RR. EAR e 趋 于 零 时 的 极限 称 之 为 前 切 粘性 系数 ， 
Ta = lim as (5.94) 


对 于 牛顿 流体 ,rz (&) a RERO 为 常数 ), 对 于 非 牛 顿 流体 = e) 出 
为 的 非 线 性 函数 . 

TERE HEPA BK oC) Alo, (2) 反映 了 非 牛 顿 流体 的 男 一 个 特性 , 即 
正 应 力 差 效 应 .许多 实验 表明 ,在 济 粘 流动 中 ,只 要 两 个 正 应 力 分 量 不 相 
等 ,那么 三 个 正 应 力 分 量 也 都 是 彼此 不 相等 的 .因此 , 正 应 力 益 实验 还 可 
用 于 进步 检验 所 研究 流体 本 枸 关系 的 合理 性 .当然 ,具有 相同 测 粘 函数 
的 物质 并 不 一 定 具 有 相同 的 本 构 关 系 . 因为 无 数 多 种 流体 都 可 能 具有 相 
同 的 测 粘 蛆 数 ,所 以 ,仅仅 通过 测 粘 流 动 实验 还 无 法 得 到 流体 所 具有 的 全 
部 特性 . 


(=) 几 种 典型 的 测 粘 流动 


下 面 米 计算 不 可 上 庄 流体 在 几 种 典型 的 测 粘 流动 中 的 应 力 分 布 . 计算 
中 ,不 仪 要 用 到 本 构 关 系 , 而 且 偿 要 用 到 守 伍 定律 和 相应 的 边界 条 件 . 
根据 不 可 压条 和 件 ,质量 守恒 方程 简化 为 = m ,或 和 = 1. 而 动量 守 
ARMA RETEA Fea WS A 
o-Vtpf=ea, 和 a =a. 
WR AA ARE De. fe eH eB RAR AS =- VB 
(4.103) Roe =- prt ow RAER,F 


o'V py(Ż +8)= oa, (5.95) 


上 式 中 的 " 非 确 定 " 压强 思 需 由 边界 条 件 来 加 以 确定 ,而 偏 应 力 张 量 o" 的 
物理 分 量 可 通过 济 粘 函数 (5.90》 式 表 示 为 


(11) = Zalk) - Folk), 


o°(22) = Zole) - La, (k), 
1 (5.96) 
0 {33 =— (otk) 十 6,(k)), 
o (12) = r'(k), | 
outd13》 = 6° (23) = 0. 
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它们 只 是 的 函数 . 
(1) 两 平行 平板 癌 的 测 粘 流动 
RAS BRA r = r,r =y = “来 进行 讨论 .两 平板 都 与 = 
0 平面 相 平行 . 
现 考虑 如 下 的 速度 场 
r=uy), y=z=0, (5.97) 
它 相当 于 (5.80) 式 在 直角 坐标 系 下 的 特殊 情形 .因此 由 (5.83) ~ (5.86) 
式 , 可 币 相 对 变形 梯度 的 矩阵 表示 为 
1 -+ 0 
0 1 ol, (5.98) 


i 0 11 
EPs =r- r, kly) = T WHO, 它 仅 与 AK 如 果 将 上 式 与 


{5.72) 式 和 (5.75) 式 相 对 应 , 则 可 知 有 Q- s)- O'(t) = SF. 
因为 对 应 于 (5.97) 式 的 加 速度 场 为 堆 ,而 有 卫 (3.96) 式 中 的 偏 应 力 张 
Bo Mak HOR Me 仅 与 y 有 闫 ,所 以 运动 方程 (5.95) 式 可 写 为 


[F,(r}] = 


a a 
ay -二 + p)=0, (5.99), 
日 4 dip _ 
ay A + Ü, (5.99); 
3 
p 元 人 + 2)= 0. (5.99), 


4 (5.99), x mya 也 + EE 无 关 . 特 {5.99), 式 对 x 微分 ,可 得 


? fp . 
p zal + e) = 0. 


RO p (4 + 人 与 y 无 关 , 可 记 为 


on (2 + B)=— ala), (5.100) 


ag 
但 15， 99}, RB an w Ly 有 关 , 故 该 BAH 了. (2+ pjeni 
y 的 函数 .因此 ， ale) 应 该 是 一 个 常数 a.(5.,100) 式 对 r 积分 后， 
P(E e)s an sO, 


或 p=-art gly) — pp. (5.101) 
于 是 ,由 (5.99) 式 可 得 
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a 
ay 


a, =— aytb, 
o = gly) +e, 
其 中 5 Ale 为 积分 常数 .由 此 可 见 ,o%, 是 y 的 线性 函数 ， 
计 人 静水 压 后 ,应力 分 量 可 表示 为 
Sy = a = tr (k= —ayt eb, (5.102) 
g,=5,,~ p=gly)te-(C-art gly) pB)=axrt ote, 
6,,=(¢, 7 6,)—(o,—¢,) +6, =a Ck) olk) ta, p (3.103) 


sa = lon- on) ta,=-o,(k)ta,. ] 
由 于 0 (k) Pl os(&) 与 无关, 而 - 范 为 体力 六 在 方向 上 的 分 量 
广 , 故 在 流动 方向 ( 即 zx 方向 ) 上 的 正 应 力 s.. 沿 该 方向 的 变化 率 可 写 为 
Zon =g omat p Ea- pf. (5.104) 


这 说 明 在 流动 方向 上 , 正 应 力 灌 该 方向 的 变化 率 ( 即 压力 梯度 ) 与 体力 在 
该 方向 上 的 分 量 之 和 为 恒定 值 a ,通常 称 它 为 比 推力 . 


和 如果 已 知 前 应 力 CBD b= TERMER: r = r (上) ,那么 速度 
分 和 有 v= vly) 就 不 能 任意 给 定 , 它 应 满足 由 (5.102) 式 表示 的 微分 方程 : 


(E)r (5.105) 
Hr =r (ORARAA Ae AC), Wat 
k= g= al- ay+) (5.106) 


进行 积分 而 求 出 uly). 

下 面 ,我 们 将 给 出 对 应 于 速度 场 {5.,97) 式 的 师 种 特殊 的 二 维 流动 实 
t. 

(D FER EAA ah OF H F al BY k $ D i h (simple shear- 
ing flow}. 

RO PAAR y=0 HA, LAR 
B y= d VRE Vs 方向 运动 (图 
5.2), EAR E fi H AY E A A A TE BE | 
上 , 则 边界 条 件 可 瑟 为 d 


v(D)= wuld) | 
Meh WE: a = 0, 则 
(5.106) 式 可 简化 为 b= =A), 


图 5,2 纯 剪 切 流动 
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说 明 剪 切 速率 上 与 y 无 关 . 积 分 上 式 并 利用 边界 条 件 ,可 得 v(y) = 了 了， 
和 此 = 当 . 这 时 ,(5.102) 式 简化 为 


a, ~ (F) (5.107) 
正 应 力 分 量 中 的 非 确定 应 力 需 由 远 场 边界 条 忻 来 确定 .如果 假设 给 


ET o, = fley) WG DRETS Y 


Bee TRIR) ESCE, y), | 
Oy Tk) + fry) = pte, (5.108) 
oe SExy). | 


实验 表明 ,对 于 非 牛顿 流体 ,上 式 中 的 三 个 正 庶 力 分 量 是 彼此 不 相等 的 ， 
这 就 是 所 请 的 * 正 应 力 差 ?效应 . 
GD 在 两 个 静止 不 动 的 平行 平板 间 的 测 类 流动 (channel flow). 
SPREE y= -d WERE yd 都 静止 不 动 时 ,边界 条 件 可 写 为 
u€—d)=v{d}=0. 
REJ a 不 为 零 :e 天 0. 注 意 到 流动 对 于 r MTR oly) y 


的 个 函数 ,而 和 = "是 > HERK: 


e(-y)=vly), Ut- y= -vw (y)., 
另外 ,由 (5.92] 式 可 知 ,r (大) 是 b= Fo =， NARR: 
T 【一 mr 站 = 一 rm) 
从 市 有 riu Cyri- u yS ow Cy) 说明 (5.105) 式 是 y 
HFAA, RERE 5 =0. 
于 是 ,(5.106) 式 简化 为 


b= 92 =2( ~ay) =~ alay). (5. 109) 
Y 
积分 上 式 ,可 得 速度 分 布 

u(y) = ul- y) = ae)dt. (5.110) 


FAAA.: 方向 上 具有 单位 宽度 流 模 中 的 流体 流量 为 
Q = | eey. 
将 (5.110) HAE EERE of = Cay = ?后 再 分 部 积分 ,有 
Q = f ay] aaae = Af af aco ag 
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2 ut 
= S| apan. (5.111) 
ESE a 并 对 a 求 导 ， i 
Atad) = sop agi Q). (5.112) 


压力 梯度 与 比 推力 a 关系 已 CS 104) 式 给 出 . 如果 能 通过 实验 测 
出 流量 Q 随 a 的 变化 规律 , 则 (5.112) 式 右 端 便 成 为 4a KE POR, He 
可 求 得 & = A(r RRP. BAe Be , 便 可 最 终 得 到 测 精 国 数 r 
= r (k) 的 具体 形式 . 
在 以 上 流动 中 ,前 应 力 5,, 仍 由 (5.102) 式 给 出 ,但 要 求 其 中 的 & = 0: 
a, = — ay. (5.113) 
此 外 ,如 果 由 边界 条 件 可 确定 5 = flr, y), 05.103) 式 中 的 其 它 两 个 
TE tH St BB TG PR He 
Su = 6,(ACay)) + flz,y¥)}, 
sp = 6, (Alay)) + f(r,y). 
(2) 通过 圆 管 的 Poiseuille 流动 
沿 圆 管 轴 向 的 轴 对 称 定常 流动 称 为 Poiseuille 流动 .如 图 $.3 所 未 ,在 
AHER, g o) 中 ,其 速度 分 量 可 以 写 为 
z=u(r), r=0, 6=0. (5.115) 


(5.114) 


图 5.3 通过 圆 形 管道 的 Poiseuille 流动 


如 到 曲线 坐标 系 的 (ztzlszr3) 与 Lz,r.2) 相 对 应 , 则 上 式 具 有 (5.80) 式 
的 形式 ,因此 它 属于 “曲线 流动 ”. 
如 果 以 流体 质点 固着 在 圆 管 上 内壁 r = R 处 的 条 件 作为 边界 条 件 , 则 
有 
v(R)=0. (5.116) 


另外 ,由 条 对 称 条 件 , 要 求 =0 处 有 92 = 0 
注意 到 
lgl=lgl=t, lgel=let=1, lesd=lel=r, 
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速度 的 物理 分 量 可 写 为 vz. = (r)， v50, vs=0. 由 (5.86) 式 表示 
的 剪 切 速率 可 与 为 


_du(r) 
dr 


HA k iter AR TA EDR aR oa" 也 仅仅 是 > 的 两 数 ,其 非 
零 物 理 分 量 可 利用 (5.%) 式 由 测 粘 函数 表示 为 : 


2 l 
ot, = gak) ~ gon lk), 


È =y (r). (5.117) 


_2 1 
Gn = zak) —~za(k), (5.118) 


ofp = — a l) + olk). 


a =r hk). 
(5.115) $È. THRE E. a A ah e t PH BATE 
(5.9 ARAR. 150R: 


站- 


P 
a 站 1 D0 hy 日 p B | (5.119) 
apd plnra) e g(t B)= 0, 
_ 9 f Pa ale | 
ezl +8)=0. | 


(5.119), 式 表明 j Co". - p= p6] 仅 是 + ARM, Ag, Cr). 因此 
4 


p(B)= gr) gi( Os) (5. 120) 


{h (5.119), AA A (过 + 8 与 9 KK, 而 (5.119)， xt Bop 


de 
(2+ gir 的 函数 ,因此 ,(5.120) 式 中 的 gy(0,z) 只 能 是 r 的 线性 
函数 ,可 记 为 g; = azx+c, 其 中 4a 和 c 为 积分 常数 .于 是 ,(5.120) 式 化 为 


ao = p+oBtg(tr)tarte. (5.121) 
由 上 式 对 = A a Ana 
p+B)= a (5.122) 


再 代入 (5.119)， Rid (ro!) = - ar ,并 作 积分 ,得 
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a= 48, 
Bp b HD BR. SR "=0 处 的 ot 连续 有 界 , 所 以 5=0. 于 是 有 
On =O =O (R= HS, (5.123), 
特别 地 , 管 壁 处 的 前 应 力 为 
sa (R) -2 (5.123), 


注意 到 (5.92) 式 ,可 知 r (k) EH TAY A eB (5.117) A A, r 
=0 处 要 求 .的 连 人 续 有 界 性 与 要 求 S = 0 是 等 价 的 ， 
正 应 力 分 量 ov 由 (5.121) 式 给 出 


og, =01,-p=pPtg(r)tazrte. (5.124), 
其 它 两 个 正 应 力 分 量 可 利用 (5.118) 式 写 为 : 
Gm = — alk) te, (5.124), 


a,,=a,(k)-a,(k)ta,,. 
注意 到 Rr 有 关 , 故 
do 9a, ap 


5 

其 中 of 为 体力 在 圆 管 轴线 z 方向 上 的 分 量 .这 说 明 , 沿 圆 管 轴 向 的 止 应 

J 5 在 直流 动 方 向 上 的 变化 率 ({ 即 压力 梯度 ) 与 体力 在 该 方向 的 分 其 之 
和 为 恒定 值 a ,通常 称 它 为 比 推力 . 

TEMG RR r = rp) 的 反 函 数 为 下 =Afr), 则 由 (5.123)， 式 可 得 


dv _ar\_ _ far . 
baal 7) (FZ), (5.126) 


由 此 求 得 速度 分 布 


a— pf., (5.125} 


u(r) = fa (F Jee. (5.127) 
单位 时 间 内 流体 的 流量 为 
Q = 2x{ ro(r)dr = 2af 7 (| a(S )ae Jar. 
进行 分 部 积分 后 ,有 


Q= us i Cald. (5.128) 


Lh HRA a 并 对 a 求 导数 ,得 


a(S = gpa (5.129) 
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流量 Q 与 比 推力 a 的 关系 可 通过 实验 来 加 以 测定 .这 时 ,上 式 右 端 便 成 为 
a 的 已 知 函数 .由 此 可 求 得 六 = alc) BRR MER a. E 
SMR RR r = oA 的 具体 形式 ， 

下 面 ,我 们 将 通过 测 粘 函数 o (k) 和 oa,(&) 来 表示 (5.124) P AI IF 
力 分 量 .为 此 可 将 {5.119), 式 写 为 


Zio- p~ pp) = Zubr) = Eo, ~ oh) =- Sant. 
积分 上 式 并 利用 (5.126) 式 ,可 得 
g(r) =- f AGEING (5.130) 


在 上 式 中 ,积分 常数 已 包含 在 (5,124) 式 的 常数 -中 ,而 取 g,(0) =0. 如 
定 尽 复合 丽 数 (8 = oa lA), aal E) = atA E) GS. 124), Lal 
写 为 


on = oR + az- | ea. F de +o. (5.131) 
d 


再 利用 (5.124)， 式 ， 便 得 到 由 滑 粘 函数 a) = 2 (F) A 


a(k) = (FERD om Mo. 


下 面 ,我 们 来 定性 考察 在 加 管内 作 Poiseuille BE BIEN Ji Ak BiB h D 
处 = = 工 的 流动 特性 . 设 管 外 的 大 气压 为 p。, 并 假定 出 中 处 正 应 力 o.. 的 
合力 与 大 气压 的 总 压力 相 平生 


R 
2 al ro „dr 
0 


=- rR? pa, (5.132) 
L 


上 式 中 的 s, 可 由 (5.124), 式 和 (5.131) 式 给 出 . 现 假定 体力 势 pEr 
的 本 数 , 则 (5.131) 式 的 积分 叮 表 示 为 


= R (BCL) + aL +e) re 7 EYF ee, 


R 
2f ro dr 
a 


再 利用 (5.124); 式 , 可 将 (5.132) 式 与 为 


jelai a(S) Joe ~ Jf Hea e |) (See 
R’(p8(L) + aL +e) =~ R’ py. 


由 此 可 确定 [Lp8(L) + al + ec] 的 值 为 : 


R 
BLL) + aL + ¢ = — po +| (全 jae- 
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-f ef2e.($)- a{ $) je 
将 上 式 代入 (5.131) 式 ,可 求 得 出 口 处 垂直 于 管 壁 的 正 应 力 为 
=- py -hf Sode, (5.133) 


0 | 
只 


其 中 Se) = wet) «($= 2ao.(a($})- afa) 


(5.134) 


现 讨论 以 下 两 种 情形 : 
O 当 0 和 ER 时 ,S(tE) >0. (5.135) 


o> po, 即 作用 在 管 辟 处 的 流体 不 应力 大 于 大 气压 强 . 这 


N- ar 
时 ,流出 管 口 的 流体 会 出 现 胀 大 现象 .这 种 从 毛细 管 流 出 时 的 射流 胀 大 现 
象 也 称 作 Barus 效应 或 Merrington 效应 ,对 于 太 多 数 高 分 子 深 渡 来 说 ,5o， 
CA) RIEWM BAF oj() ,因此 条 件 (5.135) 式 是 成 立 的 . 

Gi) 4osmesr H,S(4)<0. (5.136) 

则 一 so, | _, < po BV EFA E E BR Ab BY) Bat FE Je J h A ESR. 


ERY ic HA EF AY BR Se ee SL eR . 

需要 指出 ,(5.133) 式 是 基于 无 穷 长 贺 管 中 定常 流动 的 分 析 导 出 的 ， 
它 并 不 适用 于 管道 出 口 附近 的 流 场 情 形 . 因 此 ,以 上 讨论 仅仅 是 为 了 说 明 
正 应 力 效 应 而 作 的 定性 讨论 . 

(3) ABH Couette 流动 

在 两 个 长 圆 简 之 间 的 定常 回转 流动 被 称 作 Couette 流动 . 现 取 柱 坐 
Alr, Gz ERI = 轴 沿 两 圆 简 的 轴线 方向 ,并 设 内 、 外 圆 简 的 半径 分 别 
AR, 和 R, ,相应 的 回转 角速度 分 别 为 O, 和 上, .对 应 于 Couette 流动 的 
速度 分 布 可 写 为 


é=w(r), r=0, 2=0, (5.137) 
A HR te AAD c' SCO, E,W ERR AS. 80K 
的 形式 ,因此 ,这 种 流动 属于 “曲线 流动 ”. 
如 果 以 流体 质点 固着 在 简 壁 的 条 件 作 为 边界 条 件 , 则 有 

wf R= NA, wl R) = N. (5.138) 

注意 到 
lel=lg@l=r, le:i=lel=1, |gs|=|g.|=1, 

速度 的 物理 分 量 为 v=rol(r), v,=0, v,=0. 
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由 (5.86) 式 表示 的 前 切 速率 可 与 为 


delr) 


=r Ip “二 rw (r), (5.139) 


它 仅 是 > pas. 
于 是 , 偏 应 力 张 量 P 也 仅仅 是 > 的 函数 ,其 非 零 的 物理 分 量 可 利用 
(5:90) SEE EES 


1 


a,(k)-> zak), 


$o 
gas 
"3 (5.140) 
- Flo (k)+er(b))s 


a", =r TRO, 
根据 (5.137) 式 ,加 速度 w=w + (eV): ,的 物理 分 粳 可 利用 (1 153) 
式 写 为 


a,=0, a, = ro, a. =0. 
因此 ,运动 方程 (5.95) 式 可 利用 (1.,156) 式 写 为 


as", 26", p a p 
or t ro eal +p) <0 


i (5.141) 
Foto oogde wa prof 


Op _ 
-ex,(2+8)=0. 


(5.141), RAMS (o, - p- pB LAE r BER TINS C) BUT 


a, -p| +p) = A+ 6.2). (5.142) 


(5.141), 式 , 可 知 (全 + 人 x KH, 而 (5.141)， 


(2+ 有] 仅 是 ， 的 函数 ,因此 (5.142) 式 中 的 户 (6,z) 只 能 是 8 的 线性 函 
数 ,可 记 为 /= 0a + oH a Me 为 积分 常数 ,于 是 ,(5.142) 式 可 写 为 
g = pt pbt+ filr)t+ date. (5.143) 
注意 到 上 式 左 端 仅 是 + 的 函数 ,因此 ,如 假定 体力 势 8 与 8 无关, 就 要 求 
上 式 中 的 a 等 于 零 . 由 此 可 求 得 止 应 力 分 量 o 为 
go.=0, ~ p=pB8+ f(r)te. (5.144), 
其 它 两 个 正 应 力 分 量 可 根据 (5.140) 式 写 为 


$5.6 测 粘 流 动 中 的 不 可 压 粘 性 流体 241 


0 = afk) T Go,,, (5.144), 
ow =o, (k)~a,(k) +e, | 
由 条 件 a =0,(5.143) 式 对 0 的 偏 导数 可 写 为 


9 fp 一 
e zalete) 


RACS), RRA aC oly) =0. 1 


ga =o r (R=, (5.145) 
其 中 5 为 积分 常数 . 


单位 长 度 上 和 作用 于 半径 为 + 的 圆柱 面 上 的 扭矩 为 M = 2xr os = 
2x ,因此 测 粘 函数 (AAT SA 


(ra (r)) = 5, (5.146) 
WER Eo AY Be A OF 
a= ra (7) = |) (5.147) 
则 由 内 边界 条 件 (5.138), 式 , 可 知 和 角速度 分 布 为 
al RIM 
ulr) = 0, + I $i sre de. (5.148) 


EPH JA SA fa BY PB BE ZT A 


a 4 _f@ 1,4.M ahd 
AQ = 0,-9, = I. false Jar = 7, ACH)dY. (5.149) 


M .,  ™M »~, M 
ERP g= SE ih g = RR? A Ss = gag 分 别 为 作用 在 内 外 图 简 


EBS 89 BE. 
由 (5.149}) 式 还 难以 直接 求 得 & = ACD) PE RAE 
的 函数 形式 是 已 知 的 : = Alr) = riy, (5.149) MHA AQ = 


EE ,如 能 通过 实验 测 得 5,5; 和 A0, 那 么 就 可 以 确定 粘性 系数 


»_ o> S 
7 ZAQ ` 


但 是 对 于 非 牛顿 流体 ,= (r“) 的 函数 形式 是 未 知 的 . 为 了 求 得 上 = 
(7 ) ,可 候 定 两 图 简 的 间 队 很 小 ,这 时 (2 Re pt T 
院 小 量 后 ,(5.149) 式 可 近似 地 写 为 


2 


242 第 五 章 简单 流体 


A = eet (tee). (5.150) 
于 是 ,通过 测量 AQ AM RUE kA TOWER. 
EM HW A (5.144) Ral a RRM RA. 为 此 ,将 
(5.144) 式 对 7 求 偏 导 数 ,并 利用 (5.141), 式 ,得 


ant se 


Zie, -p-ef)= = (Rk) — ok)) - pra’. 


积分 上 式 , 有 


AD 上 zl (a (az I} afafa) O 
上 式 中 的 积分 常数 已 包 合 在 (5.144) AB PME AR) = 0. 如 定 
REBAR 6, (0) = 6 (A(0)) 0,08) = gp(4C5)), 则 (5.144), 式 可 表 
示 为 


oo = +f a) eh eer 


R 


(5.151) 
其 中 w(t) 由 (5.148) 式 给 出 .将 工 式 代入 (5. 144), AJA , E E H a 
国 数 表示 的 o, Hog- 
由 (5.151) RTA, OR p Sr HH WGA 扎 内 入 辟 的 正 应 力 差 
可 写 为 


sd varo ntra = f Ha (e) alp) j- 


上 式 右 端 第 二 项 为 离心 力 的 影响 . 
类 似 于 (5.150) 式 的 讨论 , 当 两 加 位 的 间隙 很 小 时 ,上 式 可 近似 写 为 


a) ee 
ao = | R, [a IR?) °?\3xR? peri (a + 28) |. 


(5.153) 


由 此 可 通过 实验 测 得 of CE) - 208). 

下 面 来 定性 考察 Couette 流动 中 流体 自由 面 的 形状 .如 果 忽 略 表面 玉 
力 , 则 由 (5.144): 式 表 示 的 正 应 力 分 量 oo 在 自由 面 上 应 该 与 大 气压 po 
相 平 衡 ， 


vw moe |e Lb (zee) Hane) Jet 


-Í pw? (Bde - é2(se +e =~ po, (5.154) 


EACHOR p= gz, BP g 为 重力 加 速度 ,z = zxofr) 为 白 由 面 的 高 度 . 
(5.154) 式 对 上 求 导 后 ,有 
qzofr) _ 2 1}. M oT M | M- M 

d 7 (o-a (a (see | wai ae): 


(1.155) 


yor _ do2(8) 
其 中 so; = de 


对 于 牛顿 流体 , 由 第 5 章 习题 5.6 可 知 正 应 力 差 为 零 :o1 (有 k) = 
a(k) = 0. 故 上 式 简化 为 


pD = ore (r) >0, (RI 所 rr R). (5.156) 


7 
这 时 ,由于 惯性 效应 , 液 面 高 度 将 随 着 半径 r 的 增 大 而 不 断 增加 . 对 于 非 
牛 辆 流体 ,由 于 mr (hk) 通常 为 正 什 且 远 大 于 o,(k), HS. 155) 式 右 端 可 
能 会 变 为 负 值 . 这 时 , 滚 面 将 沿 内 圆 简 假 升 , 即 出 现 如 图 5.1 所 示 的 
Weissenberg 效应 . 

需要 指出 ,以 上 分 析 与 射流 版 大 现象 的 分 析 -- 样 ,只 是 一 种 定性 的 讨 
论 .但 它 却 能 说明 还 应力 差 效应 在 非 牛 顿 流体 的 研究 中 的 重要 性 . 


(=) 简短 的 结束 语 
本 节 仅 道 过 几 个 简单 实例 对 非 牛顿 流体 在 测 糙 流动 中 的 流动 特性 进 
行 了 简要 的 讨论 .由 于 篇 幅 所 限 , 本 节 未 能 对 如 何 通过 实验 来 确定 测 粘 函 


数 的 问题 进行 必要 的 介绍 .有 关 这 一 方面 的 详细 的 讨论 ,读者 可 参考 有 关 
交 献 {如 [5.2~5.4,7,5]). 


习 题 


5.1 NABERE " 中 流动 的 不 可 压 无 粘性 流体 .如 果 流 体 在 区 域 边界 au 上 
Win PUB AS AK NAS. REMEE vw 内 的 总 动能 不 随时 间 改 变 . 

5.2 规 考 虑 不 可 压 无 粘性 流体 绕 刚 性 物体 B 的 定常 流动 . 当 体力 为 零 时 , 斌 让 
流体 作用 在 刚性 物体 上 的 合力 为 


Po 
2 


AP IB 为 刚性 物体 B 的 边界 ,N 为 38 的 单位 外 法 向 量 . 
5,3 ”在 绝热 过 程 中 ,理想 气体 的 本 构 方 程 可 写 为 a = - pl AP plo) = 


| cw: »)NdS, 
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ae’ (a > 0.7 > 1) 出 (5.4) REB WERE k- OWE yE. 
5.4” 现 考虑 在 区 域 o 小 流动 的 不 可 于 牛顿 流体 . 边界 3e 固定 不 动 ,日 体力 为 
零 . 试 证 流体 总 动能 的 变化 率 为 天 = dyf o- od Eh y JAER, o 为 物质 


旋 率 W 的 轴 向 晤 . 

5.5 考虑 在 无 体力 情形 下 的 不 可 压 半 顿 流体 的 定常 流动 . 这 时 的 Navier-Stokes 
方程 简化 为 

pf 
div v= 0. 

DRE PT SP EE 4 i. 

(a) APNEA ETE RZ HAN As ROR HT a 
ARIS Ae 

tb) ”两 个 静止 不 动 的 平行 板 之 间 的 流动 ,其 中 假定 消 流 动 方向 的 压力 梯度 为 
非 零 的 常数 ， 

te) ”在 半径 为 RR 的 直 鸯 管 中 的 流动 ,其 中 假定 沿 管 道 母 线 方 向 的 压力 梯 麻 为 
非 零 常数 . 

5.6 AR LP (a) 的 计算 结果 与 (5.107) 式 和 {5.108) 式 进行 比较 ,并 涪 明 牛 
顿 流体 没有 “ 正 应 力 差 "” 效应 . 

5.7 试 利用 习题 5.5 中 (ce) 的 计算 结果 , 写 出 单位 时 间 内 的 社 量 O 与 压力 梯度 
之 间 的 关系 , 即 Hagen-Poiseuille 方程 . 

5.8 对 于 给 定 的 初始 条 件 和 边民 条件 ,这 过 论 Navier-Stokes 方程 解 的 惟一 性 . 

§.9 试 证 由 习题 2.12 表示 的 定常 流动 w = 工 .' x 是 恒定 伸 长 历史 运动 .但 在 一 
般 情况 下 ,NI 0, CRP m 为 正 整 数 ), 即 并 不 是 测 粘 流动 ， 

5.10 对 于 便 定 拉 健 流动 ， 

{a) WHA (i) SERN AE S67) 式 ,(ii) 双 轴 拉 促 流动 (5.68) 式 , 以 及 
(ii) 纯 驻 切 流动 {5.69) 式 所 对 应 的 Rivlin-Ericksen E Aa Agy 

(b) WCHA n RRA LH ae RAPA MRA SA 
w= plt pAm t+ An. 
其 中 p Aly AA, HERR. 

te) 如果 分 别 定义 以 上 三 种 流动 中 的 法 向 应 力 基 为 

(i) oo11? — ot337 一 mlk), 

Gi) of11) - of33) = ana), 

(ii) akli o o £22) — Prep (8), 
WHE: A TERE A p — 3) pen — 69 Moye — 49 Hp y 为 牛顿 流体 中 的 下 
ERM, y 又 称 为 Trouton 粘性 系数 . 

5.11 ik ABR AT AB Reiner-Rivlin 粘性 流体 在 测 粘 流动 中 的 应 力 表 达 式 ,并 进 
而 讨论 相应 的 测 粘 琴 数 所 共有 的 性 质 ， 
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5.12 Ade A) A (5.128) AS RE A Ee a e ha 
Hagen-Poiseuille 方程 . 

5.13 ”如 果 非 和 牛顿 流体 的 测 咎 函数 *” = r'(k) 具有 如 下 的 短 次 形式 : 

lr le lel", (a <1), 

其 中 为 材料 常数 , 试 写 出 该 流体 在 贺 管 中 Poiseuille 流动 的 速度 分 布 . 

5,14 试 给 出 不 可 压 Reiner-Rivlin 粘 性 流体 在 Couette af HP AD Ae RE RIE a 
分 量 的 表达 式 ， 

5.15 试 利用 (5.155) 式 讨论 不 可 庄 ReinerRivlin 粘性 流体 在 Couette 流动 中 的 
NEA ALR . 
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第 六 章 弹性 体 和 热 弹性 体 


§6.1 53] FF 


上 一 章 曾 提 到 ,在 本 构 关 系 的 研究 中 ,通常 呆 采 用 两 种 途径 来 简化 问 
题 的 讨论 .其 一 是 对 本 构 关 系 进行 简化 ,其 二 大 对 变形 历史 进行 简化 .本 
章 所 要 讨论 的 弹性 体 和 热 弹 性 体 是 对 本 构 关 系 进行 简化 的 典型 实例 . 

从 广义 上 讲 ,弹性 体 的 本 构 关 系 可 分 为 以 下 三 种 类 型. 


(—) Cauchy 弹性 体 


在 等 温 过 程 中 ,如 果 Cauchy 应 力 6 仅仅 是 当前 时 刻 变 形 梯 度 下 的 函 
数 , 而 与 当前 时 刻 以 前 的 变形 梯 岩 历史 匹 美 , 则 通常 称 这 样 的 物体 为 弹性 
{ARR Cauchy 弹性 体 . 这 时 ,根据 $4.2 的 讨论 ,可知 由 泛 函 形式 表示 的 无 
旋 应 力 (4.53) 式 将 变 为 栅 数 形式 的 表达 式 , 它 可 由 (4.354) 式 中 的 弹性 应 
力 表 未 为 


g” =R'-a@-R= a (C), (6.1) 
其 中 CAA Cauchy-Green 张 量 .利用 (4.55) R, 上 |: 式 也 可 改写 为 
p” = TECC). (6.2) 


cate ay TE 是 与 Green 应 变 E” ~ Lee -了 Wake RIH 
2 


Piola-Kirebhoff 应 力 ,表明 T° 也 可 写 为 E” WAAR. 
对 于 一 般 的 Lagrange 型 应 变 度 量 EWR SA eT, 
Cauchy 弹性 体 的 本 构 关 系 可 写 为 
T = T, (E), (6.3) 
Ma PEEKS HAEA MA Tee Eee. 
如 上 材料 是 各 向 同性 的 , 则 {6.1) ck fr in Ao A a E SY A e 
fal ME SK at PRR. 这 时 (6.1) ~ (6.3) HABA 


o= Reo (C) R= oF (R+ C+ R") = 0; (B), (6.4) 


ERFA B = Vv? EE Cauchy-Green KE. 如 采 册 由 (2.75) 式 表示 的 
Euler 型 应 变 度 量 e, 则 Cauchy MH g 也 可 以 等 价 地 表示 为 e 的 各 向 同性 
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张 量 函数 .根据 SLO 各 向 问 性 函数 的 第 ~- 表 示 定 理 ,各 向 同性 弹性 体 的 
本 梅 关 系 可 以 写 为 

o = aIta, B+B, (6.5) 
或 TY BI+tAC+A COC, (6.6) 
EX oi = 0,1,2) MBF = 0.1,2) BOE C) H=ATFERHS 
数 . 如 果 要 求 参 考 状 态 下 的 应 力 为 零 , 则 (6.5) 式 中 的 和 (6.6) 式 中 的 
B ANH RAE: 

(a, ta, te.) il, = 0, (Bp + 8B, +B) = 0, (6.7) 
HETO RA EAS SRA PUN. RAS BOR C) 的 第 一 、 
第 二 和 第 三 主 不 变量 分 别 为 3.3 和 1. 

如 果 材 料 是 各 向 异性 的 , 则 可 通过 引进 结构 张 量 而 将 (6.1) ~ (6.3) 
式 右 端的 函数 表示 为 其 变 元 和 结构 张 量 的 各 向 同性 函数 .例如 ,对 于 在 参 
考 构 形 中 取 同 为 单位 向 量 工 , 的 纤维 增强 复合 材料 , 串 以 引进 结构 张 量 
L, © 工 , ;而 将 (6.2) 式 右 端 表示 为 CAL, OL, 的 各 向 同性 函数 [参见 
(1.209) 式 ]; 
TU = I+ pCt + BL OL + B(L,OL,- C+ 

C+ Ly, OL) + Bhp OL C+ C+ L, GL), (6.8) 

其 中 8 = 0,1,2,…,5) A CAL, 的 以 下 五 个 联合 不 变 明 的 函数 : 


L = trC, hL = Hare} = tre’], I, = detC， 
fpr Lyt €+ Lo, I, = Le CeL. (6.9) 
(=) Bett (hyperelasticity) 


超 弹 性 体 又 称 为 Green 弹性 体 . 在 等 温 过 程 中 , 超 弹 性 体 的 热力 学 状 
态 仅 依赖 于 应 变 已 .这 时 ,(3.89) RAT AH 
T: dE = pilide - @dy) = podle - pn) 


= pod = p 3B: dE. (6.10) 
即 Helmholtz 自由 能 y TAEA ME Be , 7G (3.95) 式 成 立 : 
T= poo. (6.11) 
利用 (3.52) 式 和 {3.53) 式 , 可 知 有 
dW = dK + pody. (6.12) 


于 式 去 端 表 示 外 力 对 超 弹 性 体 所 作 的 切 的 增 量 , 石 端 第 一 项 为 体系 动能 
的 改变 量 ,第 二 项 为 体系 变形 能 的 改变 量 ， 
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对 于 任意 的 应 变 闭 循环 ,显然 有 
$r :dE = bode = 0. 
因此 ,对 于 超 弹 性 体 来 说 ,在 经 历任 意 的 应 变 闭 循环 之 后 ,外 力 所 做 的 功 
将 完全 变 成 了 体系 动能 的 增 基 . 
另 一 方面 ,如 果 在 变形 过 程 中 外 力 对 体系 不 敌 功 ;dW = 人, 则 在 此 过 
程 中 有 : 


K +4 p% = const, 
项 这 时 体系 的 动能 与 变形 能 的 总 和 保 圭 不 变 . 
在 (6.11) 式 中 ,TT 是 与 EE 相 共 思 的 应 力 .特别 地 ,当下 为 Green WE 


E” = tce - I) Hf, T 就 是 第 二 类 Piola-Kirchhoff MA T” : 


TO = mp 和 = (6.13) 
FEF, y URE C Mem. 
例 1 根据 全 书 参 考 文 献 !131], 现 将 (6.13? 式 中 的 区 看 作 是 Cr HIR 
数 , 试 证 Cauchy 应 力 可 写 为 


6 = pi Q Ce (6.14) 
其 中 CR = 1,2,3) BRR Bis KE el eh (2.6) 式 表示 
_ @x 
为 Cp = sx 


证 明 ”因为 变形 梯度 可 由 (2.25) BAF = C, 多 G ,所 以 
C= F F= CGO = CHG, © Ga. 
Litt C7 需 通 过 Cs 的 指标 上 升 求 得 : 
cM = GG” C yy. (6.15) 


a 


Fi $1.6 814.9 MC 的 梯度 可 和 写 为 类 = Sho" © G IT 


pp. 2%. pr = (Cy O 6%) (a6 @ 0 -GOC 


ac 
IQ AM DN ， 
- FOG Cu QCy. (6.16) 
男 一 方面 ,由 (6.15) 式 可 知 
"A 
A = GG (Rey + Cu) = GO Co + G™G™” Cy. 
R 


故 有 


es ir rea r 
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Ig _ {2g ach -a 2$ page 
IC, © Cp = (z 5c, }® Cr = 2 pre G Cy © Cy. 


(6.17) 
于 是 ,利用 (6.13)1 式 , 并 比较 (6.16) 式 和 (6.17) 式 , 可 得 (6.14) A: 
1 


2 3 3 
_ p, pt flip, fP, pT $ g 
o= FT T°. Fo = 7 ze F = pag, Ce 


注意 到 (3.31) 式 ,上 式 中 的 LE 可 以 写 为 1C* ECC CI) AIR 


求 和 ) ,其 中 CY CE 1) 表示 以 C* 为 法 向 的 面 苑 上 的 应 力 向 量 . 

如 果 材 料 是 各 向 同性 的 , 则 区 应 该 是 其 变 元 的 各 向 同性 哨 数 .这 时 ， 
H(1.198) 式 ,可 知 y 为 其 变 元 的 二 个 不 变量 的 阴 数 .例如 ,在 (6.13) 式 
中 , 纱 可 写 为 C 的 三 个 主 不 变量 (CC) LCC) ATCC) 的 函数 . 

如 果 材 料 是 各 向 异性 的 , 则 可 引进 结构 张 量 ,使 几 表 示 为 其 变 元 和 结 
构 张 量 的 联合 不 变量 的 郑 数 . 例如 ,对 于 在 参考 构 形 中 取向 为 单位 向 量 
L, KA ERRE A pA a AS EE Lo © 工 ,而 将 (6.13) 式 的 
表示 为 (6.9) RH LOG = 1,2,…,5) 的 函数 .这 时 ,(6.13) 式 便 可 具体 
地 写 为 : 


如 
| = 2m 5% = 2ml E+ 有 人 C)+ Ps 1,€ | EANO PE 


pL OL C+ C+ L, OL,))- (6.18) 
其 中 如 = 弹 ( = 1.2.…,5). 上 式 中 已 用 到 不 变量 梯度 的 表达 式 


al, al, 
(1.196) RAL. 197) RAB g = Ly 四 L 和 Ee = (Ly Oho C+ 


C+ Li 的 L,). 
关于 超 弹 性 体 中 势 函 数 的 具体 表示 ,还 可 参见 文献 [6.2] ,此 处 不 
再 讨论 . 


(=) 低 弹 性 体 {hypoelasticity) 


低 弹 性 体 的 本 构 关系 具有 (4.119) 式 所 表示 的 率 型 形式 .在 Euler f 
ET RAWKAA RRA 
各 = Higa)[D], (6.19) 
JEP 6 A Cauchy WF SE SW He) | D) Æ s MD HSA PPE 
ERR RAS Truesdell 的 定义 , 它 对 变形 率 D ATE KI. 
根据 以 上 定义 ,可 知 超 弹性 体 一 定 是 Cauchy 弹性 体 ,而 Cauchy 弹性 
体 也 一 定 是 低 弹性 体 . 但 反之 不 然 .Cauchy 弹性 体 只 有 在 一 定 的 条 件 下 


250 SAR 。 弹性 体 和 热 弹 性 体 


才 具 有 势 函数 y, 而 惰 弹 性 体 也 只 有 人 在 一 定 的 条 伴 下 才 可 能 上 捧 有 Cauchy 
弹性 体 的 本 构 关系 形式 .因此 ,对 于 低 弹 性 体 来 说 ,应 力 不 仅 与 应 变 有 关 ， 
id Aik Ay BE SAR bi AK. 
Gl 2 假定 低 弹 性 体 的 本 构 关 系 为 
Tiw = ACD) E+ 24D, (6.20) 


其 中 Fiw = e+e- W- W- o }ZarembaJaumann PRA 和 yj 为 材 
料 常 数 . 试 计算 在 图 2.3 所 示 的 简单 剪 切 过 程 中 的 应 力 o. 
解 ”在 直 前 坐标 系 中 ,简单 尊 切 变形 可 由 (2.35) RERA 
x = X tR. x? = X’, w= XN, (2.35) 
JEH k, 为 1 MARR et) = et Rk 为 常数 . 
根据 § 2.2 RAL, Tae F HER RaW 


1 & 0 
F:0 i 9j, 
0 0 1 
因此 EERE L 的 给 阵 表 示 为 
Ok 
L=F- F';|0 0 0j, 
0 0 o! 


& 1 | er 


k 
0 > 0 0 5 2 

D: k H W: È ` 
Lo 0 0 0 0 0 


显然 ,D 满足 trD = OU EERIRA(6.20) 式 , 可 得 关于 应 力 分 量 的 
微分 方程 式 : 


. 1 a 
Fil — kay - 0, T 一 本 AL ou) = pik» Gz, + ko), = 0, 


(6.21) 
Al 


k 


a -sn = 0, os toy = 0, oy =0. (6.22) 


k 
2 2 
如 假定 在 初始 时 刻 上 = 0B o = 0, 则 由 (6.22) 式 可 得 


Oi = fn = fy =D. 
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而 (6.21) 式 的 解 为 
6) =Z- on = all- cos ki1), | 
> (6.23) 
i = pesin ki. ] 
表明 随 着 剪 切 变形 kl) = kt 的 不 断 增 大 ,前 应 力 si 将 以 正弦 形式 振 
荡 , 这 与 物理 直观 是 相 矛 盾 的 . 
BE 3 ihez 的 问题 ,但 低 弹 性 体 的 本 构 关 系 46.20) 式 改 为 
Gin) = ACtrD)I + 2nd (6.24) 


Eta, = oto: Q5- Qo, A = RR AWIR. 


解 由 § 2.2 PAALLA H, A Cauchy-Green kE B = Vo ee 
形式 为 


+R ka 0) 
B:| ka 1 O}. 
. 1) 0 1 
由 此 可 求 得 下 = Y :RR 中 的 VV 和 RR 的 矩阵 表示 为 
l Hi B sin 8 0 cos 8 snp 0 
Vey sin 8 cos B 0 Rr]~sin B cos BO). 
0 0 l- 


0 0 1 


HP k, = 2tan 有 或 8 = are tan 学. 进而 可 求 得 相对 旋 率 B= 及 ,及 的 


5B ERR 
0 2 ol 
-p 0 | 


0 0 0 


将 以 上 结果 代入 (6.24) 式 ,并 注意 到 有 = 2(sec 8)8, 则 与 (6.21) 式 相 对 
应 的 方程 应 写 为 


on -28 a, =f, Ou 一 B (an 一 ay) = lels AA, oz +28 a. =O. 


(6.25) 
现 取 8 = arctan te 为 自 变量 ,上 式 便 化 为 如 下 的 常 微分 方程 组 : 
d u d 12 2 d 22 
ip —2a, = 0, + 《cl 一 gz) = Zysec’ h, di + 2a, = 0. 
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于 是 可 得 刘 满 足 初 条 件 :g 1,-。= OR: 
Oy =- Gy = 4p(cos 28 Incos B+ Bsin 28 — sin’ B) 
du = 2pcos 28{28 — 2tan 28 Incos 8- tan f}. | 
(6.26) 式 表明 ,前 应 力 rs 是 入 切 应 变 k0) 的 单调 递增 函数 ,这 与 物理 
直观 是 相 一 致 的 . 


$6.2 ”各 向 同性 超 弹 性 体 的 应 力 表 达 式 


(6.26) 


(—) 可 压缩 情形 


如 果 y 仪 仅 是 C 的 三 个 主 不 变量 的 函数 :多 = pohn) W 
(6.13) Ra SW 
TY = 2 [GDC ty +t ph) S- ¢, C4, (6.27) 


- _ _ a 
其 中 (i 1,2,3) 是 CC 的 三 个 主 不 变量 ,= SEC = 1,2,3). 


利用 Cayley-Hamilton 定理 , 上 式 石 端 第 一 项 还 可 写 为 
O's C++ 
因此 ,(6.27) 式 也 可 等 价 地 写 为 
r= 2pol Cy t god + pT Cdn + ya i, de + fC? ] 
(6.28) 


如 采用 Euler 描述 , 则 由 o = FF Ti 。 下 + ,可 将 (6.27) 式 写 为 


本 “po[ 


[gpI + ip + tl)B- pB]. (6.29) 


ç 


因为 B 和 C 有 相同 的 主 不 变量 ,所 以 上 式 中 的 oh BBM STE 
不 变量 LU = 1,2,3) 的 史 数 .注意 到 在 F 式 中 pVT; = Sea 
o = 2plp E+ (pi + hh)B- pB]. (6. 30) 
再 次 利用 Cayley-Hamilton 定理 ; 
B= 1,B-1,7+1,B". 

上 式 也 可 改写 为 

a = 2ol(del, + gph) Ei pB- pdh B]. (6.31) 
通常 还 假定 在 自然 状态 下 的 应 力 为 零 , 即 在 不 变形 时 ,由 C= B= 了 ,1 
=1,=3,1,2 1, 有 5 = 人 0. 这 时 还 应 满足 条 件 ; 
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7 (六 2 于 + 六) =0, (6.32) 


(pi + 2ga + gs) 


上 式 中 的 右 下 标 0 表示 在 自然 状态 下 取 值 . 
fli 为 了 便于 区 分 材料 的 体积 变形 和 等 容 变形 { 纯 前 切 变 形 ). 可 
利用 (2.64) 式 将 变形 梯度 写 为 
F=f- È, (2.64) 
其 中 f= detrF = polfo. 现 定义 等 窜 变 形 的 右 伸 长 张 量 和 右 Cauchy-Green 
张 量 : 


U=(F'- P) =u, C=(0) = ¢ Ic, (6.33) 
以 及 相应 的 不 变量 
1 = re = (6.34) 
AM RAPA SERA hh Mfg = $0.1, H FES 
向 同性 超 弹 性 体 的 第 二 类 Piola-Kirchhoff 应 力也 可 写 为 
af #1, apal, agaf 


9 
T? = 2p0 =2 


— + ， (6.35 
ac lay, 2C at, aC a fae (6-39) 
其 中 
at 2 1 ， 
qe =f U- he'd, 
at 4 2. 
ac =H [PIC- 子 PC ]， (6.36) 
Ag l gm 
x = ZFC" 
由 此 可 得 到 Cauchy HEH o = 7E T” FT 的 表达 式 . 式 中 的 
al s- 2 1 | al ; oa 4 
F- go T = $(B- aD AF se = $7) B-B-SL0 


对 应 于 等 容 变 形 下 的 应 力 ,因此 有 tr(B -1 = 0 Mu, B- B - 
DD) =0.W FSA = 证 打 则 对 应 于 纯 体积 变形 下 的 静水 应 力 . 
各 向 同性 超 弹性 体 的 势 y 也 可 以 号 为 主 长 度 比 和 (a = 1,2,3) 的 函 
H.C AAMT MERE: 
ehh, Hh) = pla, Àz Aa) = pA, .AgsA2) = plas ,AL A )- 
(6.37) 
不 难 证 明 ,这 时 Cauchy 应 力 的 主 应 力 ola = 1,2,3) 可 表示 为 
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a 
Ja. = pra, ea hed) ta = 1,2,3; 5f a RM), (6.38) 


其 中 = detF = detY = A,a,As. 
事实 上 ,由 各 向 同性 条 件 ,可知 (6.5) 式 成 立 .因此 SB= vV 有 相 
同 的 主 方向 了 (ta = 1,2,3). 由 (2.53) RV AB 的 谱 表 水 为 


V= SAL@L, B= DLO L, 
故 g 的 谱 表 示 可 写 为 go = 》 ol 他 1 .利用 (6.10) 式 .可 将 (3.53) RB 
为 


3 
pot = pod) ZEA, =T:E= fo D 


3 


= £( Nos OL): (di4 als WL) 
= Fd) ada = I(EN. 


上 式 中 已 用 到 了 表达 式 (2.129) 式 和 (2.167) 式 .于 是 ,由 À, 的 任意 性 ， 
可 知 {6.38) 式 是 成 立 的 . 
现在 我 们 来 考察 第 一 类 Piola-Kirchhoff MA:S = fo + FT = 
Jo V'O R BARRER o 与 V AV ' 的 主轴 一 致 , 故 e 与 
S” = 8: R? = ga. Vv" (6.39) 
的 主轴 也 是 一 致 的 ,有 人 称 Ss = R> T” RUX Biot MHA. WH Hat 
称 部 分 记 为 


S? = + ile "VI +V' :eo). (6.40) 
W(3.57) AIBA 
TP = R-S. R. (6.41) 


(6.39) 式 表明 ,对 于 各 向 同性 弹性 体 ,S'* 的 主 方向 为 上 ,而 $S'” 的 
主 值 可 表示 为 
5P = J = = po 5 sf a = 1,2,3; RR a RM). (6.42) 
例如 ,对 于 a = 1 的 方向 ,有 
S® -ho = po ap (6.43) 
ie SR VEDI, (a = 1,2,3) 的 线 元 dx, EEE M A RIC dX, , 


$6.2 各 向 同性 超 弹 性 体 的 应 力 表 达 式 255 


由 于 dx, dx, 和 dx; AMEE MWdX, dX, MdX, 也 相互 正 变 , 即 变形 后 
的 长 方 体 元 在 变形 前 也 是 一 个 长 方 体 元 , 旦 有 
aA, =t dx, | f| dX, |, (a = 1,2,3: 不 对 a 求 和 ). 
这 时 ,(6.43) 可 写 为 
| dX, {| dX, | Si)" ={ dx, || dx, | a. 
其 中 | dX, 11 dX; | 和 | dx, :1 dx, | 分别 对 应 于 变形 前 和 变形 后 以 第 一 
主 方向 (a = 1) 为 法 向 的 面 元 面积 .上 起 得 出 了 S 与 Cauchy WJ e 之 
闻 的 关系 , 吕 用 来 说 明 S” 的 力学 意义 . 
例 2 类 似 于 例 1, 可 引进 修正 的 主 长 度 比 


i, =A f, (a = 1,2,3). (6.44) 
而 将 (6.37) 式 中 的 p 改 与 为 
play ha ya) = GCA Ad Ag f), (6.45) 
HOP å, (a = 1,2,3) METETE RE 
À AA = 1. (6.46) 


这 时 ,(6.38) 式 中 的 o, 可 表示 为 
Jo, = pod, (<2) - Al = vil) -5 £], 


3A, -af 

(a = 1,2,3; 不 对 a RM). (6.47) 
由 此 得 

+a, Ga + a) = Po a (6.48) 
和 


a d 
Hla, ~ 04) = pof à SP ~ a SE) 


= ala Z) -aE crt a gR. 
3 


aa, 
(6.49) 
由 条 件 (6.46) 式 , 可 将 (6.45) 式 重新 写 为 
pd AL A = fA, AL, (Aa)! A. (6.50) 
这 时 ,(6.48) 式 和 (6.49) 式 将 分 别 简 化 为 
了 tt) = Se (6.81) 


d 


和 f(a, — 93) = oti (2), Jie, ~ a.) = wis) (6.52) 
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为 了 要 与 各 向 网 性 弹性 体 中 小 变形 的 经 典 理论 相 一 致 ,9" 的 函数 形 
式 还 应 满足 如 下 的 条 件 : 
(a) 自然 状态 下 应 力 为 零 ， 


0 de? ý 
ge (1,1,1) = 0, ef (1,1,1) = £ 0,1,1) = P LID) = 0. 
ag aa, aa, 
(6.53) 
(b) 初始 时 刻 的 体积 变形 和 剪 切 变形 不 相 耦 合 : 
2: g y p° 
a . -(1,1,1) = 7 (1,1,1) = 0. (6.54) 
1 i 2 “ 
(co) 初始 剪 切 模 量 为 p: 
Pg? io 2 of 
Po ——(1.1.1) = po -—-— (1,1,1) = 之 pn 一 (1.1,1) = 4p”. 
aa? AA; dA GA, 


(6.55) 
(d) 初始 体积 模 量 为 二 ; 
Fo! a 
Pa ap LOD = kf, (6.56) 
(6.53) 式 ~ (6.56) RE Ma RA * ”的 表达 式 时 将 会 是 有 用 的 . 
(=) AUER 


AT FAR ET SEY Sle) PER ELA MWE = VT, = 1,p = po EN 
性 势 玫 仅 为 I 和 了 的 隔 数 .根据 内 约束 方程 (4.64) 式 和 (4.65) 式 ,可 知 
(6.27) 式 右 端 第 一 项 中 C 的 系数 以 及 (6.30) 式 和 (5.31) 式 右 端 第 一 
项 中 工 的 系数 是 非 确 定 的 ,因此 布 


T? =- pC) + 2p (yy, + ph- hC (6.57) 
以 及 
e =- pI +2pllp + gl)B- pB], (6.58) 
或 
o =- pl +2ply, B- p B`]. (6.59) 
ERP. p = 29, = SË, p 为" 非 确定 " 租 水 压 应 力 , 它 需要 通过 动量 
守恒 方程 和 边界 条 件 才能 最 后 确定 . 


当 采 用 主 长 度 比 a, Ca = 1,2,3) 来 表示 不 可 压 超 弹性 体 的 势 函 数 
时 ,需要 附加 相应 的 内 约束 条 件 
Aià = 1. (6.60) 
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引进 Lagrange RT p 后 ,可 将 势 函 数 po gq (41 ,14,43) RSA 
Oo CA, A As) — PCA ALAS — LD, (6.41) 
其 中 (A, AA) 满足 对 称 性 条 件 (6.33) 式 .于 是 相应 于 (6.38) 式 , 可 
将 Cauchy 应 力 表示 为 
ag(hi ha eAs) _ 
dA, 


d, 7 Pod, (a = 1,2,3; 不 对 a RAD), 


(6.62) 
其 中 a, WEZI. GO 式 , 上 式 也 可 看 作 是 (6.47) 式 当 ff 一 1 时 的 极 
限 . 
因为 在 大 可 压 材料 中 ta = 1,2,3) 是 不 独立 的 , 故 可 类 似 于 
(6.50) 205i aK 
g (A, Az) = g? A A,) = p(A,,az,(A,a,)'). (6.63) 
这 时 ,与 (6.52) 式 相 对 应 ,有 
: tel ti 
Oy — Fy = MÀ oe, Ga — 9, = pod; 区 (6.64) 
而 条 件 {6.53) 式 和 (6. 95) AGA 


gC, D = 0,2 a, 1) = 0,€@ = 1,2), 
| (6.65) 


Fe _ 
FFERR "a, 1) = 2p", 


例 3 现 考虑 初始 时 刻 半径 和 壁 厚 分 别 为 RR 和 五 ER A 
AK pp 后 ,其 半径 和 页 厚 分 别 变 为 x Ah. MRE SED Ay E E 


弹性 体 , 试 用 势 函 数 p BAR 应 力 与 ( 丰 ) 之 间 的 关系 . 
解 ”对 于 注 壳 , 沿 厚度 方向 的 主 长 度 比 可 近似 写 为 


= dn Ca = 1,2). 


A; = AJA. 
因此 ,由 不 可 压条 件 可 得 沿 球面 切 向 的 主 长 度 比 4 为 
4 = 1 = ) = Cal = (i) = F (6.66) 


[上 式 的 最 后 一 个 等 式 利用 了 近似 表达 式 HR = hr. 
A TEE o a o O 放 (6 .60 或 
di = MÀ, 2 at a5 Pada 3 | (6.67) 
由 平衡 条 件 ;x 二 Irho, LATS oO 
2 = AA, i ATATA, 


2 
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利用 站 = (F) (R) P(E) apex wi Cad = p (aa) Be 
p = (F) ee = pr? WO (6.68) 


其 中 = 《rfR). 于 是 ,通过 薄 球 过 的 内 压 实验 ,可 设法 求 得 上 式 中 W” 
的 表达 式 . 


$6.3 tess ae 


(m) FF BB R E EE 


HRA Eb A ARS LM BREEZE AEREA E 
数 的 限制 性 条 件 .下面 将 重点 讨论 超 弹性 势 的 凸 性 条 件 . 

(1) 一 般 表达 式 

在 线性 弹性 理论 中 ,变形 能 应 该 是 应 变 的 正定 二 次 型 .在 有 限 变 形 超 
弹性 理论 中 , 它 相 当 于 要 求 (6.11) 式 中 的 po 是 其 变 元 的 (下 ) AER. 

现 假定 至 少 对 于 工程 应 变 玉生 = U- T, pp Eht. MFR 
态 (1) AMO), A 

(2) 

| de g) = pol pl En) = yE) = (E 一 En) : Thy, 

(6.69) 

其 中 五 HE. 分 别 对 应 于 状态 (1) 和 状态 (2) MH LEME, = 
po SE ， 对 应 于 状态 (1) 的 与 工程 应 变相 共 地 的 应 力 , 式 中 的 等 号 仅 当 


En = Eo, MARU. 如果 交换 状态 (1) 和 状态 (2) 的 位 置 , 则 上 式 也 可 


写 为 
12) 
(E 一 Eu) : Ta = pul GC Eg, } 一 PLE] = | dag). 
(6.70) 
由 上 两 式 可 得 
(Ta Tu): (Em —E,,) 20, (4.71) 
HPSS Ey) = Eo) 时 成 立 . 
如 果 Eo -Ep = dE 是 一 个 小 量 , 则 To - To = AT = p soba dE 


也 是 一 个 小 量 . 这 时 ,(6.71) 式 便 退化 为 
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dT: dE>0, $ pdE: FE: dE 20, (6.72) 
iin dE = 0 时 成 立 . HOw, ERY FE ROMKS 
是 对 称 正定 的 ， 


Pa AE 
由 条 件 (6.72) 式 出 发 ,也 可 得 到 (6.69) ~ (6.71) 式 - 事 实 上 ,对 任 
意 两 个 状态 (1) 和 (2) 的 应 变 和 应 力 :下 .T BEG Tos TEMNE 
PHBA To 到 To 的 直线 路 径 ， 
T = Ta + lT - Tal, 
HP r 满足 0 过 rz 所 1 和 dr > 人 0. 这 时 有 
dT = [Ta — Ta ldr. 
IURE (6.72) 式 成 立 ， 
(Ty, — Tony) : dEdr > 0. (6.73) 
Mbetocgr<iMdr >0, 可 知 上 式 也 能 写 为 
rtT — Ta): dE = (T - To): dE 20. 
对 上 式 由 状态 {1) 到 状态 (2) 进行 积分 ,得 
K T: dE > (Eg, - Ep): Tey. 
因为 上 式 左 端 为 
im ae (dE = pl Pl Ey) - En )], 
(6.69) 式 是 成 立 的 . 
(6.73) 式 也 可 等 价 地 写 为 
-XT — Tay) i dE = (T - T): dE SO. 
对 上 式 由 状态 (1) 到 状态 (2) 进行 积分 ,可 得 


(2) 
(Ey, 一 Em): To >f T : dE = ply (Es) ~ yE], 


说 明 (6.70) 式 也 成 立 , 联 立 (6.69) 式 和 (6.70) 式 便 立 即 得 到 (6.71) 式 . 
(2) 关于 各 问 同性 超 弹 性 体 的 本 构 不 等 式 
下 面 我 们 将 (6.71) 式 用 于 各 向 同性 超 弹 性 体 的 讨论 ,其 中 的 下 表示 
工程 应 变 U- 开工 表示 与 工程 应 变相 共 斩 的 应 力 . 现 假定 由 状态 (1) 到 
状态 (2) 的 变形 过 程 没 有 旋转 ,好 对 应 于 (1) 和 对 应 于 (2) 的 变形 梯度 
Fi, 和 Fi 在 极 分 解 中 的 正 交 张 量 R 是 相同 的 .于 是 ,注意 到 (6.,41) 式 ， 
人 可 将 (6.71) RBH 


r ty) ES 1 
[x {s3 -so ) .六 | [R "(Va — Vn) + R] 
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= (s? -s ) :ye - Vin) 29, (6.74) 
其 中 下 标 (1) 和 下 标 (2) 分 别 表示 是 在 状态 (1) 和 状态 (2) 下 取 值 的 . 

上 式 称 为 广义 “Coleman-Noll” 不 等 式 .对 于 各 向 同性 材料 ,g、Y 和 
vO 有 相同 的 主轴 . 当 Vi, MV, 也 有 相同 的 主轴 时 ,由 (6.42) 式 , 还 可 
将 (6 74) 式 用 主 值 表示 为 


> (sto, - Sith YA = awd = 2 | (4), ~ (82) [Qe ~ Aan) 


Po SE T (£ )， oa 一 Me 29. (6.75) 


上 上 趟 中 的 等 号 仅 当 Asay = Asay (ae = 1,2,3) 时 才 成 立 . 即 对 于 状态 (1) 
和 状态 (2), 只 要 其 中 某 一 个 ale = 1,2,3) 的 主 伟 长 不 相等 :oo 天 
hn :上 式 就 应 大 于 等 . 

由 {6.75) AST BRILL FL RHE. 
推论 1 4 Aye) = Aaa ha = Ardy Aaa > Asc 时 ,由 于 
(Fls) = (Fl uy = AAs 
(6.75) 式 退 化 为 
(a3) — dau Asay — Axo) > 0. (4.76) 
因此 ,对 应 于 a =3,Cauchy 应 力 的 分 量 o EER A, 的 单调 递增 函数 
以 上 结论 对 a 一 1 和 a = 2 也 成 立 . 
推论 2 (6.5) 式 可 写 为 
aCA Àz A = ag + aA? taAa = 1,2,3), (6.77) 
EP anana 是 下 的 主 不 变量 的 函数 ,因此 也 是 Ah, 的 函数 ,而 日 
anaon 的 函数 值 不 因 自 变量 4 ,4; ,4; 顺序 的 改变 而 改变 , 故 有 
aifai ah) = 0,68, Aha) 
PRS mi (A, ia) = an As) ,并 注意 到 (6.77) 式 , 可 得 
Oy (AyyAaeas) = FÀ sA da), 
(A, Az 5Ag) = olay edgy Ài), 
(A, An As) = oCAg AL AD). 
如 在 (6.75) 式 中 设 Ao = Asay Asay = Amo Aam = Asc ME 


; | _ (Ae (Aes 5 _ 2 | 
7 A mod } 2A ) = . w d 
(7 A lin a, oy a 元 a 20 Ar) AAD 4# Aa fn, 


d AAA ) _ Gd FA 
(ean 一 ( a ay 2) A w aC Ay) Àa > Axa) = = A w 


$6.3 BRERA RS 261 


oY fa, A Ag 7 (22%) _ [fa 
PE), T ( ay 2 (2) As CH aw Puen) 7 a, ay 


B Aan Æ Ai 时 ,(6.75) 式 退 化 为 


Io _ for - B 
(E (et) Jaw Asai] > 0. (6.78) 


可 见 对 于 同一 个 应 力 状态 ,$ MES? 与 主 伸 长 的 大 小 顺序 是 一 
致 的 . 
推论 3 “对 于 同一 个 应 力 状 态 , 当 1 > A, WY (6.78) A, (A, o, 


- aso: Ay - 21) > 0 ,可知 o, > Bo, > o, .说明 在 主 伸 长 较 大 的 方向 


上 ,Cauchy 应 力 的 主 德 也 较 太 ,而 主 伸 长 相等 的 两 个 方向 上 , 相应 的 
Cauchy 应 力 的 主 什 也 机 等 .下 面 我 们 将 根据 这 一 性 质 来 推导 关于 超 弹 性 
势 的 限制 性 条 件 . 
利用 (6.31) 式 或 (6.59) 式 ,Cauchy MH o 可 具体 表示 为 
o = 2p[(pyD + pl Et pB- 加 13B ],( 可 压缩 情形 ) ， 
(6.31) 
o=- pl+2polp B- pB], RA RSI). (6.59) 
因此 ,对 于 可 压缩 情形 ,由 
6, = 2p[ grt, + gata) + fiat pA], 
o, = 2p[ (drt, + ph) + fia? — hA], 
可 得 
gi az = Zelai — Az) Cy. + gahà) (6.79) 
MFA BS aA A AA = 1) ,由 
a, =- p+ 2pl gay — ward, 
6, =~ p+ 2pl gaz — ward, 


可 得 
6, — 6) = Zola — abd, + fy A5)- (6.80) 
因为 当 a, > A, 时 BOR o, > o, MB gi + yg > 0. 考 虑 到 上 式 的 连 
HEH A, = A, WA g + Ald, SO. RA 
vit aide SOC A AA) 和 gi tale > 0,041, #As), 
以 及 
gi tate, OCHA, Has) Mog, + Abd, SOCHA = Ay). 
因此 , 超 弹性 势 AT Re ie EU Bg BR od HE AE 
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OO a SP > 0,08 = 1.2.3), OKA FA) Aa ABD, 
1 2 


(6.81) 


和 $8 40528 50,(8 = 1,2,3),( 当 和 = A) (8H ax BAS), 
1 2 


(6.82) 
HtA EBRR- ME LERE. 
推论 4 ” 现 考 虑 球 对 称 载荷 作用 下 的 两 个 应 力 状态 .对 应 于 状态 42) 
和 状态 !1) 的 主 伸 长 为 
Ajay = ha = Asay = Amo Anu = Aun = Aan = Aw: 
WW FH (6.77) 式 , 可 知 


feo = Sun 二 Ga 
Gun 二 fun = Fyn = Far. 
FE, M Ag, Zag, 时 ,(6.75) RT BH 
(Aly Oa, -Anaa (Ag, àm) > 0. (4.83) 


如 果 取 状态 (1) 为 参考 状态 :X41，= loa, = 0, 上 式 还 可 写 为 
Gi) (Aga, — 1) > 0,04 Ag, #1). 
TR ERIRE OEO 时 ,有 oy > OCRENB AR BN) ) EE FRA OE 
缩 ) 时 ,有 on) < ORKER). 
例 1 在 正 压 过 程 中 ,可 压缩 无 粘性 流体 的 本 构 方 程 可 表示 为 

o=- pled. (5.3) 
其 中 4% 为 密度 ,p(p) 为 静水 庄 应力 . 利 用 连续 性 方程 (3.18) ot ASE PY 
定义 式 (3.53) 式 可 写 为 


* 


fo: D- fpl: D) =— fp(p)irD = pE 4, op. 


T p 


bath g = detF = S ,d f = - dp. 
' 2 Bi e £e 


现 定义 
-| Pap = -| Pag, (6.84) 
Py P 1 w o 


M TI HE BA EAR ae AR TE E t PE P n) TE aT A R SSE a F 


ae 41 . i 
Jé j z $C ', 故 可 将 第 二 类 Piola-Kirehholf 应 力 表示 为 


3 ag 
TO =2p 5% = 2p od =- fpe". 


Oy 
af 
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因此 有 ,a = oF TW .FT =- pI, 说 明 在 正 压 过 程 中 ,可 压缩 无 粘性 流 


体 也 就 是 超 弹 性 流体 . 
在 静水 压 作用 下 , 超 弹 性 流体 的 三 个 主 长 度 比 是 相等 的 


saD =~ efef -aijo (6.85) 


可 见 当 静水 压 应 力 大 于 宕 时 ,流体 的 密度 p 将 大 于 其 初始 密度 pu . 
现 考虑 两 个 状态 (1) 和 (2)} ,状态 {1) 的 密度 为 o, 静水 应 力 为 gi 
=- pii. 状态 (2) 的 密度 为 B > 0,8 关 1), 静水 应 力 为 Co 


=- p( So). EBA àn = BE? - (22) (6,93) 式 可 写 为 


即 有 


[(Bo) plBo) -po pA ~ pF ]> 0. 
说 明 a? po) 是 o 的 单调 递增 函数 . 故 有 
dlo ™ p(p)) _ -usfdp(p) 2 1 
dp P | do 3 zeio |= 0. 
RATER EAR" WE 
dp(o) ~、 2 plp) 
> 3p (6.86) 
只 要 静水 压 应 力 p(o) KFS, RHRBRRORAFSE FR FSA 
流体 ”, 其 状态 方程 为 
ple) = ap’, (a >D, y > 1), (5.4) 


可 网 ,上 式 中 的 指数 y UE (6. 86) 式 所 要 求 的 条 件 :y >. 


(=) 各 向 同性 起 弹性 势 的 表达 式 


各 向 同性 超 弹 性 势 的 具体 函数 形式 应 根据 实验 来 如 以 确定 ,通常 它 
还 应 满足 关于 势 函 数 的 限制 性 条 件 ,下 面 仅 列举 出 文献 中 常见 到 的 几 种 
REX, 

(1) 不 可 压 材料 


ee 
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许多 橡胶 类 弹性 材料 在 变形 过 程 中 可 近似 认为 是 小 可 压缩 的 :IT，= 
detC = 1. 这 时 ,(6.57) 式 和 {6.59) SPAR y MAT M I BRR: g = 
(Ul, 1), EPAI, CORB) 的 第 一 和 第 二 主 不 变 基 .在 参考 状态 
下 ,有 = 了 =3. 

Rivlin(1949) 曾 建 议 将 oC, 了) 写 为 如 下 的 级 数 形式 


pil, = 5 SC Cy, (4, — 3" Ci, — 3)", (6.87) 
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HPC, 为 常数 ,日 满 足 Co = 0. 
如 果 取 Cy = Ci Cn = O04 m 41,240), 
y = CC, -3). (6.88) 
上 式 是 由 Treloar 于 1943 年 提出 的 ,通常 称 之 为 neo-Hookean 材料 . WR 
取 Co = CC = C:, 布 其 他 的 C,, 为 零 , 则 有 
y= CCF, -3) + CCF, - 3). (6.89) 
上 式 最 早 是 由 Mooney 于 1940 年 提出 的 ,通常 称 之 为 Mooney-Rivlin 材 
料 .(6.88) 和 (6.89) 两 式 在 数学 上 虽然 简单 ,但 有 时 与 实验 不 符 .Rivlin 
和 Saunders 曾 建议 将 (6.89) 式 右 端 的 第 二 项 C(I 了 -3) 改 为 以 (I - 3) 
为 变 元 的 函数 PCT, 一 3) .他们 通过 对 3% 硫化 橡胶 的 双 轴 拉 伸 实验 ,发 现 


当 万 较 小 时 , 洋 = SF 的 值 约 为 言 SP = 20, SPB 了 的 增加 市 单调 
势 函 数 (6.87) 式 还 有 各 种 其 他 的 推广 形式 .例如 Knowles(1977) $ 
将 16.88) 式 推 广 为 
Cy \ 


= Sirs 2c.-a] -1p (6.90) 


ERR C, 之 外 ,还 有 另外 两 个 材料 常数 b Rn. Signiorini( 1955) 针对 橡 
胶 弹 性 体 , 将 (6.87) HMB eH 


Ch) = 人 C, +O.) - 9 + Ff 


i 
ZOU, - 3), (6.91) 


其 中 CC AC, 为 材料 常数 . 

MRUERBE A.A, HA, 为 变 元 , 则 需 给 出 (6.61) KPH RR 
g(a, An A D 的 相应 表达 式 , 其 中 A123 = 1. Valanis 和 Landelf 1967) 
曾 建 议 将 pArA 取 为 如 下 的 分 离 形式 

po qianAas As) = WAL) + WO) + WO,). (6.92) 


FC +G) ~ 3) - 
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1972 年 ,Ogden 将 上 式 中 的 WOA) 更 具体 地 表示 为 


Wa) = >) Sa - 2, (6.93) 
ERP a, Aye, 为 材料 常数 ,其 中 a, 不 限于 整数 , 它 可 能 取 正 值 ,也 可 
能 取 负 值 . 为 了 与 经 典 弹性 理论 相 -- 致 , 以 上 的 材料 常数 还 要 求 闯 足 
Sat. = 22" ,其 中 的 u” 为 (6.65) 式 中 的 初始 剪 切 模 量 .显然 ,如 果 只 


Ein = l,a, = RARR n= 1 和 2,al = 2,a, = 一 2; 上 式 使 分 别 退 
化 为 neo-Hookean 材料 或 者 Mooney-Rivlin #4 # 43 4 a BW. Ogden UA. AC 
(6.93) 成 中 的 三 项 就 能 得 到 较 好 的 近似 .例如 ,通过 对 Treloar 实验 数据 
的 拟 合 ,可 得 
al — 1.3, a = 5.0, a, =- 2.0, 
g = 1.491", po = 0.003", m =~ 0.023 7p’. 
文献 中 还 建议 过 其 他 -- 些 关于 超 弹 性 势 的 表达 式 , 此 处 不 再 一 一列 
出 . 
(2) 可 上 压缩 材料 
对 于 可 压缩 材料 ,C 和 8 的 第 三 主 不 变量 1; = f = Aari 可 以 不 
等 于 1. 因 此 (6.28) 式 和 (6.31) 式 中 的 不 仅 与 ,1 ARMAS I, 
有 关 , 其 相应 的 超 弹 性 势 哺 数 通常 可 以 在 不 可 里 缩 材料 超 弹 性 势 汕 数 的 
基础 上 加 以 修正. 例如 ,可 以 在 不 可 压缩 超 弹 性 势 的 表达 式 中 乘 以 与 I, 
AMAT (CHI, = 工时 ,该 因子 取 值 为 1) ,并 迁 如 上 另 一 个 依赖 于 1, 的 
pe. 
Blatz 和 Ko( 1962), Treloar({ 1969} , Levinson(1972) ,Faulkner(1972) 
SSBB BANARAARA 
y= G0 - 3) + FU). (6.94) 
特别 地 ,上 式 中 的 f(1;) 可 写 为 


fs) = G SZ pea 1), 
式 中 "为 常数 ,相当 于 经 典 弹性 力学 中 的 Poisson E. 
(6.94) 式 可 看 作 是 对 (6.88) 式 的 一 种 推广 .作为 对 (6.89) 式 的 推 


广 „Blatz 和 Ko 和 曾 将 泡沫 橡胶 的 起 弹性 势 写 为 
=C, [a -3)+ 1a Pe gaa -1)]+ 


ol (# -3)+ L-2 goa 一 D|. (6.95) 
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对 于 47% 的 泡沫 来 氮 酯 橡胶 ,上 式 中 的 常数 可 以 近似 取 为 C = 0,2 = 
志 -A" ,v= 地- 这 时 (6.95) 式 便 退 化 为 十 分 简单 的 形式 


g= mae ‘| +25 -5|. (6.96) 
Simo 和 Pister( 1984) 曾 利 用 小 变形 线性 弹性 本 构 关 系 中 的 Lame 系 
BAS A yo! 来 表示 超 弹 性 势 函 数 p MR 多 仅仅 是 六 ALS = vy 了 的 函数 ， 
则 多 的 形式 可 最为 
p= zlat, - 3) + A UC 一 pin f), (6.97) 
POPE RY = 工时 UES = 0, r= = 1 .特别 地 ,上 式 中 的 UA 
可 取 为 : 


Uf) = Fin fy. (6.98) 


(6.97) 式 的 详细 推 性 过程 还 叮 参 考 文献 [6.4]. 
my EH (1990) BILE 取 为 


Py 
p= ci 天) + & (l, - 1Y", (6.99) 
3 


其 中 CC na Al 为 正 的 材料 参数 ,m 为 正 整 数 . 上 式 中 的 材料 参数 较 
多 ,如 和 何 通过 实验 来 确定 这 些 和 参数 尚 需 作 进一步 研究 . 后 来 , 高玉 臣 
(1997) 又 提出 了 一 个 更 为 简单 的 超 弹 性 势 表 达 式 ; 


gen 他) |. (6. 100) 
其 中 只 有 两 个 材料 参数 C 入 .有关 以 上 两 式 的 进一步 讨论 可 参见 文献 
[13] 和 [6.9]. 

类 似 于 不 可 压缩 超 弹 性 体 的 情形 , 超 弹 性 势 的 变 元 也 可 以 服 为 主 长 
BEECA, A, 和 4; ,或 采用 修正 的 主 长 度 比 (6.44) 式 .因为 这 时 的 8 一 般 并 
不 等 于 1, 所 以 通常 要 在 不 可 压 材料 超 弹 性 热 的 表达 式 ( 如 (6. 吕 ) R) 中 
加 上 一 个 依赖 于 8 = A, ALA, 的 西数 .例如 ,Ogden(1972,1976) 曾 建 议 将 
pg 人 TD = po pla, .d,,a;) 的 形式 取 为 


3 
Poplar Agrds) = YWA) + gf), (6.101) 


上 式 中 的 W)C = 1,2,3) (6.93) 式 给 出 ,函数 g( O 的 形式 可 以 类 
似 于 (6.94) 式 中 的 FOL) 来 加 以 构造 . 
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有 的 文献 建议 将 可 压缩 材料 的 超 弹 性 势 取 为 广义 Varga 材料 的 势 消 
数 形式 ,其 具体 表达 式 为 : 

plàisAzsA3) = CCA, +à, +A,- 3) + 

CCAA: + AzA, + AsA1 — 3) + gC Pf). (6.102) 
在 初始 状态 下 ,上 式 中 的 e(O MER: g) = 0,g (1) = 一 (C+ 
2C:), 式 中 的 撤 号 表示 对 又 元 的 微 商 . 

如 果 以 修正 的 主 长 度 比 16.44) 式 来 作为 自 变量 , 则 需 给 出 超 弹 性 势 
(6.45) R pA, Ay Aa D 的 具体 表达 式 . 简 单 拉 伸 的 实验 数据 表明 ,该 
RAP A, 4, A, RRA BSR SRSA SERS EA 
EA hi. Fong 和 Penn( 1975) ,Peng 和 Landel( 1979) 以 及 Ogden(1976, 
1979) 曾 建 议 过 儿 种 类 型 的 势 丽 数 形 式 , 它 们 实际 上 都 是 如 下 表达 式 的 

096A, Az Ass f) = orgs (Ay As Ay) + 


Dx CA asi)h CE + gF) (6.103) 
有 关上 式 的 进 一 步 讨论 可 参见 文献 [6 8]. 


(=) 橡胶 超 弹 性 势 的 分 子 网 络 模型 


橡胶 弹性 体 是 由 共 价 键 连接 而 成 的 长 链 分 子 构成 的 .每 一 根 长 链 由 
许多 链 节 组 成 ,分 子 链 之 间 在 许多 结 点 上 通过 化 学 键 相连 而 形成 交 联 网 
络 结构 ,而 链 一 端的 结 点 相对 于 另 一 端 结 点 的 向 量 称 之 为 末端 距 向 量 .在 
一 定 的 简化 假设 下 ,人 们 可 以 通过 对 长 链 分 子弹 性 性 质 的 研究 来 设法 得 
到 橡胶 弹性 体 的 宏观 本 构 关 系 . 

通常 采用 的 简化 假设 有 : 

Rik: 链 节 之 间 的 键 前 通常 保持 有 一 定 的 角度 .为 简化 问题 的 讨 
论 , 现 采用 “自由 连接 " 链 的 概念 , 即 假说 分 子 链 由 相同 的 链 节 连 接 而 成 ， 
而 且 链 节 之 间 的 键 负 可 以 任意 变化 而 不 受 限 制 . 

假设 2 交 联 点 在 其 平均 位 置 附近 的 统计 涨 落 运 动 可 以 忽略 不 计 . 

B23 在 变形 时 , 结 点 间 末 端 路 向 量 的 变化 与 宏观 尺度 下 连续 介 
质 的 变形 相 一 致 , 即 服 从 仿 射 变换 规律 . 

假设 4 在 计算 分 子 交 联网 络 的 应 变 储 能 函数 时 ,可 以 不 考博 分 子 
链 之 间 的 相互 作用 能 . 

在 超 弹 性 体 宏观 本 构 关 系 (6.13) 式 中 ,y 表示 的 是 单位 质量 上 的 
Helmholtz 自由 能 : 
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g9. E™) = 0(8,E) - On(0,E"). (3.94) 
由 (3.95) 式 , 上 式 中 的 粹 x9(8,E") 还 可 写 为 
nO,E")=-— PAED, (3.95) 


其 中 8 为 绝对 温度 .利用 第 二 类 Piola-Kirchhoff 应 力 T 与 Cauchy 应 力 
o 之 癌 的 关系 43.29) 式 , 可 得 


a E a a yf _ 1 -1 de -T 


FÆ. (6.13) 式 可 改写 为 


m a i de a 
和 5 PaE™ fE] 


e 
_ de | p -1 oa . -T 
= po | jE | oF 26 F | 


或 pp o E -oS (6.104) 

Meyer All Ferri #8 45 4 1K BY E AE RUA OEE AB, E A i 
MMAS RAAE EEE MA E E SE Bits we, BEAT LA 
ARARE e 的 贡献 .基于 以 上 讨论 ,可 给 出 分 子 网 络 模型 中 的 另 一 个 简化 
(Rik: 

假设 5 FER MPEP LAR A Me, ATER MP RR 
子 的 丧 的 总 和 ,因而 弹性 体 的 弹性 应 变 能 是 每 一 个 长 链 分 子弹 人 性 应 变 能 

橡胶 弹性 体 的 长 链 分 子 由 于 其 组 成 珠子 的 微 布 翩 运动 
(micro-Brownian motion) , 可 能 有 许多 不 同 的 构象 . 当 没 有 外 力作 用 时 ， 
a TER K E EA PIER N h R e AiE A A R. 当 有 外 力作 
HEF., op TRAR tH Ba oe A, A S ER E. 

现 考虑 由 n TEAL HEE TAM TH. 在 选取 的 直角 坐标 系 
Lxx} 中 , 链 一 端的 结 点 位 于 坐标 原点 ,而 链 的 另 一 端 结 点 的 位 思 
fie) Bet (BY A ag BB I BE) 为 ro .如果 这 上 耳 端 结 点 的 距离 r。= | rs | ee F 
伸 直 链 的 长 度 种, 则 可 近似 采用 Gauss 统计 理论 , 即 假设 处 于 体 苑 
dridzzsdzrs 内 的 林 端 距 向 量 服从 如 下 的 几率 分 布 冰 数 : 


by : 
Pz xde dz de; = (=) expl- bri )daz,dx;dz;, 
x 
(6.105) 
其 中 已 = ri tab tah 8 = 555. (6105) RRM, LLL ILS ER 
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对 称 的 .末端 距 向 量 处 于 ro 和 mr tdr 之 间 的 几率 应 等 于 plr) SR 
T ”体积 Anridro HAH: 


1 
plro}drs = drplrao)ridra = a[o reexp(— b’ riddras 


E RRE 《x，》 可 由 下 式 求 得 


Oru) = | rip(lro)dr, = a = Ën. (6.106) 


RRA (rg) = ivn. 

由 统计 物理 学 可 知 ,“ 自 由 连接 " ER p 应 该 与 构象 数 O 的 对 数 
成 正比 : 

mm = kln Q, 
其 中 k = 1.380662 x 10°°J/K, Ą Boltzmann 常数 , 如 果 体 积 元 
dx dx,dx, 保持 不 变 , 则 链 的 构象 数 与 单位 体积 内 的 几率 plr) 
BE. A AERTS A 
fo = co — RB ro = co kb (ri + 22 + 25), (6.107) 

其 中 c 为 常数 . 

下 面 考虑 弹性 体 经 受 变形 的 情形 .相应 的 变形 梯度 为 下 ,根据 简化 假 
RS RMB BH ro PAF r , 故 变形 后 的 炳 可 写 为 


P= co~ kb (r,s Cory), 
# C = F' - F 44) Cauchy-Green Ki. 
Fe a BY a) EL, 
7— m=- kb (ryt Ce ry rat ry). (6.108) 


交 联 网 络 中 具有 相同 5 ERRERA TER ARAE EA 
的 求 和 得 到 .假定 材料 是 各 向 同性 的 , 即 分 子 链 的 取向 分 布 是 均匀 的 , 则 
在 求 和 时 可 选取 直角 坐标 系 | zr, ,zz,zs|l 的 坐标 轴 与 C 的 主 方向 相 重 合 
而 不 失 一 般 性 .于 是 ,(6.108) 式 可 写 为 
P- p =- ABE CAL ~ Wat + (Ad Leit CAS - 1)r3], 
(6.109) 
EAP ALAM ALTA CHER. MERE UAR AN BARA ND 
PARADAK EET 
Ay =~ eNe fla; - 1)z? + (AÈ -t)z + 


(A2 ~ Dail PCa. zs ra) dv, 
Ft du, = dx1dzxdx;, 式 中 的 积分 表示 为 全 空间 的 体积 分 .对 于 各 向 则 
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性 材料 ,由 
[xi pt, pE dv = f ple, taidi = [sie 10,143 )du,y 


1r > 一 
= zl, ropiratdro = ae 
可 得 
Ay =- SAN(Ai +A? +a} -3) =- SAN(T, - 3), 
Hh 1, ACHR-EAEE. 


根据 简化 假如 5, AREA Ee. 因此 单位 质量 上 -的 Helmholtz Á 
由 能 的 变化 Ay 满足 


mAg =~ On = 了 AN — 3). (6.110) 
如 取 变形 前 的 自由 能 为 零 , 则 有 
pod = $ ENOC, ~ 3). (6.111) 


于 是 便 得 到 了 neo Hookean 材料 的 超 阐 性 势 表 达 式 46.88) 式 . 
Gauss 统计 理论 仅 当 未 端 些 问 量 的 长 度 x。 远 小 于 链 长 in 时 才 是 适 
用 的 .对 于 较 天 的 变形 ,Kuhn 和 Grun 采用 了 如 下 的 几率 分 布 函 数 : 


In plr) = 常数 - n [2p + ln (6.112) 


8] 
sinh 8 
其 中 中 可 通过 如 下 的 Langevin AR 4(8) 来 加 以 定居 : 


Fg 


yig) = coth B~ = 页 ， 


BI g= #7 sf 办 为 如 的 Langevin 2 BS. 
(6.112) 式 的 展开 式 为 
3froV ro , 99froy 
In piro) = WH - nf 5 (4) ali) + 355( 72) t | 
可 见 ,(3auss 分 布 仅 取 了 上 式 的 第 一 项 ,是 上 式 在 ro K tn 时 的 近似 . 
有 关 分 子 网 络 模型 的 详细 讨论 丁 做 见 [5.7], 此 处 不 青 介绍 . 
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{ 一 ) 普 适 变形 
如 果 弹 性 体 处 于 静 力 平衡 状态 , 则 施加 于 该 物体 的 分 布 体力 of CHE v 


$6.4 简单 问题 的 求解 实例 271 


内 ) 和 边界 上 的 面 力 tw =o: N Æ3v E) 应 满足 相应 的 总 体 平衡 条 件 ， 
MA AMA AS BEF 
| pfdw :| tndS = 0, 


| px x fdo + fx Xt,dS = 0. 
这 时 ,物体 内 的 应 力 场 gq 和 变形 场 可 由 如 下 的 控制 方程 求 得 : 


pf = pos (3.20) 
o-V+pf=4, (3.36) 
以 及 
o = 2l pi, + ff, E+ BB -jlB ],( 可 压缩 材料 )， 
(6.31) 
或 


g =- pl+2pel¢,B -yw,B8 '],( 不 可 压缩 材料 ,I = 1). (6.59) 
此 外 ,为 了 保证 位 移 的 单 值 性 ,8 还 应 满足 相应 的 协调 条 件 . 

在 一 般 情况 下 ,求解 以 上 方程 是 十 分 困难 的 .为 此 ,人 们 通常 采用 半 
逆 解 法 {inverse method) 来 揭示 右 限 变形 弹性 理论 中 的 某 些 基本 现象 . 半 
送 解 法 是 首先 假定 适当 的 变形 撒 式 ,然后 利用 本 构 关系 得 到 相应 的 应 力 
分 布 ,最 后 根据 平衡 方程 来 考察 变形 形式 所 应 满足 的 限制 性 条 件 以 及 维 
持 这 种 变形 所 需 的 边界 面 力 . 

下 面 仪 考虑 体力 了 为 零 的 情形 .如 果 安 形 是 均匀 的 , 则 BB 及 其 三 个 不 
变量 了 .I 和 了 不 随 空间 位 置 变 化 .由 本 构 关系 (6.31) ATA, MI o 
在 物体 中 也 是 均匀 的 (对 于 不 可 压缩 材料 , 当 取 (6.59) 式 中 的 “ 非 确定 ” 
静水 压 应 力 pp 为 常 值 时 ,物体 中 应 力 g 的 值 也 将 处 处 相等 ). 因 此 ,平衡 方 
程 (3.36) 式 自 动 满 是 .由 此 可 网 ,无 论 选 取 何 种 超 弹 性 势 函 数 , 可 上 讨 缩 和 
不 可 压缩 各 向 同性 弹性 体 的 均匀 变形 总 能 使 平衡 方程 得 到 满足 .这 样 的 
变形 称 之 为 均匀 普 适 变形 . 

现 将 可 庄 缩 弹 性 材料 的 本 构 关系 (6.31) 式 代 人 平衡 方程 (3.36) R. 
不 难看 出 ,如果 要 使 平衡 方程 对 任意 选取 的 超 弹性 势 都 成 立 ,就 必须 要 求 
B 为 恒定 张 量 , 这 说 明 可 压缩 超 弹性 体 的 普 适 变形 只 下 能 是 均匀 变形 .这 
一 结果 首先 是 由 Ericksen 给 出 的 . 

再 来 讨论 未 可 正 缩 超 弹性 体 . 将 (5.59) 式 代 入 (3.36) 式 ,可 得 

20(4,B - ¢,B')+ V = gradp. 
选取 适当 的 p 使 上 式 对 任意 的 超 弹 性 势 都 成 立 的 充 要 条 件 为 
[(¢,B-y¥,B')+V]xV¥=0. (6.113} 
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满足 上 式 的 变形 就 是 不 可 压缩 各 疝 同性 超 弹 性 体 的 非 均匀 普 适 变形 .可 
以 证 明 ,这 样 的 变形 共有 五 类 .由 于 篇 幅 所 限 , 这 里 将 不 再 列 出 这 五 类 变 
形 以 及 相关 的 证 明 , 有 兴趣 的 读者 可 参考 有 关 的 文献 . 


(=) Saka 
FAA BT Dy Ry E.R E A L TT A RX") 和 
lar | 都 选 为 同一 个 直角 坐标 系 , 且 使 正方 体 的 边界 与 坐标 轴 的 方向 相 一 
长. 沿 坐 标 轴 方向 的 均匀 变形 可 表示 为 
ry =Aa,X', t= AX, z= AX, 
其 中 a A MA HERRER. RN BAB HER RAMS A 
a: 0 0 (ay 0 0 
B: 0 a; 0 Bs) 0 azo 0 
O 0 Ay 


2 Aya : - 
ot = SEM g + AL + AFD ga + ABADI, 


g” = ty + (AZ + AT} pa + AGATA |, 


(6.114) 


Z pga 
o” = 5 A “yla t a 二 和) 5 + ATA Ys], 


12 31 
a = g” = gt =0. 


特别 地 ,对 于 简单 拉 伸 A, = AA, = Aa” = ga” = 0, 则 有 
0 = fg 二 【和 + as) gs + WAZ ds I. 


EA PK 4 可 能 会 对 应 于 不 同 的 4， = 4; ,因此 ,也 可 能 
会 对 应 于 不 同 的 a1' 值 . 
对 于 均匀 膨胀 ,A， = aA, = A, = ale 0), 则 有 


5 = ry, t 2a gh, + A I. (6.115) 


于 是 ,由 §6.3(—) 中 的 推论 4, 叮 知 有 
dy + 2A? py, + aig, >O,(4 a> 1), 
gy tA? tA <0, A <1). 
如 果 材 料 是 不 可 压缩 的 :X414,4; = 1,7 (6.59) 式 可 得 
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g? =- pt2p Ap As ga) | 
2 + 2oo Al — as? ， 
” P p M vo) (6.116) 
g 三 一 正二 MESEN 一 A; ¢2), 
s? = g” =o =Ù. 
特别 地 ,对 于 简单 拉 伸 4 = AA = a, = L, =o" =0, 有 
VA 
p = 2a (h ~ Avs ]， 
和 = 2p0 (2 -s+ |) (6.117) 


说 明 对 于 不 可 压缩 超 弹 性 体 ,由 长 度 比 4 可 惟一 确定 相应 的 控 伸 应 力 


11 
a. 


StF SMA AHA PR, SSA, MA, 之 后 ,由 不 可 压条 件 A, = 
3 = 人 0, 可知 


p= 2e0[ (zi) pi = ALAR |. (6.118) 
于 是 ,Cauehy 应 力 的 非 零 分 量 为 
oY = 2p lài- Ar Az gy + Addr). 
a” = 2p (Ay — AADC, + Ald) | 
上 式 是 变形 后 平板 两 出 单位 载 面 积 上 的 力 . 如 果 要 换算 到 变形 前 的 构 形 , 
则 单位 边 长 上 的 力 可 写 为 
fi = Hafa, f= Ho™ fa, (6.120) 
其 中 HARARE. 
根据 (6.119) 式 , 我 们 还 可 用 o” Ma” 来 表示 p Mga: 
ag 1 are" Aaa” 
= aT, 2po( Aj ala -MA ASAA | 
ab 1 g” g” | 
% = OT, 2 po (A5 alm -aran ara) ra] 
(6.121) 


(6.119) 


EP = al tap tay?ay’?, hs apap tay tay’. 
(=) say 


PRIX Mic | 相 重 合 的 直角 坐标 系 ,并 讨论 由 (2.35) ARRA 
篇 单 剪 切 变形 
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gi = X +X, 2 =X, xt NX. 
根据 § 2.2 中 的 例 1, 可 知 B 和 B” RRR SH 


1+k & D) 1 -k, 0 

B:| ky 1 o', B'.|-—k, 1+, 0|. (6.122) 

0 0 1 0 0 1 
而 B 的 主 不 变量 为 1 ~- 1, = 3+ 48).1, = 1. 
对 于 可 压缩 弹性 体 , 可 将 上 式 代 人 (6.31) 式 而 得 到 

o = 2pl(1 + Beg, + (2+ kilp tpl? 
a” = old, +24, + gy], 
a” = oly, + (24+ kde + gs], (6. 123} 
o” = o" = 0, | 
o” = 2pko( p+ go). 


注意 到 go. Ayp ATL, AT, RAR, gg, MY, AB+ ki HB 
数 ,可知 上 式 中 的 正 应 力 分 量 为 &, HABA. MARA k 的 奇 函 
数 . 如 果 划 求 前 应 力 与 前 切 应 变 的 方向 相 一 歼 , 则 由 上 式 可 得 由 + gb > 
0. 即 广义 剪 切 模 量 
piki) = Zol + do) 

MATS. 

AR (6.123) 式 ,我 们 还 可 得 到 关系 式 

o" =o” = kys”. (6.124) 

它 是 对 一 切 各 向 同性 超 弹 性 体 都 成 立 的 “ 普 适 关系 式 ”. 

从 图 2.3 中 不 难看 出 ,变形 前 久 ' = const 截面 的 法 向 (1,0,0) 和 切身 
(0,1,0) 经 变形 后 将 分 别 变 为 


x 


1 ko 
， == ;0 
Vite 1+ ke |. 
ka 1 | 
. f sg, oe 0] 
和 ae | 
而 对 于 变形 前 X? = const 的 截面 和 X? = const 的 截面 ,其 法 向 和 切 向 仍 
然 保持 不 变 . 因 此 ,在 前 切 变形 后 ,相应 的 上 面 力 分 别 为 
í 
Moe, ay 320. {p + 2g + dy). - < 
t E-N Lre pi th, p I+ 
tf 一 如， N : (2økal g + pa2olgi + 2g) + #3),0), 
t= oN :(0,0,20[ 9, + (2+ ke) gs + gl). 


(h + ¥5),0], 
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由 此 可 见 , 为 了 实现 简单 剪 切 变形 ,在 其 边界 上 不 仅 需 要 施加 前 应 力 , 而 
且 还 需要 施加 法 向 正 应 力 , 其 中 一 部 分 大 小 为 Nt = NG 
的 静水 应 力 是 用 来 维持 体积 不 变 的 .我们 称 由 于 租 切 变形 而 引起 体积 变 
化 的 效应 为 Kelvin 效应 .此 外 ,由 {6.124) 式 可 知 o? £o” ,我 们 称 维持 
剪 切 变形 所 需 赣 的 数值 不 等 的 正 应 力 效 应 为 Poynting 效应 (1909). 

下 面 来 讨论 不 叮 上 压缩 弹性 体 ,将 (6.122) 式 代 和 (6.59) 式 , 可 得 


a! == pt 2p l(t Bg, — yal,) 

g” =- p + 2p0[ gi - {] + kiyo], 

a”? =- p+2plg - dr), (6.125) 
a — go 二 0 


o”? = 2pokol Wp + p). 

4 AA i Pe te a PTB KE pA K? = const RH 
EM RAM BAS. o” = 0, 则 有 p = 20,04, - p) TE 

a = 2okigis ao” =- 2pksp, a” = 2p0ko( p+ dy), 

a =o = on = 0. 
可 见 “ 普 适 关系 式 "(6.124) 式 仍 成 立 . 

由 于 材料 是 不 可 压缩 的 ,因此 不 存在 Kelvin 效 应 ,但 Poynting 效 应 仍 
然 是 存在 的 :ou oo? Ho Ao”. 


(四 ) 圆柱 体 的 扭转 


不 可 庄 超 弹 性 圆柱 体 的 扭转 是 一 种 非 均 名 普 适 变形 , 现 选 取 iX*| = 
(ROZ) 和 |z = G,6,2) 为 相 重合 的 圆柱 坐标 系 ,半径 为 a 的 圆柱 
体 的 轴线 与 Z( 或 x) 加 相 一 化 .这 时 ,圆柱 体 的 扭转 变形 可 由 (2.36) AK 
示 为 


2 (6.126) 
Blr = R,O = @+8Z,z = Z. 
根据 $2.2 中 例 2 的 讨论 ,并 注意 到 = RWC. FFS 
CG O GPR Coa AR B = F. F= Bg Og PRB = vH 
FERRIS A 


1 0 0 
Cuit R? ER? ， (6.127) 
h RR? ORR? +1 
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(1 0 0 
Bi. 10 eat k]. (6.128) 
r 
lo k 1} 
mB = ci 和 ;多 日 中 心 的 矩阵 表示 可 写 为 
1 0 0 1 
+0 z _& (6.129) 


0 -& kr +1, 
利用 以 上 结果 ,CC 或 B 的 三 个 主 不 变量 可 计算 如 下 
LCC) = CyG" =3+kR =3+k'r, 
或 hB) = Bg, = 3+ kr’. (6.130) 
再 由 trB* = B"g,B"g,, = 34+ 427? + kiri ay 


1,(B) = E —trB?] =3+8'r, (6.131) 


I,(C) = 1,(B) = det€ = (detC,, }(detG*") = 1. (6.132) 
Ut FR) AE BE A Cauchy 应 力 可 由 (6.59) 式 写 为 
g © & =- pee, © a, + 2pol WB’ ~ fre“)g, Oe, 
(6.133) 
He y Aly, AT, AL, WRK, BIW er’ 的 函数 .注意 到 | gi 1= 
lg, l=1,° go !=r, 上 式 还 可 用 物理 分 量 oj) = o” lg Il g| 
(AS i,j RM), BC) = Big, lig, | (RM ij RM) 以 及 clay) = 
中 |g lle, (BM ij RA) 来 加 以 表示 . 故 有 
6, = olll) =— pt+2aglh - p), 
ds = 6(22) =- p+ 2p, [Cer +1) 8, - 
Sa = 0623) = Apgkr (gy + fo) = oa, 
a, = (33) =- p+2p lh - (kr + 1) ),: 
而 应 力 的 其 他 分 量 为 零 . 
利用 (1.156) REER y, 和 p RA? 的 函数 而 与 9 和 z 无 关 ， 
可 将 平衡 方程 写 为 : 


a , 
元 (一 pi 2 po — 209 4) — 2p0k ry, = 0, 


| 
a (6.134) 
| 


IP -0， (6. 135) 
ro 

ob o, 

z 
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Rp 仅仅 是 x 的 函数 , 故 由 (6,135)| 式 以 及 边界 条 件 a, 1,。= 0, 有 
l s = 2eok*| rdr. (6.136) 
再 将 p = 2pot h) — o, 代 人 应 力 的 其 他 非 零 分 量 , 便 得 到 
on = 2pok Tf rgidr tr ys |, 
Ox, = 2pykr( gd, + $2), (6.137) 
a = amt [mar n] 


上 上 式 中 的 o, 为 端面 上 的 法 向 应 力 分 量 , 它 是 使 圆柱 体 在 扭转 时 没有 
轴 向 健 长 所 需 的 轴 向 应 力 ,反映 了 扭转 中 的 Poynting 效 应 .扭转 时 所 需 的 
轴 疝 合力 可 写 为 


N= 2a] ra, dr = Apork? | (| ryder - r’ dy )dr 
Lė] 


=- 2p xk a, r(g, + 2g, )dr. (6. 138) 


(6.137) 式 中 的 ae 为 端面 上 的 切 向 应 力 分 量 , 由 此 可 求 得 施加 于 端 
面 上 的 扭矩 为 


M = 2af r° gadr = paf r (p+ g)dr 


= 2rk| riptk rdr, (6.139) 
a 


上 式 中 的 gp = pA MORE. 

对 于 橡胶 弹性 体 ,通常 有 g > 0,6, > 0, 故 (6.138) 式 总 是 负 的 , 即 
扭转 时 的 轴 向 力 为 压力 .可 以 想象 ,如 果 扭 转 时 不 施加 轴 疝 压力 ,圆柱 体 
将 有 伸 长 的 趋势 . 

MPO AREA HA, 问题 将 会 变 得 十 分 复杂 . 根据 
Ericksen 的 讨论 ,可 压缩 弹性 体 的 “ 普 适 变形 ”只 可 能 是 均匀 变形 .因此 ， 
并 不 是 对 于 一 切 可 正 缩 超 弹 性 材料 都 能 实现 由 (6.126) 式 表 示 的 扭转 变 
Æ. 

由 此 可 见 RE Ys Sa aE a E De BE SOR RE 
实现 纯 扭 转 的 可 压缩 超 弹 性 材料 ,然后 再 设法 给 出 问题 的 解 . 这 一 方面 的 
工作 可 以 参见 有 关 的 文献 , 例如 , 站 参见 Carroll(1988),Carroll 和 
Horgan(1990) 以 及 Polignone 和 Horgan( 1991) 等 人 的 论文 .这 里 不 再 如 
以 讨论 . 
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LE) 立方 体 的 纯 弯 曲 


现 将 物质 坐标 系 |X*1 权 为 直角 坐标 系 ;1X, 了 ,Z1 ,而 将 空间 坐标 系 
lo} RARER BRA lr 0, zi FE > 轴 与 Z 轴 相 重合 ,而 使 = 0 和 
z= OMXS X MARA. SK 82.2 例 3 中 的 变形 , 它 使 : 

X = const HF REA > = const 的 圆柱 面 ， 

Y = const 的 平面 变 为 0 = const 的 平面 ， 

Z = const 的 平面 变 为 x = const 的 平面 . 

即 有 (2.37) 式 


r=r(X}, 8= 8(Y), z= 2(Z), (2.373 
上 式 中 的 函数 是 间 值 连续 的 ,其 相应 的 反 函 数 可 写 为 
X= Xr), Y= Y(8), ZZ = Zaz). (6. 1403 


BY DALE AR , S38 42k Re bt ay RRS LA LASER T a AE 
体 普 适 变形 的 一 种 . 
根据 $2.2 PA 3 的 讨论 ,C = CC © G? PCy = xisripg; 以 


BB = B'g Qg 中 的 BY = ce” = ci, sG 的 矩阵 表示 可 分 别 与 为 


(ry 0 0 ， Cr’) 0 0 
Cat] 0 re 0 |: Bri: o (ey 0 
L 0 0 (2) Lo 0 (FF) 
(6.141) 


MB! = og Og = cig, Og, Pe = XIX? Ga Me = g’g'cu KIE 
阵 表 二 分 别 为 : 


Mex’? 0 0} [XY 0 0 
gi] 0 (YY 0 d o YY o 
rrfl 
0 0 (Zz) 9 0 (zy 
(6.142) 


AU LSAP SALA RRS ETAR OE AS EMME. IAC 
= CyG* © G PRERE EmA PHE, a C 的 三 个 特征 
SAL YP (O° Be). ERER Cla BB) 的 三 个 主 不 变 
BA: 


I, = (rr OY + (ro ) + (rz), 
I, = (rr 8z Y. 


l= (r+ +(e Y, } 
(6.143) 
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APA Al He ae AGE RAT, = (rr ) = 1. 特 别 地 ,可 取 
rr =A, “= B, z =C, (6.144) 
其 中 的 常数 及 .8B ACW EAA ABC = 1. 如果 进一步 假定 当 Y = 0 时 有 
8 =0, 当 Z= 人 时 有 xz = 0, 则 积分 (6.144) 式 后 可 得 (2.38) A: 
r=vy2AX+Ri, @= BY, 2= CZ. (6.145) 
这 说 明 ,(6.143) 式 中 的 三 个 主 不 变量 


I, = (Ay + (BY +, h = (AB) + (rBC)? + (acy Ie 
(6.146) 
仅仅 是 = 的 函数 . 
由 (6.145) 式 ,(6.141) 式 和 (6.142) 式 中 下 fle’? MR Raa A 
体 写 为 
aye) En 
Bs) 0 Po “j 0 =g) 0 
0 0 c 0 0 (a) 
(6. 147) 
Wid ABD i BA) Op A) et BSE ER | 
(Ay 0 0 by | 
Boy): 0 GB? 0 clip] 0 (4) o | 
0 0 C 0 0 fal 
C 
(6.148) 


将 上 式 代 人 不 可 压缩 超 弹性 体 的 本 构 关 系 16.59) 式 , 可 知 Cauchy Ao 
= 0's 多 三 的 物理 分 量 c(iy 应 具有 如 下 的 形式 : 


0] 


r 


oo =~ p+ 2p{ Bn- (45) eh (6.149) 


_ 1% 
g, =- pt 2p, Co {Et) pl, 
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利用 (1.156) 式 ,并 注意 到 内 MY LRA), A, HR RRA 
r 的 函数 ,可 将 平衡 方程 写 为 


do, | (9, — 9) 0, | 

ðr r 
3p _ 

- 4, =0, (6.150) 
a 

Ge = 0. 


上 式 中 的 最 后 两 式 表明 ,pp 仅仅 为 + 的 函数 .因此 ,由 (6.149) 式 表示 的 应 
力 各 分 量 也 仅仅 是 + 的 函数 .利用 C = -5 MA 


Bo = Bel) -cara UY ~ (sa) e 
= ETAY- cy jos 2a) (E) -ea 


= Sy, 十 cyl (A) 一 (BY | 
再 由 


w (A) - oar]. 
(i Blow (a =e 


并 注意 到 p = 有 my, = SE ,平衡 方程 (6. 150) RWB MY 


2 
| (6.151) 


do, fo 一 op EE di, _ ag oh] = dy 
Epa | 7 ) Polat, dr tah drl egr (6-192) 


dr 
WREE r= rn 为 变形 后 的 自由 面 :o, (ri) = 0, 则 对 上 式 积分 后 有 
o, = pol gtr) ~ ylro)]. (6.153) 
再 次 利用 (6.152) 式 , 可 得 
a = o, + pr Ë = pol Cr) = pro) + r Sf]. (6.154) 
最 后 ,由 (6.149) 式 


nl (nA 


= 29| C - (2 Ja +2n (起 ) [c - (4) Je 
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2 
= 2p | C 一 (2) Jig + (rB) p], 
便 得 到 
2. = pol gr) = PD] 2a -人 全) Jig + BY gel. 
(6.155) 
现 考虑 如 图 6.1 所 示 的 变形 . 如 果 还 假定 * = r 也 是 变形 后 的 自由 
H:s, lro = 10, 就 有 


变形 前 变形 后 


图 6.1 由 (6.145) 式 表 示 的 立方 体 纯 弯曲 


giri) = giro). (6.156) 

因为 ¢ 是 不 变量 1 和 1, 的 函数 , 故 当 
hr.) = hir), tr = hlr) (6.157) 

Rt. (6.156) 式 自 然 得 到 满足 .例如 可 取 
A=roriB, (6.158) 


而 将 (6.146) RSA: 
I, = (2272) pe + (rBY + C’, 
= (ere) * (a) +(e). 
不 难看 出 ,以 上 表达 式 是 自动 满足 (6.157) 式 的 . 


(6.158) 式 使 找 述 变形 的 独立 参数 减少 为 两 个 , ORR r 和, 为 独 
WSK Wh X --athr=r, MX = atr = r 的 条 件 , 有 
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ry) =— 2Aa + Rj, 


ri = 2Aa + Ri. 
故 得 
ri—r 1 
A= Ta Ry = alrot ri} (6.159), 
以 及 
P 2 
B= -2 5, (6.159); 
rari dargr, 
Al 
1 Wat rors 
C = = 6.159), 
AB 7 GFAP (6.159). 


经 过 变形 OFA Y - 6 AY =- ”分 别 恋 成 了 平面 9 = 6, = Bb he = 
一 页 二 -有 ,其 上 的 面 力 只 有 法 向 分 量 o ERRE EZS Hi 
AAA 


M= | roydr = | riptr) — yro}ldr+ po| | 2 Star, 


i 


注意 到 yn) = piro ,上 式 最 后 一 项 可 利用 分 部 积分 写 为 
af r ? dhar = = airi radetre) -2po| rgCrjdr. 


因此 有 


1 


M = Rri Fyre) = pof rolar. (6.160) 


在 2 = const 的 侧面 上 ,法 向 应 力 o. 可 由 {6.155) 式 表示 .说 明 沿 : 方向 
需要 施加 法 向 应 力 才能 实现 以 上 的 弯曲 变形 ， 这 表明 在 弯曲 时 也 存在 
Poynting 效应 . 

{六 】 实 心 球体 在 球 对 称 载荷 作用 下 的 孔洞 化 极限 应 力 


现 考虑 初始 半径 为 B 的 实心 球体 ,在 其 外 边界 R = B 上 作用 常 值 的 
径 向 面 力 po( > 0, 即 静水 拉 应 力 ) .如 将 物质 坐标 系 和 空间 坐标 系 取 为 相 


重合 的 球 坐 标 系 | XX*| = 1R.0,0) Mir] = ir, 8 pl ,并 将 坐标 原点 取 
在 球 心 上 , 则 相应 的 球 对 称 变形 可 写 为 
r=r(R), &= 6, g= ®. (6. 161) 


WMP RRAIR, OO) AMA. 0,9) 中 的 度量 张 量 , RK Rm 
可 分 别 写 为 
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j 1 
: = 0 
Gap: 0 R? 0 Ge R* 
0 0 R sin’ @ 0 9 L 
R’sin’ @ 
|! 0 0 
1 0 ü | 1 
, oO = 0 
By: 0 r? 0 g’ r ! 
2 .2 1 | 
0 0 rsin 8 0 ù = 5 
r sin 


根据 变形 梯度 F = rag OG 中 心 4 的 矩阵 表示 


r 0 0 
zl0 1 Of, 
0 0 1 
可 将 C= CG’ © GPC, = rar sg, 的 矩阵 表示 写 为 
(ry 0 0 | 
0 r 0 
0 0 risin 8 


因此 ,由 条 件 8 = @@, 可 得 C 的 物理 分 量 ,其 延 阵 表示 为 


(r) 0 0 | 

> fey o 

> o IR), 
Rh r = 入 ， 


事实 上 ,在 球 对 称 变形 下 ,相应 的 主 长 度 比分 别 为 4， = 4, = rà 
= ay = fas = a, = fA, CREASE Fal ad aS, 
对 于 不 可 压缩 材料 ,由 条 件 


f= (ze) =1 (6.162) 
或 1 do) = R? 


可 得 
r(R) = (R+), (6. 163) 
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其 中 忆 守 0 为 积分 常数 ,C = 0 时 球体 没有 变形 ;C > 0 时 球体 有 变形 , 旦 
变形 后 的 球体 中 心 有 一 个 半径 为 C 的 球形 孔 油 .在 后 一 种 情形 下 ,还 需 
假定 孔洞 边界 的 面 力 为 零 . 

Cauchy 应 力 « 的 主 值 可 由 (5.62) 式 写 为 


à Jp Aysdz+Aq) Ca = 1,2,3 R3] a 求 和 )， 


= phy = 

(6.62) 

其 中 pida p 是 用 主 长 度 比 表示 的 不 可 奈 超 弹性 势 函 数 .而 式 中 的 
p 表示 的 是 静水 压 应 力 
如 引进 记号 

"= az(R) = 下 = aT. (6.164) 


MA A= uv? A, = A, = v. W (6.62) 式 林 具体 写 为 

6, = 6,(R) = pv p(y v, v) - pCR), 

a, = a(R) = pug: v, v, v) - pCR), (6.165) 
6, = a, R} = o,(R). | 

ap( AL A: 4) p: = PolÀrsàzs A3) — Fpla,, Aza; ) 


上 式 中 Ppi 一 JA, 2 aA, aA, 
利用 (1.159) 式 , 并 注意 到 在 球 对 称 条 件 下 有 
Og = Oy = Og =Ò, 


H AIRERA r, Gpl 中 的 平衡 方程 为 
aa, i 2a, ~ oaa) 


3 =0. (6.166) 
r r 
WEA RAEL, EAAS Y 

d 

E + oF vg, - a) = 0. (6. 167) 


利用 (6.165) 式 ,可 得 


d a “+ 
qpl poe “ou “ ,mpyT)l 一 pt(R>] + 


Zet [u gp lu suu) pt ,0)) 
=0, ox R&B). 
上 式 的 积分 串 写 为 


PLR) = ov  (R)g(v ,v0) — 6 (0,) +21(R), 
其 中 mw = w(R) Æ R 的 函数 ,而 
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n | . _ ds 
F(R) = pol Lv ‘(seu u,v) = ot lsp lo”, vv) E. 
(6.168) 
FU (6.165) 式 可 写 为 
o, (R) = 6,(0,) — 2J(R). (6.169) 
Hoh WISE R = B 上 给 定 “ 呆 重 ” 边界 条 件 , 则 o (B) 还 应 满足 


“-(B = po By] = pv (B). (6.170) 


下 面 讨论 两 种 情形 : 
G) C = 0, 则 (6.163) RH r(R) = Ryo = 1 球体 不 变形 . 故 有 
o, (R) = a(R) = a(R) = py 


因此 
PCR) = poe, (1,1,1) - py = Popafl 1 1) 一 疡 = const. 
(6.171) 
ERT, pCR) 表示 的 趾 静水 压 应 旋 , 而 p 则 表示 静水 拉 应 力 


Gi) C > 0, 则 还 要 求 变形 后 r= C 上 的 面 力 为 零 :o.(R)| ”= 


a,(0,) = 0. 
因 瑟 ,由 (6.169) 式 和 (6.170) RR = B 上 的 边界 条 件 可 写 为 
~2)(B) = pov ?(B). (6.172) 
现 定义 如 下 函数 
g(r) = rer r)a 
> 6.173 
和 gi (x) - - So tir), j ( ) 
人 ,可 将 (6.172) 式 写 
为 
p= alad | oo) Pas, (C0). (6.174) 
这 一 结果 最 早 是 由 Ball(1982) 给 出 的 . 
RES oB) = 1+ (g) | 是 C 的 函数 ,可 知 上 式 中 的 p 也 是 


C 的 图 数 .特别 地 C 一 0 时 ,v(B) 一 1, 便 得 到 球 心 处 刚刚 形成 半径 
为 霉 的 孔洞 时 的 临界 载荷 pa: 


Pa = = paf pı (x) (ae (6.175) 


xz 一 1 
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以 上 临界 载荷 称 之 为 孔洞 化 极限 应 力 (cavitation limit). 
pa 值 的 大小 与 不 可 不 超 弹性 势 pArA) 的 形式 有 关 . 利用 
(6.65) 式 , 可 得 
dg; (x) 
dx 


mø (x) = 0, lim = 12g", 
rl 


其 中 on" 为 小 变形 条 件 下 材料 的 剪 切 模 量 . 故 由 L Hopital 法 则 , 可 知 
(6.175) 式 中 的 被 积 函 数 当 了 一 1 时 取 有 限 值 .因此 ,(6.175) AP pa 
是 有 限 值 还 是 无 穷 大 应 取决 于 两 数 O(c) 在 x 一 o NE. 
如 ,如 果 p Cr) SENA a HSWRX BRR AREA n(> 0), W z 


趋 于 无 穷 大 时 ,二 gi ts) Dy a HE ee eo 


ns (6.176) 
时 ,由 (6.175) 式 表示 的 p,, 才 可 能 为 有 限 值 .特别 地 ,对 于 neo-Hookean 
材料 ,可 将 (6.88) ASA 


Py P(A, Az Ag) = we a + AS + A3 — 3), (HP AAA, = 1). 
因此 


poe (x) = re +247 — 3), (6.177) 
上 式 的 最 高 次 窟 为 2, 故 pe 为 有 有 限 值 . 事实 上 , 可 求 得 这 时 的 pp。 为 


5g"l2. 
对 于 Mooney-Rivlin 材料 , 吕 将 (6.89) RHA 


H 


pear ar asd = 5 人 FATA; + ARAG + AGAI = 3), 


HP Aà = 1. 因 此 


Ha 


pup fa) = wae “+ 22° -3)+ 5 
上 式 的 最 高 次 寡 为 4, 不 满嘴 (6.176) 式 , 故 这 时 的 p,, 不 再 是 有 限 的 . 

显然 ,po = pe 对 应 于 问题 的 分 叉 点 . 当 p > pe 时 ,除了 对 应 于 C 
= 人 的 平凡 解 之 外 ,还 有 对 应 于 C > 0 的 男 一 支 解 .因为 平 几 解 是 不 稳定 
的 ,故道 常 称 这 一 现象 为 孔洞 化 不 稳定 性 (cavitation instability). 该 现象 
曾 被 Gent Al Lindley(1958) 关于 硫化 橡胶 的 实验 研究 所 让 实 . 

对 于 可 压缩 超 弹 性 球体 ,以 上 问题 将 会 变 得 十 分 复杂 . 除 某 些 特 殊 的 
材料 外 ,往往 难以 得 到 解析 解 .Hergan H Abeyaratne( 1986) 等 人 曾 讨 论 这 
由 (6.96) 式 表示 的 Blatz-Ko 材料 的 孔洞 化 问题 .后 来 ,Horgan(1992) 又 
讨论 了 广义 Varga 材料 的 孔洞 化 现象 ,得 到 了 问题 的 解析 解 . 


(xt +227 —3), (6.178) 
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对 于 可 压缩 材料 ,同样 有 4 = ,A = Ay = pA ORE 
(6.162) sh. H F 
f= detF = -| 


r 


r 2 . < 
Z) > 0O<R<B). 


BOTT 


> dr , 
r = dg 7% (6.179) 


这 时 ,由 (6.38) 式 表 示 的 Cauchy WA e MERA 
A, g(a, AzA) 


f, .二 Por A, JA. „la = 1,2,3; 不 对 a RA), 
(6.38) 
可 其 体 写 为 
l dg 
G = Pu Al OA, 
(6.180) 
1 ag 
Ve AA As 
代入 平衡 方程 (6.166) 式 后 ,可 得 
d 2 4p odg pi — , 
a(R | 2R SË = 0,0< RSB). (6.181) 
d 


其 中 ?是 主 氏 度 比 1l, = ip AA, = p BRR EAR (R) 的 非 


dR 
线性 二 阶 常 微分 方程 . 
击 假 定 在 边界 r( 8) 上 给 定 如 下 的 位 移 边 条 件 : 


r(B) = aB,{a > 1). (6.182) 
而 在 球 心 处 或 者 有 
r(0,) = D, (6.183) 
或 者 有 
o,(0,) = 0,044 r(0,) > 0). (6.184) 
由 此 不 难得 到 满足 (6.181) 式 ~ (6.183) 式 的 平凡 解 : 
r(R) = AR.(0SEREB). (6.185) 


EXIT EAH 2 RR UFR, 4A 足够 大 时 ,还 可 能 
TEAR FER D — A EE (6.184) 式 , 相 当 于 在 球 心 处 形成 
了 一 个 半径 为 r(0,) > 0 ATLA. 

作为 特例 , 现 取 (6.180) 式 中 的 超 弹 性 势 为 (6.102) 式 的 广义 Varga 
材料 的 势 函 数 : 
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plays ards) = CCA, + Ap +A; = 3) + Cy CAA, + ALAS + AGA, — 

3) + eff), (6. 102) 

其 中 gt = 0,g (1) =-(C, +2C,), 式 中 的 撤 号 表示 对 其 变 元 的 微 商 . 
将 上 式 代入 平衡 方程 (6.181) 式 , 可 得 


P= (PT ORR. (6.186) 


其 中 六 = Adri = (g) . 如 果 要 求 超 弹性 势 两 数 (6.102) 式 中 的 
alf) 满足 
e(f)40,05R<B), 
Th) a (6.186) 式 可 得 
f= (ge) =k = const, (0 R= B). (6. 187) 


注意 到 (6.179) 式 , 上 式 中 的 常数 应 大 于 零 :k&， > 0. 
积分 (6.187) 式 , 便 得 到 方程 (6.181) 式 的 解析 和 解 ， 
r{R)= ER +k,, (6. 188) 

EP k 为 男 一 个 积分 常数 .如 要 求 x(0,) > 0, WHF k >0, 常 数 和 
ky 可 由 边 条 件 (6.182) 忒 和 (6,183) 式 (或 (6.184) 式 ) 来 加 以 确定 .= 
4” AL, = 0 对 应 于 平 几 解 (6.185) A. ATIR k > 人 的 非 平凡 解 , 首 
先 可 将 (6.182) 式 写 为 

ri(B)= X B= k B+R, (6. 189) 
其 次 ,由 (6.180) 式 和 (6.187) 式 , 可 知 


R 


r 


a. = p n = = poi (| C, +2 le. +e], 
8 (J) = g (ki). 
故 条 件 (6.,184) 式 化 为 
a (RI) =0. (6.190) 
办 此, 如果 存 在 正常 数 & 使 上 式 满足 , 便 可 求 得 如 下 的 非 平 几 解 : 
r(R) = (k R? +k)", 


«= ol (ey) C1 l)e] 
上 式 中 的 ki Ae, AP 6.190) sh (6.189) FR, BD 
g (hy) = 0,4, = (a 一 2, )B. 
Ak, > 0 成立 的 充 要 条 件 为 


(6.191) 
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àa >ik)”. (6.192) 
FE AMA A KKR, 应 等 于 
2 = (RY. (6.193) 


球体 均匀 地 向 外 膨胀 的 条 件 A > 1 相当 于 要 求 有 k > 1. 

以 上 讨论 表明 ,为 了 本 Varga 材料 的 球体 在 球 对 称 变形 时 存在 非 平 
几 解 ,可 已 没 材料 函数 g(x) 在 :x k >1 处 取 单 一 的 最 小 值 :g k) = 
0,g (r) > OO. A aA, = (k&)” 时 , 球 心 处 便 形 成 一 个 半径 为 
r(0,) = (k) = A? - kO” B 的 孔洞 . 
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超 弹 性 势 的 具体 甬 数 形式 需 根据 实验 来 加 以 确定 .通常 有 两 种 司法 : 
G) 先 假 定 超 弹 性 势 具有 某 种 函数 形式 ,然后 再 由 实验 来 确定 其 中 的 材 
SS BRR BO) Gi) 对 于 所 要 研究 的 材料 ,通过 实验 来 探讨 超 弹 性 势 函 
数 所 应 具有 的 形式 ,有 关 橡 胺 弹性 变形 的 实验 研究 工作 有 很 多 ,下 面 仅 对 
此 作 简 要 的 介绍 . 


(—) Treloar 的 实验 


二 十 世纪 内 十 年 代 ,Treloar 曾 对 硫化 橡胶 进行 了 一 系列 实验 ,以 检 
验 neo-Hookean 形式 超 弹 性 势 的 合理 性 .对 于 简单 拉 介 ,由 (6.88) 式 可 知 


= af = 0. 故 控 伟 方向 上 的 应 力 (6.117) 式 为 


aT, 
s= 2po 0 (xX -3 (6.194) 
由 不 可 上 压缩 条 件 , 这 相当 于 要 求 在 变形 前 的 单位 截面 积 上 施加 大 小 为 
T= T= 2py€,(A - a") (6.195) 


的 轴 向 力 . 实 验 表明 4 a bt SEP ADH AET ER. Ree A 的 
增长 ,实际 的 轴 癌 力 将 迅速 增 大 ,并 多 高 于 上 式 . 可见 neo-Hookean 形式 
SS RAE EA EEEE RIE ER. 

Treloar 还 对 正方 形 物 胶 薄 板 进 行 了 双向 拉 伸 实验 , 板 面 上 画 有 方形 
格子 以 便 测定 其 变形 . 沿 板 面 的 两 个 正 应 力 可 由 (6.119) 式 给 出 . 对 于 
neo-Hookean 势 函 数 , 式 中 的 出 和 yg DRA p = Cog = 0; 对 于 
Mooney-Rivlin 势 函 数 , 式 中 的 ¢, A og, BHA C, 和 C, .neo-Hookean 势 
函数 与 实验 结果 有 较 太 的 误差 ,而 Mooney-Rivlin 势 晒 数 与 实验 的 偏离 较 


290 六 章 ”弹性 体 和 热 弹 性 体 


小 ,可 以 近似 地 取 C = 0.05C,. 


(=) Rivlin 和 Saunders 的 实验 


Rivlin 和 Saunders(1951) 对 Treloar 的 双向 拉 仲 实验 进行 了 改进 ,他 
们 利用 弹簧 来 实现 可 以 连续 变化 的 加 载 .实验 中 ,同时 改变 a A, 的 值 


但 使 (或 7,) 保持 不 变 ,从 而 可 由 (6.121) SABIE oR IY). 他 们 根 


据 实验 结果 建议 了 如 下 形式 的 超 弹 性 势 : 
g= -3) + fl, - 3), 

其 中 f 是 其 变 元 {I - 3) HAX, JEX Mooney-Rivlin $ BP A E 
常数 进行 了 测定 .此 外 ,利用 上 节 ( 四 ) 对 圆柱 体 扫 转 的 分 析 结 果 . Rivlin 
和 Saunders 还 进行 了 相应 的 扭转 实验 .但 需 指出 ,(6.121) 式 在 4 iT 
a, RE A, = LAA, = 1 邻近 的 测量 误差 会 大 大 影响 实验 结果 的 精确 
EMRE PMT AE BR) 为 常 值 来 进行 加 载 也 有 相当 的 国 
难 . 因 此 , 以 上 实验 的 可 车 性 是 值得 怀疑 的 . 例如 ,Becker(1967) 以 及 
Kawabata 和 Kawai(1977) 曾 指出 , 当 变 形 较 小 时 ,y (和 办) 对 了 和 了 荆 的 
依赖 关系 是 相当 复杂 的 . 


(=) 其 他 人 的 实验 


Obata, Kawabata 和 Kawai( 1970) ‚Jones 和 Treloar( 1975) 基于 (6.64) 
式 对 双向 拉 伸 实验 进行 了 分 析 . 在 给 定 不 同 的 A, 值 之 后 ,作出 了 so， -o 
SA, 之 问 的 关系 曲线 .它们 的 实验 结果 表明 A, A, 在 一 定 范围 内 到 
值 时 ,Valanis 和 Landel 的 假设 (6.92) 式 是 合理 的 . 

ROE (6.92) 式 成 立 , 则 可 较 容 易 地 通过 实验 米 确定 势 函数 表达 式 . 
Valanis 和 Landel 根据 纯 前 切 的 实验 铺 果 ,认为 在 一 定 范围 内 , WA) W 
是 如 下 的 关系 

iwa) = 2ulogà. 

Ogden 在 (6.93) 式 的 基础 上 对 Treloar 的 实验 数据 进行 了 拟 合 ,认为 
Bx (6.93) 式 中 的 三 项 使 串 得 到 较 好 的 近似. 

通过 对 §6.2 例 3 关于 完 内 压 薄 球 过 膨胀 问题 的 讨论 ,我 们 还 可 以 
进一步 得 到 对 (6,93) 式 势 卫 数 的 限制 性 条 件 . 

现 将 (6.93) 式 代 入 (6.92) 式 ,并 注意 到 (6.66) 式 :1 = a, = AGA; 
= 4 WA 
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poPp(aAthz As) = ERGA = 4) + (a7 -1)]. 


n=l 


办 此 (6.68) 式 可 具体 写 为 
p= 20 Ca? -A 78), (6.196) 
于 是 ， 
ap = 2d al, — 3JA + (2a, + 3)A (6.197) 


站 (6.65) RAT |, = 12p° BARI MRT” Mia 的 增 大 
而 增长 . 

Hart-Smith(1966) 和 Alexander(1971) HREH, H aMi = 1H 
始 增 太 时 ,p” 也 将 从 p’ = 0 开始 增 大 并 达到 某 一 最 大 值 .此 后 ,p” 将 随 
4 的 增 大 而 缓慢 闫 小 并 达到 某 一 最 小 值 .最 后 ,p” 又 随 4 的 增 大 而 单调 
MiP AR BB. 

由 {6.197) 式 可 知 ,p” 存 在 最 大 值 的 必要 条 件 是 


-2 <a, <3, (AR n). (6.198) 


如 果 对 所 有 的 n 上 式 痢 成 立 , 则 当 p” 达 到 最 大 值 后 ,将 会 随 4 的 增 大 而 
单调 地 减 小 .这 与 以 上 的 实验 结果 是 相关 着 的 .因此 ,(6.93) 式 中 求 和 的 
项 数 不 应 小 于 2, 旦 其 中 有 一 些 a, 满足 (6.198) 式 , 而 另 一 些 a, 不 满足 
(6.198) 式 . 不 难看 出 ,neo-Hookean 势 嚼 数 并 不 符合 上 述 要 求 . 

进一步 的 研究 表明 , 当 球 壳 内 压 达 到 最 大 值 后 , 球 壳 可 能 会 在 某 个 阶 
BERERA ERTE. Haughton 和 Ogden(1978) 得 到 了 存在 这 种 非 球 对 称 变 
形 分 叉 解 的 必要 条 件 为 : ， 

-1< a, Z 2,04 K+ n). 

显然 ,Mooney-Rivlin # AR ETEA — AER. 


§6.6 AEM AWA KR 


现 考虑 以 绝对 温度 8 和 (Lagrange 型 ) WE E AUR ASE BATA eee 
系 . 如 果 引 进 Helmholtz A FB BE a 
pO,E} = e(0,E) - On(8,FE), (3.94) 
其 中 = My THA Bir ES RETIRA , (3.95) 式 可 知 


— 4$(6,F) a¢(6,E) 
ag , aE , 


yl, E) = T= (3.95) 
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ERFA T EHE DMN (Lagrange 型 ) 应 力 . 
相应 的 定 容 上 比 热 Cr 和 定 上 比比 热 Ci 可 分 别 由 13.93) 式 和 (3.98) 式 
给 出 : 


de(OE) _ 2 49(8,E) goy 
ag 30 


Cr = Jg’ 


(3.93) 


_ 4n(8,T) n anl, E) 3E, T) 
C, = 0 BZ = C+ 8 DF 3.98) 
对 (3.95) 式 求 物质 导数 ,可 得 
和 Cy , . 
Pa = “(Fr i] 
igisi, 


2 
其 中 二 阶 对 称 张 量 名 = po 了 2 =- po a 刻 划 了 材料 的 热 及 


(6.199) 


Ak tea TO Bata = 27 = pn yide 则 相当 于 等 温 条 件 下 的 弹性 


{EGE 
AR. 
MEL y MERE 为 独立 变量 , 则 由 (3.126) 式 ,有 
a ae 
9 = ay" T = po FF- 
故 得 
B= Glon+ E EB | 


T= (p+ :| 
上 式 中 , * 号 表示 该 量 是 以 ME JATEN RENGS ME 可 写 


(6.200) 


œ _ 14d Lae 0 #e 1 T{y,E) 
A5 po973 py ay’ Z = og = 37E 2 97 
(6.201) 
_ TOP E) _ 
me ST Po KAN 为 绝热 条 件 下 的 弹性 切 模 量 


(6.199), 式 代入 (6.200) 式 , 可 得 
EE IESE EJZ: È, 
T= lo(s :天 | + 到 :下 
RA 
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rod é 
& = ， 
° Pa CE 
om 0 
二 一 二 一 Para . 202 
4 1 & =~ oe (6.202) 
和 a 


MREES SBE 6, 附近 ,由 (3.93}) 式 表 示 的 定 容 比 热 Ce 可 近似 
取 为 常数 , 则 积分 (3.93) 式 后 可 得 
= mH + Csin £ 一 pE), 
E = £a + C.(#-0,) +e lE). 
于 是 ,自由 能 (3.94) 式 可 写 为 
p = Yo + (Ce = m)(8 - Ba) — Ceblny 
FP ay vey Hoy = ey — Oo p PHM MFASBENS SE FAA 
和 自由 能 ,而 p (0, E) =e, (E) + én, (E) 为 温度 0 的 线性 函数 . 
上 述 的 热力 学 体系 相当 于 $3.9( 二 }) 中 粘性 应 为 T" AD RADA 
A’? = 1,2,…) 都 等 于 零 的 情形 . 即 在 (3.127) RPA 


a¢(0,E) im __ 29 
ES Poe 


ORT (3.129) 式 和 (3.130) 式 为 

“a 
而 热力 学 流 与 热力 学 力 之 间 的 关系 (3.132) 退化 为 热流 向 量 与 温度 梯度 
之 间 的 关系 式 : 


L gil, E), (6.203) 


=0,€m = 1,2,-°). 


T=T = 


qo = q)(0,E, Vo). (6.205) 
它 应 满足 热力 学 限制 性 条 件 (6.204) 式 . 
(3.95) 式 和 {6.205) 就 是 热 弹 性 体 的 本 构 关系 .特别 地 , 当 材 料 为 各 
向 同性 时 , 则 自由 能 ”仅仅 是 温度 和 应 变 不 变量 的 函数 . 如 取 应 变 E 为 
Green 应 变 , 则 (3.95) 式 可 具体 写 为 


Ipa, hahh) 
aG ' jew 
TY = Zelig + pli + yala M - Cpa + gl) C+ pc]. 
Fpl, hal, da) ] 
或 1 2983 
" ag , | (6.207) 
o = 2ol(yol, + ph) E+ pB- ¢1,B°]. 
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如 果 进 一 步 候 定 在 参考 温度 0, 附近 Cs 为 常数 , 则 由 (6.203) 式 , 可 
知 {6.207)| 式 应 上 共有 如 下 形式 


9 = pt Cla E- pth, h), 
0 


m e = 2el (Ye I, + hs Tae + 号 下 一 p:i B '] 中 的 piapa 和 ps 与 8 之 
间 将 具有 线性 依赖 关 系 . 

将 (3.95) 或 中 的 应 力 表 达 式 (或 各 向 同性 材料 的 应 力 表达 式 
(6.207), 式 ) 代入 到 运动 方程 (3.41) 式 ( 或 (3.36) 式 ) 中 , 便 可 得 到 热力 
耦合 条 件 下 的 运动 方程 . 

由 $1.9 的 定理 5, 我 们 还 可 将 各 疝 同 性 材料 的 热流 向 量 16.205) 式 
写 为 


go = (kof +h, C tRC): Vað, (6.208) 
JEF kak Mk, ACF FAV o ARRATERA, Ah. 
和 {V8) (VD AVD CVO ARY) CVAD 的 函 
数 .当然 ,它们 还 依赖 于 温度 8. 
注意 到 go = fF e g 和 V48 = V Ge (6.208) 式 也 可 写 为 
q =f [k hE + (ky kl)B+(kR + BL )B + VO. 
(6.209) 
ERP 9 AHAAA, ER EBEE SRF (6. 204) 式 
-gov VG =~ fq VOS0. 
特别 地 WR kl =- RCO) ka = kaliski =— byt, MCG. 209) 3 
ARAE A Slo) AEM AA Fourier 定律 : 
q--—a(6) Y 日 ， (6.210) 
Et e(2 0) 为 热传导 系数 . 
比较 (3.71) 式 和 (3.73) 式 , 可 知 由 (6.204) 式 左 端 等 号 所 表示 的 能 
量 守恒 方程 
pon = poh — Vo* gos (6.211) 
也 可 等 价 地 写 为 


poô = poh -ZY 
4% (6.199), 式 和 (6.205) 式 分 别 代 人 上 式 的 左 端 和 右 端 , 便 可 得 到 热 传 
导 方 程 . 特别 当 各 向 同性 材料 的 热流 向 量 满 是 Fourier 定律 (6.210) AM, 
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热传导 方程 还 可 具体 地 写 为 


onCeB+r OL E= pht $V (kVA). (6.212) 
对 于 没有 分 布 热源 h HARARE FEA eS FS RA 
b=- g:È, (6.213) 
Po CE 


上 式 称 为 Kelvin 公式 .与 气体 在 绝热 膨胀 过 程 中 温度 下 隆 的 现象 相 类 似 ， 
土 趟 表明 子 固体 材料 在 绝热 拉 伸 过 程 中 也 同样 会 伴随 着 温度 的 下 降 . 

需要 指出 ， 由 (6.212) 式 开 示 的 热传导 方程 是 拖 物 型 的 
{parabolic-type) , 故 热 扰动 的 传播 速度 为 无 穷 大 . 这 与 通常 的 物理 直观 并 
不 完全 相符 合 . 如 果 要 使 热 信 号 以 有 限 速度 传播 , 热 传 寻 方程 就 应 该 是 双 
曲 型 的 (hypetrbolic-type) .为 此 , 曾 有 人 对 Fourier 定律 进行 了 修正 .例如 ， 
在 (6.210) 式 堪 端 , 除 热 流向 量 9 外 ,还 加 上 了 与 热流 向 量 的 (客观 性 ) 时 
间 变 化 率 有 关 的 项 (如 Cattaneo,1948,1958;Vernotte,1958,1961), 或 者 
把 热流 向 量 看 作 是 温度 梯度 历史 的 泛 函 (如 Gurtin 和 Pipkin,1968) .这 类 
模型 称 之 为 “ 热 松弛 ”模型 . 另 一 些 人 (如 Miller, 1971;Green 和 Lindsay, 
1972) 则 将 温度 的 时 间 变 化 率 也 作为 热力 学 状态 参量 来 进行 处 理 . 在 一 
ERAT ,该 理论 仍然 不 违背 经 典 的 Fourier 定律 .这 类 模型 称 之 为 “温度 
率 相 关 ” 模 型 . 以 上 两 种 途径 都 能 得 到 * 双 曲 型 ”的 热 传 尘 方 程 (如 套 凯 文 
献 [6.13 一 6.15]) ,但 其 热力 学 基础 仍 有 待 作 进一步 的 研究 . 

AA EY - 边 值 问题 的 求解 和 实例 可 在 许多 参考 书 中 找到 ， 
但 其 中 太 多 数 仅 限于 小 变形 的 讨论 ,此 处 不 髓 介绍 . 


J 题 


6.1 对 二 各 向 癌 性 超 阐 性 体 , 滤 利用 起 弹性 势 的 各 向 同性 性 质证 明 t6.14) 式 . 

6.2 (5.18) 式 表示 的 是 在 Lagrange 描 述 下 模 观 种 向 同性 超 漳 性 体 的 本 构 关系 ， 
试 在 Euler 描述 下 , 写 出 Cauchy 应力 e SA Cauchy-Green KE B 之 则 的 对 应 关系 . 

63 在 直 前 坐标 系 中 考虑 两 种 加 载 方式 : 

G) (2.35) Ren HA AA 

at= X) +X., 2? —- X*, r X’ >. 
GD 沿 闵 ?方向 的 均 句 拉 伸 
z= X, rN r= X A > 1). 

it BARAK A (6.24) 式 表 示 的 低 弹 性 体 在 以 下 两 种 加 截 路径 下 的 应 力 值 .第 一 
REER O 再 拉 伸 (4;), 第 二 种 路 径 是 先 拉 健 (4,) PB Cg / a.) ,使 以 上 
两 种 路 径 的 量 终 变形 状态 一 样 .请 说 明 最 签 的 应 力 不 仅 与 最 终 的 应 变 状 态 有 关 ,而 且 
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还 与 加 载 路 径 有 关 . 
6.4 试 利用 (6.10) 式 证 明 : 在 等 焙 过 程 中 , 超 弹性 体 的 本 枸 关系 可 与 为 


T = pn xe ; 

6.5 BARRARA V = 3, AP y AEE. AE AM E EE 

条 件 的 各 团 同 性 弹性 材料 的 本 构 关 系 可 写 为 
o=—- pV+altoV, 

上 式 中 o 为 Cauchy ED, 为 非 确 定 应 力 ,ws 和 a, 为 Y 的 第 二 和 第 二 主 不 变量 的 
KH. 

此 外 ,利用 Cayley-Hamilion 定理 ,证 明 工 式 也 可 改写 为 下 一- pV + Bd + 
BV ,其 中 六 为 非 确定 应 力 .8 和 月 为 的 第 二 和 第 三 主 不 变量 的 函数 ， 

6.6 SM Bel 超 弹性 材料 的 应 变 能 W 可 表示 为 左 昼 长 张 量 Y 的 第 二 ,第 
SAGEM BROW = WOCV) ,TID), 试 证 明 以 上 材料 的 本 枸 关系 可 写 为 

e=- PY are! Kaya 

其 中 p 对 应 于 非 确定 应 力 部 分 ， 

6.7 WFR MMM REEMA SA, Cauchy 应 力 e WA 
张 量 * 的 物理 分 其 之 间 满 足 

V12} (04k) — of22)) = (V11) - ¥622))0(12) + Vil3)}et32) — 


6 (13) V(32), 

VOD) (0 (22) — 6 (339) = (V22) — V(33})e (23) + V421) 0413) . 
a {213 V (13), 

Vl (0433) — @ L1)) = (V33) — VAD) 0 (31) + V632) 042) 
ot32) VE2L). 


特别 地 , 当 曲 线 坐 标 系 的 第 三 个 基 向 量 为 Y 的 主 方向 时 ,有 
atll) - 6{22) Vi) - V22) 
atl2) V2 


6.8 ” 现 考虑 由 不 可 庄 超 弹 性 材料 组 成 的 厚 壁 贺 柱 简 的 轴 对 称 变 形 . 简 长 为 上 ， 
变形 前 简 的 内 径 民 , MBER 在 变形 后 分 别 变 为 r A +; .如 果 简 的 内 壁 在 变形 后 夭 
爱 均 布 压 应 力 po . 试 给 出 简 中 应 力 分 布 的 表达 式 . 

6.9 更 考 志 由 可 压缩 超 弹性 泡沫 橡胶 组 成 的 球体 .材料 的 势 函 数 具 有 46.96) 
式 表示 的 Blatz-Ko 形式 .在 球 对 称 静 水 正 po 的 作用 下 ,球体 由 半径 Ry 变 为 ry , 试 给 


hee 与 po 之 间 的 关系 . 


6.10 现 讨论 可 压缩 超 弹 性 圆柱 体 的 扭转 问题 .类 似 于 16.126) 式 , 扭 转变 有 形 吕 
表示 为 
r=r(R), =@+kz， z=Z. 
WSR HE (6.96) 式 表示 的 Blatz Ko 材料 , 斌 给 出 相应 的 应 力 分 布 . 
6.11 现 考 虚 由 不 可 压 超 弹性 材料 组 成 的 厚 壁 贺 柱 简 的 扭转 问题 . 变形 前 的 内 
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径 只 WER, 在 变 撒 后 分 别 变 为 r, 和 rz .如 果 扭 转变 形 可 表示 为 


r= (Ray, 6@=@+kZ, x = a, 


试 给 出 贺 简 内 的 应 力 分 布 . 
6.12 ”站 果 上 题 中 的 贺 柱 简 改 为 实心 圆柱 体 ( 这 时 A — 0), 且 柱 体 两 端 轴 向 应 
力 的 合力 为 零 , 试 给 出 单位 长 度 扭 转角 上 & 与 轴 向 伸 长 比 4 之 间 的 关系 . 
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第 七 章 粘 弹 性 体 


IJ 


$7.1 5| 


在 第 四 齐 中 我 们 曾 提 到 ,材料 的 本 构 闫 系 总 是 与 外 部 作用 条 件 (如 环 
境 温度 .加 载 速率 等 ) 相 联 系 的 . 例如 , 对 于 非 晶 态 高 聚 物 (amorphous 
polymers, W PMMA) , 随 着 温度 或 加 载 速率 的 变化 ,其 弹性 模 量 也 将 随 之 
发 生 相 应 的 变化 .根据 温度 9 与 玻 现 化 转变 温度 9. 比值 的 大 小 ,通常 可 将 
非 晶 态 高 聚 物 分 为 以 下 几 个 特征 区 域 : 

1) RASO, < 1), 模 量 约 为 3GPa. 

2) BESS CO/O, 的 值 在 1 附近 ) , 模 景 从 3GPa 到 3MPa 之 间 . 

3) MARAE, > 1) , 模 量 较 低 ,的 为 3MPa. 

4) 粘 流 态 ,(8 不 仅 太 于 ,而 生还 大 于 粘 流 温度 6) A RDRAM 
性 流体 的 特征 . 

LH, ARI, RRA EA R LER 
构 , 即 过 冷 液体 ), 具 有 较 高 的 模 量 ,可 看 作 是 弹性 固体 ;而 当 温 度 较 高 时 ， 
高 京 物 除 具 有 固体 的 力学 性 质 外 ,往往 还 具有 (粘性 ) 流体 的 力学 性 质 . 

HARE: = 0 时刻 处 于 自然 状态 的 杆 件 , 存 等 温 条 件 下 进行 单 轴 
拉 伸 实验 . 拉 伸 方向 上 的 对 数 应 变 EE 和 对 数 应 力 TW hia EO 和 
T” MA eR EO) = EOOH), EP H(t) 为 Heaviside 单 
AR hem BeAr) S=: <0) HU) = 1C: 0) EEA aE 
体 的 应 力 响 应 TCO) 可 由 图 7.1 来 加 以 表示 . 

Ee") mn rg) 


EXO) no no) 


i t t 


(aA ERRES AOAO (h) SERRE AO (REE RA A i ie 


图 7.1! 炸弹 性 体 的 应 力 松 弛 
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图 7.1 RA, OTE RA ATE OR, BR Bes ye A e, 
这 种 现象 称 之 为 应 力 输 弛 (stress relaxation). 当时 间 赵 于 无 穷 大 时 ,如果 
应 力 趋 于 天 于 零 的 有 限 值 , 则 材料 性 质 更 接近 于 男 体 ,反之 ,如 果 应 力 很 
快 地 趋 于 等 , 则 材料 性 质 更 接近 于 流体 . 

Sef HE We TE TBR T(t) = T(0)}9(z1) ,弹性 体 和 粘 弹 性 体 
的 应 变 响 应 E(0) 可 由 图 7.2 来 加 以 表示 . 


rw be) 
Or a 
t t 
(aoe MIREA (b) 弹性 体 的 应 变易 应 
gE" bE") 
| t — f 


(o) 粘 弹性 固体 的 座 变 响应 (由 粘 弹 性 流体 的 应 变 响应 


图 7.2 粘 弹 性 体 的 蠕 变 


图 7.2 表明 ,对 于 粘 弹 性 体 , 阶 星 应 力 下 的 应 变 是 时 间 的 递增 函数 ， 
RPR RARE (creep). 当时 间 趋 于 无 穷 大 时 ,如 果 应 变 的 时 间 变 
化 率 新 于 零 , 则 材料 性 质 更 接近 于 固体 .反之 ,如 果 应 变 的 时 间 变 化 率 艳 
于 大 于 零 的 有 限 值 , 则 材料 性 质 更 接近 于 流体 . 

如 果 图 7.1 中 给 定 的 EC0) 是 一 个 小 量 AE(0) ,作为 线性 近似 ,应力 
响应 可 近似 地 写 为 

T(t) = 2U ,O)AE(O), (7.1) 
其 中 90:0) 称 之 为 线性 应 力 松 弛 模 量 ,而 (0,0) 为 上 = 0, 时刻 的 瞬时 
弹性 模 量 . 类 似 地 ,如 果 图 7.2 中 给 定 的 TO) 是 一 个 小 量 AT(0), 作 为 
线性 近似 ,应 变 响应 可 近似 地 写 为 

E@ (rt) = Ft ATO), (7.2) 
其 中 1.0) RS ARE ,满足 0,0) = 1/700,0). 

(7.1) 式 表示 的 是 对 应 于 1 = 0, AAI A BRE AE (0) B98 K 
数 .如 果 在 上 = 1, SAAR REAR” , 则 相应 的 响应 函数 可 写 为 

T(t) = Bz, 2, JAE (z). 
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现 考 塌 对 应 于 + = 2, 和 + = 1, HARKER, 
H(t -t DAE G) + HG- JAEP (1). 

这 时 ,可 假定 应 力 响 应 具有 如 下 的 形式 

T(t) = HE AEC, + W(t AEP (7,), 
上 式 中 略 去 了 关于 上 庶 变 增 量 的 高 阶 小 量 . 

如 果 进 一 步 假 定 上 式 对 于 任意 的 足够 小 的 应 变 增 量 都 成 立 ,那么 ,可 
以 特别 地 取 AE = 0. 这 时 ,上 式 应 等 于 9G AED BA Bo, 
n) = ReO SEA BE Ytst) = Fre) .如果 将 以 上 讨 
论 推广 到 N ARPES ON 趋 放 无 穷 大 , 则 可 得 到 由 积 
分 变 示 的 应 力 响 应 函数 . 

由 此 可 见 , 当 应 力 只 应 是 应 变 历史 的 线性 泛 函 时 ,由 Riesz 表示 定理 ， 
可 知 Boltzmann 秋 加 原理 成 立 : 

TO (2) = [Be e)dE™ (2). (7.3) 


MERA +0, PARA ot.) BEF r AIT RR A, PARR. 
对 上 式 作 分 部 积分 ,并 利用 初始 条 件 。 了 (0) = 0,E° (0) = 0,48 
f e, T) 


TP (O = 8 DE’ GU) -| SE Cdr, (7.4) 


其 中 内 r,r) 为 = 时刻 的 弹性 模 量 . 
类 信 地 ,如 假定 应 变 啊 应 是 应 力 历 史 的 线性 泛 函 , 则 由 Riesz 表示 定 
理 , 可 知 Boltzmann 登 加 原理 成 立 


E® (4) = [Herder G). (7.5) 
圭 式 中 的 42.7) 称 为 蠕 变 函数 .对 上 式 作 分 部 积分 后 ,有 
EY (1) = MrT) - f men, “Cr dr, (7.6) 


其 中 Mr,r) = 34,7). 
PREG HA th AR Ce) LP A, o 之 间 的 关系 ,将 (7.6) 
式 代 人 (7.4) 式 , 可 得 
aut ss) 四 E LALE 


TY (3) = T” (+) -| [ate as ats, s) as 


T (sds -f Ae, Df ass PTO (de |as. 


as 


因此 有 


人 
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Rr, n es) Ss) 4 1 agtt.s)} -| a3tr, tr) AM) 


ts,s) ds ar as 
(7.7) 
将 上 式 由 了 到 # 对 * 积分 ,并 交换 右 端的 积分 次 序 ,有 
Daed 90. T+ | gs 5 as 
t Itre ae 5) 
«ME Ea 
注意 到 Mr rc) = ote. +) 可 得 
,I MET) - f att Mag, Tdr = 1. (7.8) 


上 式 对 任意 芽 志 1 MR, CE 六 1,7) 与 绒 t,7T) 之 间 所 应 满足 的 关系 
x. 

在 以 上 讨论 中 ,tz,r) 不 仅 与 有关, 而 且 还 与 r BH, TAKA 
具有 老化 特性 的 粘 弹 性 介质 (aging viscoelastic media) 的 力学 行为 .如 果 
应 力 松弛 函数 具有 时 间 平 移 不 变性 (time-translation-invariant) , M) 22, 
OTERA it- r), 它 可 用 来 描述 无 老化 粘 弹性 介质 (nonaging 
viscoelastic media) 的 力学 行为 .对 于 无 老化 粘 弹 性 介质 .(7.8) 式 可 写 为 


Hir- 
Ht — THY) +f Ra- 7) MHD 


ar 

HSN 2 -rr) 是 其 蛮 元 的 单调 递减 函数 RA tS TN 2-7) S 
a2 — 了). 因 此 ,上 式 不 应 小 于 
Ha- TAO + Ra- TAAG- T-O] = 5a- TO 
- T}. 
这 说 明 ATERA = :一 本 之 0, 总 有 

NA (7.9) 
BY: = 和 时 ,上 式 取 等 号 

(034%, (0) = 1. 

以 上 讨论 表明 了 粘 弹 性 介质 中 的 应 力 ( 或 应 变 ) 响应 的 应 变 { 或 应 

力 ) 历史 相关 性 , 这 种 相关 性 可 通过 应 变 ( 或 应 力 ) 历史 的 时 间 积 分 来 加 
以 描述 ,也 可 通过 其 他 途径 来 加 以 描述 . 下 面 ,我 们 将 介绍 几 种 在 有 限 变 
形 下 的 三 维 粘 弹 性 本 构 模 型 . 
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$7.2 Green-Rivlin 多 重 积分 型 本 梅 理论 


(一 ) 本 构 关 系 的 导出 


在 第 四 章 中 , 当 假 定 Cauchy 应 力 是 变形 梯度 历史 的 诈 函 时 ,可 根据 
客观 性 原理 得 到 (4.48) 式 , 或 等 价 地 写 为 

a(t) = R(t)- (ë, HEC) t+ Re), (7.10) 

其 中 表示 对 应 于 初始 时 刻 to 的 参考 构 形 ,下 (r) = UX, r) -了 表示 

rz 时 刻 的 工程 应 变 ( 也 可 服 百 (r) 为 + 时刻 的 对 数 应 变 ) APS ee Be 

BR. 为 讨论 方便 起 抑 ,下面 将 取 n = 10, 并 略 去 好 的 下 标 .多 .因此 ,在 直 

APRA, LAM SRE RA 
a(t) = Rp(t)Ry(t erm Emte) tt. (7.11) 
MOS cr <r LEERME AR g(r) 和 yw(r), 现 定义 内 积 


(p,p) = [egode ABE y 的 范 数 | pl =v pp) BEEE 


了 相应 的 Hilbert 空间 .如 很 定 Euv(r) EROS ra: EMER RH, 
则 它 可 在 某 一 选取 的 标准 正 交 完备 基 | pg'“(r)| 上 展开 为 


Ew (t) = > Eiwp™ (r), (7.12) 
(1，( 当 a = 2), 
ta) a DY L 
其 中 p (2) HE Co 9) oye) 
而 EG. = | Em r) e” (eax 


称 为 对 应 于 tg (r)! 的 Fourier 系数 ， 

以 上 Hilbert 空间 中 的 标准 正 交 完备 基 有 很 多 .例如 可 取 
| L, (a = 1), 
g(r) -< 


[Zol - 1}nrjt], la = 2,3,.°). 
由 Bessel 不 等 式 

SHES << | Ewwtr) Il, 
yA St AO Mi BOM # 足够 大 时 ， 


D Eie” (r) 
a=l 


于 
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可 和 作为 Eww (rr) 的 最 佳 近似 , 且 当 nw 一 co AT Eir). 

现 假定 (7.11) 式 中 的 jpg 是 Euwv(r) 的 连续 证 函 , 则 利用 连续 泛 函 的 
Fréchet 展开 ,对 应 于 给 定 的 标准 正 交 完备 基 | p'" (r)i dng Eww (r) H 
可 近似 由 下 各 fa = 1,2," ,nn) 的 多 项 式 函 数 oa (EM Eww EWR) 
来 加 以 表示 , 且 当 n 赵 于 无 穿 太 时 ,有 ay = lim apo (Ew Eora 
Eun): 

VAL 2st eee AA PRAMAS m H : 

Epa Ev Eua = | ef TE de eD 

BBS 

gis Ct Eww Cor) Evy, (Cra) Eyy (rjdrdra dr. (7.13) 

因此 , 泛 函 oro Erle) | 可 近似 地 表示 为 


jo E(t) = DoH), (7.14) 
土 式 中 的 oe (t) 可 通过 积分 核 Kran NOUM N 写 为 


ory = [ff Kogu, w, “MAN, it, Tp Tass Ta Eu w, ( Ti Ew s, ( Ta) 
L a e 
eH 5} 
Ey wy, (rz, Jdz,dry*dr, f (4 È = 1 时 ) ` (7. 15) 
且 当 = BFARAN FT 


Geo NEww (7) Il = lim D> of. (7.16) 


现 考虑 两 个 完全 相同 的 ,但 在 时 间 上 滞后 a AIRE AF, 
满足 
F(r) = F'(rt+ a). (7.17) 
显然 ,这 时 也 有 
E(r) = E'(rt+a). 
假定 材料 性 质 具 有 时 间 平 移 不 变性 , 即 对 任意 的 g Fir) = Erta) 
时 ,要 求 有 
omalt) = om (ita). 
这 相当 于 要 求 有 
om (t) = altta), (k= 0,1,20). 
上 式 可 具体 扫 为 
0 Kin nt arm) 


a 
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E’, N, (r, JE “wy, (r; Jr Egy, Ch Jdridr dr; 


= [fof Kron moa es steer) Eua, Cr) Bags, Cm) 
Eun (te Ydridr; dr,- 
VERA oc, = zr 一 a,{i = 1,20 k) ,并 注意 到 
Euy (Ti ta) = Eys (ri), (i = 1,2,,k). 
上 式 还 可 写 为 
om (t) = Eef Krons em (+ + aty tat; ta) 


Ep n (11) Ey, y, (02)° Eyn, (Ge de dzz de, 


— inl | Kem, y MN {fitam ta... ta) 
odo 0 1 ek 
Ey, x, (r, Eun, ( r2) Evy, (rc, Jdridr "tdr. 


因为 上 式 对 任意 a ORY KAS e = 一 1. 所 以 ,上 式 中 的 积分 核 应 具有 
如 下 的 形式 


Koay, + aye, tastit +a) 
= Kooy sayy, (0.01 fot > t) 
由 此 可 见 ,对 于 满足 时 间 平 移 不 变性 的 无 老化 材料 , 《7,11) 式 中 的 are 
Eww (tr) 可 用 多 重 积分 表示 为 
br HEt) = De) = KRO + | Klett- By (edde t 


ar t 
(2) 
|, [Ke sen, C -T ii ti) Ey w, ( TEx N, (ct, )dr,dr, 十 "十 


| Ct T Pist = Taata = 7, ) 

LEB 

Emos 《zi Eww, Cry) Enn, (x, jdridry dr; + >. (7.18) 
如 果 初 始 时 刻 无 残余 应 力 , 则 of (t) = Kit) = 0. 

此 外 , 应力 响 应 也 可 写作 是 应 变 率 历史 的 泛 函 . 这 时 , 上 式 中 的 
Em (r) 要 改 为 相应 的 物质 导数 EmO ,但 积分 下 限 需 改 为 0. ,以 便 可 
BHA ¢ = 0 时刻 的 钥 态 响应 ,如 果 记 


_ foes t 
ag = [ | -f Kiam Nosy (E Tii — Tt m) 
a 0 _ oO Vol k k 
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Eun (ty)Ew,y, (a)i Èn (dey dt (7.19) 
则 由 Lagrange ©) ny 2 K Y HS Mee ae A Be A ES TH 
o = R(t)+o HE (r) Re), (7.20) 
或 a, = Relt)Re(t)onm Ente) i, 
其 中 
sm (DT = Yao, (7.21) 


(=) 初始 各 向 同性 粘 弹性 体 的 本 构 方 程 
对 于 各 向 同性 粘 弹性 体 ,(7.20) 可 写 为 
e = 人 sfz) H, (7.22) 
其 中 En(r) = R(t) E (r): RTG). AE, RoR aE (t) 仍 可 由 (7.19) 
RM & 重 积分 来 如 以 表示 ,只 需 将 式 中 的 ERA Er .由 各 向 同性 张 量 表 
示 定 理 可 知 ,该 式 中 的 被 积 函数 是 由 已 sx( 5,)(i = 1,2,…,) 及 其 不 变量 
所 表示 的 对 称 多 项 式 , 且 线 性 地 依赖 于 每 一 个 Erli). 


例如 ,对 于 一 重 积分 ,由 于 被 积 函 数 是 线 仁 依赖 于 Erle) 的 各 向 同 
EKER, , 故 利用 (1.208) 式 后 ,一 重 积分 可 写 为 


| (Ke r, )(trEg(r,))E + Ky(t — r) Ep (4, ) Jdr. (7.23) 


对 于 二 重 积分 ,由 于 被 积 函 数 是 线性 依赖 于 Ea {zi) H El) 的 各 
向 同性 张 量 函 数 , 故 利用 (1.209) 式 ,并 取 其 中 仅 线性 依赖 于 Erl) 和 
Eln) 的 项 ,可 将 二 重 积分 写 为 


| I, 1K,(¢t 一 Ti 一 zr, )(trE p(t, trE,(t,))E + 


Kili- rt- r)tr(Eg(r,) « Eg(t,)) 1 + 
RN t,,t — riel Eple) Epler) + 


K,(t rst- t))[Ep(r,) + Eglr:) + Egla) * Egl, )]ldridrz; 
(7.24) 
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上 式 中 ,对 应 于 K; 一 tist - n) 的 项 实际 上 是 将 积分 式 
I, f EAE TTT r:MirEplri)) E(t) + 


Jít 一 Ti 一 ri )(trEp(t,))Ex(r,)]dr,dz, 
的 第 二 项 作 变 数 替 换 ,再 合并 系数 后 得 到 的 : 
天 (rr 一 ty= 人 + r,t— rt,). 


三 重 积分 可 作 类 似 的 讨论 HRA RY RUE EM: 
1) lE, + E, © EM, 
2) te(E, tr,» EI, 
3) tr Etr( E,)u( E, I, 
4) tr(E,)tr(E,)E;, (7.25) 
5) tr(E, © E,)E,, 


6) (E )(E, + E, + E, + E,), 


7) E, E. E, + E, E,- E, 


Hp E, = Eln) (i = 1,2,3), 各 项 前 的 系数 { 核 函数 ) 具有 如 下 形式 
K lt- rt cot- 01),(m = 7,800). 
上 式 中 未 出 现 的 项 都 可 利用 变数 替换 而 归结 为 (7.25) 式 中 的 某 一 项 . 
然而 ,以 上 七 项 并 不 是 完全 独立 的 .如 令 E, = A,B, = BYE, = C, 
则 由 推广 的 Cayley-Hamilton 定理 (第 一 章 习题 1.11) ,可 知 
(A+ B+C+B:C-A+C+A+B+C-B-A+B-A+CH 
A>C:B)-[(B-C+C-+B)trA+(C+-A+A+>C)rB+(A+B+ 
B> CtrC] + Al (1B) (trC) 一 tr C)) + BEC) (A) - CC - Ad) + 
C[(trA}(rB) -r(A - B)] - F)(trA)}(trB) (tr) -lira B + C) + 
(rBjl EC- A) + (rC)u(A + B)]+ (A+ B+ C) tuC B+ A) 
=0. (7.26) 
说 明 (7.25) 式 中 的 七 项 应 满足 约束 条 件 (7.26) 式 , 即 (7.25) 式 中 只 有 六 


项 是 独立 的 . 故 在 积分 表达 式 中 ,可 以 略 去 其 中 基 一 项 , 例如 ,可 略 去 
(7.25) 式 中 的 第 六 项 . 
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显然 ,我 们 还 可 以 讨论 多 于 三 重 的 积分 .一般 说 ,(7.21) APRS 
积分 重 数 越 老 ,表达 式 也 就 越 精确 . 对 于 简单 剪 切 问题 ,前 应 万 是 前 应 变 
的 奇 函数 , 故 不 出 现 二 重 积 分 .因此 ,为 了 描述 材料 的 非 线 性 性 质 ,至 少 应 
将 积分 型 本 构 关系 展开 到 第 三 重 积 分 .这 时 ,本 构 关系 表达 式 中 将 会 含有 
12 项 (其 中 一 重 积分 有 两 项 ,二 重 积分 有 四 项 ,三 重 积 分 有 六 项 ). 当然 ， 
要 通过 实验 来 确定 12 个 积分 核 函 数 是 十 分 图 难 的 . 

Lockett 曾 研究 过 展开 到 第 三 重 积分 的 一 维 Green-Rivlin RW KK A 
三 维 Green-Rivlin 本 构 关 系 , 并 详细 地 讨论 了 如 何 通过 实验 来 确定 积分 核 
Pa BD a. ie A BH FS. Lockett 所 写 的 &Nonlinear Viscoelastic 
Solids) (1972) (SCHR(7.2]) ,此 处 不 再 介绍 


§7.3 单 积分 型 的 本 构 关 系 


多 重 积分 型 本 枸 关系 中 的 多 变量 以 函 数 需要 由 大 量 的 实验 来 加 以 确 
定 ,这 在 实际 应 用 中 是 非常 不 方 使 的. 为 了 简化 问题 的 讨论 ,有 时 可 采用 
单 积分 型 的 本 构 关 系 ,用 来 描述 某 些 给 定 条 件 下 的 材料 力学 行为 .下面 ， 
我 们 仅 列举 两 种 有 代表 性 的 单 积分 型 本 构 关 系 . 


{一 】BKZ 模型 


Kaye{ 1962) 以 及 Bernstein, Kearsley 和 Zapas(1963) 兽 建 议 过 以 下 形 
式 的 单 积 分 型 本 构 关系 , 称 之 为 BKZ 模型 {或 KK - BKZ 模型 ). 现 对 该 模 
型 作 简要 地 介绍 . 

1) 不 可 压 固 体 的 BKZ 模型 

利用 (4.55) 式 , 我 们 可 将 Cauchy 应 力 写 为 


el) = FEO) TH HCO; CO) he FPG). 
当 材料 不 可 压 时 ,上 式 需 改 写 为 
o(t) =- pl t+ py F(t): T, Er) 4+ F'G, (7.27) 


其 中 泛 函 是 一 个 二 阶 对 称 张 量 ,s = 1 r,E(r) = EC) - 站 为 


T 时 刻 的 Green 应变 .如 果 进 一 步 假 定 科 料 是 初始 各 向 同性 的 , 且 T, EX 
F E(r) 的 线性 泛 函 , 则 根据 对 {4.113) 式 的 讨论 和 各 向 同性 张 量 表示 定 
理 , 可 将 上 式 表示 为 
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TAE = Core ([ CG- oagtodrj+ 


2 TG- r)E(r)dc. (7.28) 


上 式 对 应 于 (4.113) 式 中 的 t =- ©, PC, 为 常数 ,C， AC, 为 材料 
KH. 
对 于 阶梯 应 这 Elt) = Eo H(z) ,其 中 日 (1) 为 Heaviside 单 位 阶梯 函 
RE, 与 时 间 无 关 , 则 上 式 可 简化 为 
T, HE(r i = Cyd + (CC (NrEDT + 20,0)E,, 


其 中 CD = | Oar) = [ Coar. 
于 是 , 当 t 一 co BY (7.27) 式 化 为 


~ @ 
e=- pl + pF 7 E", (7.29) 
1 2 2 
= CotrEy + —C,(rrE,)’ + CatrE;, 
其 中 多 ott hy 7M TE) 2trEn (7.30) 


G = C(%), C= QG}, F= F(@). 
AAs FE, 的 右 Cauchy-Green KH C = 2E, + 工 ,其 第 一 、 第 二 不 
变量 为 
L=u0C, L= Fn ~ ire’), 
C7. 30) 式 还 可 写 为 
1 ， 1,1 2 1 
B= (yOu t CN 30+ FG + CHU, 3) z Ch 3). 


(7.31) 
它 对 应 于 Signiorini 建议 的 超 弹 性 本 枸 势 (6.91) 式 , 表 明 单 积 分 型 本 构 方 
程 (7.27) 式 和 (7.28) 式 可 用 来 描述 长 期 加 载 时 处 于 平衡 态 下 的 固体 的 
力学 行为 . 
2) 不 可 压 粘 弹性 流体 的 BKZ 模型 
Cauchy 应 力也 可 以 通过 相对 变形 梯度 历史 的 泛 函 由 (4.50) 式 来 加 
以 表示 .对 于 各 向 同性 材料 ,(4.50) 式 还 可 等 价 地 由 (4.53) 式 表 示 为 
a(t) =o, fc.(r), BG) 8. (7.32) 
FEE ed Fem LC (7) 是 对 应 于 相对 变形 梯度 F,(r) 的 右 
Cauchy-Green 张 量 ,B(t) 是 1 时 刻 的 左 Cauchy-Green 张 量 .显然 ,上 式 也 
可 以 表示 为 Cr) AWRA. AA F, Cr) MSE Or) = Fp (e), 
表示 了 以 + 时 刻 的 构 形 作为 参考 构 形 的 变形 梯度 ,所 以 
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CIr) = 下 Cr) F; (r) = F(t) + F(t) = B,{t) (7.33) 
是 相对 于 时 刻 的 左 Cauchy-Green E. 

现 考虑 以 + 时刻 的 构 形 为 参考 构 形 的 不 可 压 超 弹 性 体 ,由 (6,13} 式 ， 
t 时 刻 的 Cauchy 应 力 可 表示 为 


a 
o.l) =- pol + 2p (a) je FT). (7.34) 


其 中 多. 是 以 C,(7) = FI) F(t) BETES 
同性 材料 d 可 表示 为 C.(t) (或 B.{1)) 的 第 一 和 第 二 主 不 变量 Llr} 
和 I(r) 的 函数 . 

不 可 压 粘 弹性 流体 的 BKZ 模型 相当 于 假定 t+ 时 刻 的 应 力 是 由 所 有 
r(< zi) 时 刻 的 构 形 作为 参考 构 形 的 弹性 储 能 对 应 力 贡 献 的 总 和 ,由 习题 
7.3,Cauchy 应 力 可 写 为 


， 3 
alt) =~ pi + pof FC) 5 和 ,FT(D)dr， (7.35) 


上 式 中 E, = SiC) 一 了) 为 相对 Green 应 变 .注意 到 
ag, ay 
at, (r) + al, fi } 


pO ' (7.36) 


并 对 B, (2) 应 用 Cayley-Hamilton 定 理 , 则 当 扣 除 静 水 应 力 部 分 后 ,(7.35) 
式 也 可 等 价 地 写 为 


FC) + SB = 2 TOOR 


g(t) =- DERAN p: ‘ele (2) TB (2) dr 
(7.37) 
特别 地 ,{7.35) 式 中 的 y. TAME (7.30) ARA 
yo = C(t rE + SOU - 7) (trE,)? + G- wE. 


(7.38) 
比较 (7.31) ATEC 36) 式 中 的 系数 为 


2| 2% 
ahir) a yl 


1{r) = C0- + ace ~r)(U,()-3)- 
(i 一 rT), 
ape h 
23 一 Č (t-r). 
故 可 将 表达 式 (7.36) 式 代 人 (7.35) 式 而 得 到 
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a(t) =- ph + pol ICG z) + 8G - rB, -3)- 
C(t - r} ]B, + C(t -— r) Bildr. (7.39) 
现 讨 论 在 t = ONAMRASO RE BY 的 应 力 松弛 特性 .由 
BG) ih ( 当 t < 之 0, 或 1: > 0,r >0), 
(BP, (5: >>0 和 zr < 0). 
(7.39) 式 将 简化 为 


oe) = = pT + pyle) + FC (BY -3) - CC] BO + 
EGBO Y, (7.40) 

其 中 Cb) = | Cotsdas, 
G (a) =| CC)ds,r (7.41) 

Cate) = | C3)ds, 


需 注 意 ,上 式 中 的 C(t) ,C(x) AGO HAST AT RE BKZ 
型 中 的 Co .C 和 C: .之 所 以 采用 相同 的 符号 ,只 是 为 了 便于 对 以 上 两 种 
本 枸 关系 进 行 比较 而 已 .事实 上 ,雪上 一品 时, (7.41) 式 中 的 Cir), 
C (71) ,Ct1) 将 趋 于 零 . 因 此 , 除 静 水 压 外 ,并 不 存在 长 期 加 载 下 的 平衡 
态 .可 见 (7.39) 式 更 适合 于 描述 流体 的 特性 . 

Zapas 和 Craft(1965), Larson 和 Yalesanof1976) , Osaki (1981) 曾 通 
过 二 次 阶 茎 应变 实验 对 BKZ 模型 进行 了 检验 .实验 结果 表明 , 当 两 个 阶 
牙 应 变 河 方向 时 ,采用 流体 BKZ 模型 来 模拟 材料 的 粘 弹 性 性 质 还 是 比较 
人 台 理 的 ,但 当 两 个 阶 牙 应 变 反 方 问 时 ,BKZ 模型 与 实验 结果 并 不 完全 一 
致 .此 外 ,Attang 等 (1988) ,Chan Man Fong 和 De Kee(1992) 也 对 BKZ 模 
型 进行 过 实验 研究 . 


(2) 有 限 线性 粘 弹 性 模型 


1) Lianis 模型 
(7.32) 式 表 明 , 对 于 各 向 同性 材料 ,: 时 刻 的 Cauchy 应 力 e 仅 依赖 
FBTR AUB Ce) 以 此 相对 右 Cauchy-Green JK C ie) 的 历史 .根据 各 


向 同性 张 量 函数 表示 定理 (1.209) 式 ,以 Bt) 和 C(r) 为 变 元 的 各 向 同 
性 张 量 函 数 具 有 如 下 的 形式 ， 
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DBE CAAT) = pE + pB + pC, lr) + pB + pC (rY + 
g:(B + C, (r) + €, (1) B) +g, (B -C (r) + 
C.(2) +B?) + g [B+ CY + (6, (2) + B), 


其 中 CCr) BC, (1) Hr WER oy. 0.0 GBB AIC, (7) 的 联合 不 
恋 量 的 函数 ， 

如 果 变 形 比 较 缓 慢 , 则 可 假定 slr) 是 C (r) 的 线性 泛 函 .这 时 ,对 
于 不 可 压 材 料 ,(7.32) 式 可 写 为 

a(t) = — pl + 9,B + 9B’ + 


a=) 


Sf K, (t-o) [BE > C,(r) + C.(r) + Bo ]dr + 


SU) Kale = BCB > È Cer, (7.42) 
其 中 gp Me, A Br) DERG RH BR, K (a = 0.1.2) M Kela p= 
0,1,2) 除了 依赖 于 BO) 的 主 不 变量 之 外 ,还 依赖 于 时 间 1 - z. 

Lianis(1963) 对 上 式 作 了 进一步 的 简化 .他 假定 : (i) pJ HS a 
K, AWK, PRAT BC) HERES. Gi) 在 长 期 加 载 (: 一 Oo) RAPA 
在 短期 加 载 条 件 下 ,(7.42) 式 可 退化 为 具有 Mooney 形式 的 超 弹 性 本 构 
关系 , 即 可 退化 为 (6.58) 式 的 形式 ,但 其 中 B 的 系数 为 I， = trBtt) 的 线 
性 函数 ,而 B? 的 系数 为 常数 . 

不 难看 出 ,如 果 设 ， 


(i) Fi = pol Cs + ECI - 3) - Cil,gs = mC} (7.43) 


其 中 C,.C,.C, 为 常数 . 

Gi) 42> of. K, — 0 H K, > 0. 

(iit) Ky = Ky = Ky = Ky = Ky = 0. (7.44} 
则 Lianis 的 假定 可 以 自动 满足 .这 时 ARP R742) 式 可 简化 为 


a(t) = = ptt al Cy + ZCC -3)-C3BCD + 


CB (t) + ?| Kolt- OC, (rdr+ 
[KG - r)[B. C,(r) + C, lr) > B]dr + 


f K,(t - r)[B? + È,(r}+ È, (t): B’ Jdr + 
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+B| KaG- ulB: Cr)jdr. (7.45) 
事实 上 ,对 于 阶梯 应 变 tE: > ORT, 
( ) 7 P (r > 0), 
Gir) = B.'(+) = Bi',(rt <0). 


其 中 B, 不 随时 间 变 化, 便 有 


C(t) = B+ CP - B )H(t), C(r) = (1- Bi)S(r)， 
(7.46) 
式 中 的 8(r) Ae- 函数 .如 果 将 上 式 代 人 (7.42) 式 ,并 利用 (7.43) 式 , 便 
得 到 
a(t) =~ pI + lC, + ACIU -3)- C)B, + CB; + 


512K, (1) [Be 一 下] + S VI Ka (2) B5 tes 一 By]. 
af WL, C744) 式 成 立时 ,由 f 1 以 及 Cayley-Hamilton 定理 
B; = BY - 1,B, + 1if, 
上 式 可 化 为 具有 Mooney 形式 的 超 弹 性 本 构 关 系 : 
olt) = —- pl+ lal anal -3)- Ci] +20 K,(t) 7, + K, Cr) - 


K (D) + Ky (2), — 3) By +o, + 21K, (2) — Ky (2) iB}. 
(7.47) 
上 式 中 ,已 将 含 工 的 项 合并 到 关于 吏 水 压 的 右 端 第 一 项 中 . 
与 (7.40) 式 比较 ,可 知 上 式 与 BKZ 模型 的 系数 之 间 有 如 下 的 对 应 关 
系 . 
poCalt) = po Cy + 2[2K, (4) + K Ci) ], 
oO, (2) = py Cy, + 22K) + Kal), (7.48) 
poC2(t) = po Cy - 2[ K,(t) — Kz, (4) ]. 
因此 , 当 描 述 材料 在 阶梯 应 变 下 的 应 力 松弛 特性 时 ,Lianis 模型 与 BKZ 模 
者 是 等 价 的 . 
文献 [7.2] 对 如 何 道 过 实验 来 确定 BKZ 模型 和 Lianis 模型 中 的 材料 
参数 (或 函数 ) 作 了 详细 的 介绍 ,并 对 这 两 种 模型 的 适用 性 进行 了 相应 的 
讨论 .考虑 到 Lianis 模 型 中 有 四 个 应 力 松 弛 函数 ,因此 ,与 BKZ 模 型 相 比 ， 
需要 有 更 多 的 变形 历史 的 实验 才能 确定 (7.48) 式 中 的 CC .CC M 
KOK ORK G) .Ku(t). 有 关 这 方面 的 内 容 可 参见 文献 [7.2] ,这 
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里 不 再 讨论 . 
2) MeGuirt-Lianis 模型 
PLAS SE EAE PRE RASA RE 
问 沿 x) 方向 , 则 
x, = Xi[l+ (à -1)H(¢)], 


a, = Kll+ (a? - DH()I, 
a, = X,{(1+ aT -1)HQ)). 
故 当 上 > 0,r < 之 0 时 ,相应 的 B.(1) 可 由 主 值 表示 为 
B.(t) = diagla’,a' avd, (7.49) 
因此 下 = ar t2at. 
FRA BE OR m He h A AE BRE ; 
x, = X,[1+(A-DHCH)), 
x, = X,[1+ (à - 1)H(¢)], 
z, = X [1+ (A% -1)H(2)]. 
4i>0,7 之 人 0 时 ,相应 的 B, (1) 可 表示 为 
B.(i) = diagla’,a?,a“]. (7.50) 
因此 了 = 2a +a. 
将 (7.49) 式 代入 (7.47) 式 , 并 由 es = 0 消去 p, 可 知 当 1 > om, 
平衡 态 下 的 应 力 ont = o(t) 可 表示 为 


# 1 af + 
sp = i = pu [30 + Cj -1)+ 
pol Cy + CIAT + pel Cy - C4). (7.51) 


类 似 地 ,将 (7.50) 式 代 人 (7.47) 式 ,并 由 es = 0 消去 户 , 可 知 当 :一 
oo 时 ,平衡 态 下 的 应 力 gj1 (1) = oallt) = ol) 可 表示 为 


oy = ae = azc + c; Ja? + + 一 3) 一 
Pa Cà? + pol Co + 2C,). (7.52) 


Goldberg 和 Lianis(1967) 对 丁 葵 橡胶 (SBR) 等 高 聚 物 进行 了 实验 研 
完 ,发 现 以 上 的 材料 常数 满足 却 C1 + C = 0, 即 Cy = -2C5. 这 时 (7 
51) 式 和 (7.52) 式 分 别 化 为 


e 1 rae : : 
ay = Hy PoC A + pol Co -C ids 
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和 af 一 Fo + py Cy — C4). 


Aol! 与 1 AR y 与 扩 之 间 不 仅 具 有 线性 关系 ,而 且 还 具有 相同 的 斜 
率 和 截 距 . 

然而 ,MecGuirt 和 Lianis(1967) 在 对 丁 革 橡胶 (SBR) 所 进行 的 单 加 和 
双向 拉 仲 实验 表明 ,ei 一 4 及 oi ~ 入 之 间 虽 然 可 近似 认为 具有 线 
性 关系 ,但 却 没 有 相 倍 的 斜率 和 截 距 .可 见 ,Lianis 模型 并 不 能 同时 描述 
单 向 拉 伸 和 双 疝 拉 伸 实验 中 材料 的 应 力 松 弛 特性 . 

基于 以 上 讨论 ,MeGuirt 和 Lianis 对 (7.45) 式 作 了 相应 的 修正 ,认为 
(7.45) 式 中 的 材料 参数 和 应 力 松弛 图 数 还 应 该 依赖 于 吾 (f) 的 第 二 不 变 
量 了 .它们 所 建议 的 本 构 关 系 可 写 为 

o(t) = — pltpolaoctal(l -2)7-a l all(l,— 3)]B+ 


[ap + all - 3)]B: +2| Rali -rc)C, (rdr+ 
2{T, -3f Kiat- rz)C,(r)dr + 


f Ki- eB È, (r) + C, (1) + Bldr. (7.53) 


上 式 中 有 四 个 材料 常数 和 三 个 依赖 于 时 间 e 的 应 力 松弛 函数 需要 由 实验 
来 确定 . 由 于 (7.53) 式 的 给 出 具有 一 定 的 随意 性 ,因此 其 适用 范围 还 有 
待 进一步 检验 . 

在 结束 本 小 节 的 讨论 之 前 ,我 们 还 要 对 变温 条 件 下 的 单 积分 型 粘 弹 
性 本 构 关系 作 一 点 说 明 . 为 了 将 本 小 节 在 但 定 温度 下 的 本 构 关 系 推广 到 
变化 温度 的 情形 , 常 引进 所 谓 “ 折 合 时 间 ”(reduced time) 的 概念 ,其 定义 
为 


t) = [,aloce’ dae (7.54) 


上 式 中 8 为 温度 ,a(8) SiR EAS PAD RZ AB WW (shift function), 
它 在 参考 温度 6, 下 等 于 1, 即 a(6,) = 1. PARRA RE 
wat “it Sas lal” © 的 引 人 来 六 以 描述 的 .例如 ,在 变温 条 件 下 ,Lianis 模 
型 (7.45) 式 中 的 K, Ct- r), Ce = 0,1,2) 和 和 Kit{t - ce) 应 分 别 改 为 
KEG) - €€r)) Ca = 0,1,2) AK, (02) 一 5(r)). 特 别 地 , 当 温 度 恒 
定时 :8 = 6, + 名 ,有 “= a(z, 3 logt = loga(8,) + log: KO EH 
系 世 称 之 为 时 - BEAR. McGuirt 和 Lianis(1968) Æ - 30€ 到 277 
温度 范围 内 对 丁 匠 橡胶 (SBR) 所 作 的 实验 以 及 其 他 的 一 些 实验 表明 ,在 
一 定 范围 内 ,时 - 温 等 效 关系 是 成 立 的 . 
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§7.4 高 聚 物 本 构 关 系 的 瞬 态 网 络 模 型 


(—) 变形 能 密度 


(1) 引言 

在 第 六 章 关 于 弹性 体 本 构 关 系 的 讨论 中 ,我 们 曾 简单 地 介绍 了 橡 胺 
弹性 的 分 子 网 络 模型 .该 模型 是 建立 在 某 些 简化 假设 基础 二 的 .对 于 橡胶 
弹性 体 来 说 ,由 于 温度 远 高 于 玻璃 化 转变 温度 ,因此 可 忽略 分 子 之 间 Van 
der Waals 力 的 作用 .对 于 粘 弹性 体 , 我 们 仍然 可 以 建立 相应 的 分 子 网 络 
模型 .这 里 ,我们 将 保留 $6.3( 四 ) 的 前 四 个 假设 ,但 由 于 材料 的 温度 在 
玻璃 化 转变 温度 附近 , 需 考虑 分 子 链 的 松弛 特性 .这 时 ,可 认为 高 豪 物 是 
由 M 种 类 型 的 分 子 链 网 构成 的 ,不 同类 型 的 链 网 对 应 于 不 同 的 松弛 特性 
( 即 对 应 于 分 子 链 的 不 则 的 特征 长 度 ). 两 端 处 于 不 同 结 点 的 一 条 分 子 链 
可 简化 为 一 根 非 线性 弹簧 .由 于 微 布 朗 和 运动 , 链 的 一 端 可 能 会 与 结 点 断 开 
(breakage) ,而 已 经 断 开 的 链 的 一 端 又 可 能 与 邻近 的 结 点 相 结 合 而 重新 
形成 新 的 链 段 {reformation). 基于 以 上 考 虚 的 本 构 模 者 将 称 为 退 态 网 络 
模型 (the transient network model). 

HAERERE. g o) 中 对 应 于 上 时 刻 取 向 为 {g ,wm) 的 立体 锥 
元 sin pdepdo 内 的 分 子 链 数 .如 果 分 子 链 数 非 常 多 , 则 可 用 取向 分 布 函 数 
来 进行 描述 .初始 单位 体积 中 ,r 时 刻 以 前 形成 ,而 在 :时 刻 仍 然 存 在 且 取 
向 位 于 (op,o@) 与 (8+dgo+de) 之 间 的 第 六 种 类 型 的 分 子 链 数 吓 记 为 

KX, lt Tp)sin pdødw. 
JE HH RAR Cpe) 的 第 m 种 类 型 分 于 链 在 r = 0 时 刻 以 前 形成 ,而 
在 :时刻 仍然 存在 的 数 密 度 , 议 及 [rt,r+drj 时 间 内 形成 并 在 1 时刻 仍然 
存在 的 分 子 链 数 密度 可 分 别 记 为 
AX (rp) 


XK, (tO0; p,m) 各 ac 


另外 ,可 将 = 时 刻 形成 ,而 在 ; 时 刻 仍 然 存在 并 具有 取向 (g ,am) 的 第 m 种 
类 型 单 根 分 子 链 的 弹性 变形 能 记 为 W, Grip w) 于是, 当 不 考虑 分 子 
链 之 间 的 交互 作用 能 时 ,初始 单位 体积 中 + 时 刻 的 变形 能 可 假定 为 所 有 
分 子 链 弹 性 变形 能 的 总 和 

Wit) = DEXa (2,03 9,0) W, (2,059.0) +f 


全 (tripo)ydr]， (7.55) 


AX, it rip, w) 
ðr 
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ERP 
(X, 2,0; ww) W, (2,0: 9.0)? 
T 2a 
= | dol X, (2,0; 0,0) W, (2,0; ¢.@)sin pdw, 
n a 


IX Uripo) | (7.56) 


4 元 W, listigo)? 


W, (t,t wsin pdw. 


fap Bare 
因此 ,计算 Wr) 的 问题 将 归结 为 对 函数 OX, rio w) MR Weli, 
ro) 的 讨论 . 

(2) 瞬 态 网 络 的 动力 学 方程 (kinetic equation) 

为 了 简化 问题 的 讨论 , 现 假 定 X, lrig o) 具有 如 下 的 形式 

X,,(¢.t3¢.@) > Kt hlp, w}. (7.57) 

EP Xar) 为 = 时刻 以 前 形成 ,而 在 上 时 刻 仍 然 存 在 的 第 z 种 类 型 的 
分 子 链 数 Alp o) 为 取向 分 布 函数 ,满足 归 一 化 条 件 : 


a ad 
{ae h(g,w)sin gdw = 1. (7.58) 
a ü 


如 果 定 义 第 m 种 分 子 链 在 r 时 刻 以 前 存在 ,但 在 上 时 刻 以 前 断 开 的 分 子 
链 百分数 为 gw (2.7), WA 

X,, (1,0) = X,,(0,0)[1 - g, (2.03), (7.59) 
其 中 X,, (0.0) 为 初始 时 刻 的 第 m 种 类 型 分 子 链 数 .注意 到 [ r,r + dr] 时 
间 内 形成 的 第 m 种 类 型 的 分 子 链 数 为 

IX (t,7) de a 2X) 


or tor dr 
故 还 有 
Aae = Ae g (ivz)]. (7.60) 
利用 恒等式 
XD = Ko) + Eas, (7.61) 
可 得 


X (r,r) = X (2,2) f 1 g,(t,s}]ds. (7.62) 


特别 地 ,(7.61) 式 可 写 为 
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‘aX, Ctar) 


X, (¢,2) = X, (2,0) +| 


ü 


tE 


X, (OO) = (2.00) + | rp COLL = gy (tse) ldel, 
(7.63) 


ERP r(e) = eg py | 为 + 时 刻 第 mw 种 类 型 分 子 链 数 
的 相对 生成 率 

对 于 无 老化 业 弹 性 休 ,其 力学 性 质 不 依赖 于 参考 时 间 , 故 可 假定 第 
m 种 类型 的 分 子 链 总 数 以 及 相应 的 分 子 链 数 的 相对 生成 率 也 不 随时 间 


变化 , 即 


X, (0,0) = 和 (t,t) = KR, = const, 
| (7.64) 


rair) =f, = const. 


Mz, (2,7) 也 可 假定 仅仅 为 上 - r AR: 
gaitar) =z, lt- r). (7.65) 
因此 ,对 于 无 老化 精 弹 性 体 ,(7.63) 式 变 为 


Ba tt) = ANE — galt- r)]dr. 


微分 上 式 后 ,有 
dg, Co?) = ral- EpalE))- (7.66) 
由 初始 条 件 ga) = 0, 得 
Eat) = 1- exp[-7,¢]. (7.67) 
这 时 ,(7.59) 式 和 (7.60) 式 可 分 别 写 为 
X (ti0) = X expl- 7,1), \ 
7.68 
xn - X,.F,expl— F,,(¢- 7)]. 


而 (7.62) RBA 
X (t,t) = X expl- Felt- 7)). (7.69) 
对 于 一 般 的 老化 材料 , (7.64) 式 和 {7.65) 式 将 不 再 成 立 . 这 时 需 设 
TESS A PX, Ce) Ct) 和 gnlter). 在 文献 [7.71 中 ,假定 
En (tor) 满足 以 下 微分 方程 


| 


g, (tr) = 0. 


(7.70) 
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链 平均 弹性 变形 能 (W" AC, 1))). 
解 由 各 向 同性 条 件 ,可 知 h(g,w) = 下, 而 且 (7.75) 式 中 的 (9， 


o) 可 以 是 相对 于 任意 选取 的 直角 坐标 系 中 的 球 代 标 ， 
注意 到 (7.71) 式 也 可 以 写 为 


_ fdg. Fi(t)+ F (2). dt}? 
Aler) = [== rae 11 dg 


U) C(t) + Ur) I], 


(7.76) 
HoP r) = d0/idg | 为 r 时 刻 对 应 于 dt 的 单位 向 量 , 它 在 :时刻 具 有 
方向 上 = dxf | dx 1,€,(¢) = FG): F.G) AMF r 时 刻 的 右 
Cauchy-Green 张 量 , 它 与 B,(2) 有 相同 的 三 个 正 特 征 值 :7 = Aiar) 
q T GT) A p = Ai(t,r): 取 直角 坐标 系 的 基 向 量 沿 C,(1) 的 三 个 
主 方向 , 则 可 将 Cr) 的 方向 表示 为 (po ,wo)( 见 图 7.3). 


图 ?7.3 + 时 肇 取向 为 (goo yan) 的 线 元 方向 U(r) 


于 是 ,(7.73) 式 的 第 一 项 可 利用 (7.76) RERA 
W CAC, r) = CL sin Pocos wy + HSIN’ gasin? wo + 
cos gy) — 1]. (7.77) 
再 代入 (7.75) RA 
(Wo (A(t, rT))) = ef ipf [Cicos wo + 9, sin” ao )sin py + 


93008 po — L]sin gadan. 
& 2 = cos po 并 交换 积分 次 序 后 .上 式 为 


(Wi (ali,r))) = Sef “dan f LC 一 zt) cos” wo + Pasin? wg) + 


Par? 一 1drz 
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C an 
= gf [2( pcos an + sin wg) + y — 3ldwo 


Say, + 42+ 9-3) = Catt (r,e) - 3}. 
(7.78) 
ERP Lir) = LB, CG) = atm tp ABG) 的 第 一 主 不 变量 . 
例 2 对 于 各 向 同性 材料 , 试 计算 对 应 于 (7.73) 式 中 第 二 项 的 分 子 
链 的 平均 弹性 变形 能 6W, (A(t ,7))》. 
解 ”类 似 于 例 1, 对 应 于 {7.73) 式 第 二 项 的 平均 弹性 变形 能 为 


Cc T Zn 
CWE Cacr) = Sef deaf [( pcos wo + sin alsin? go + 
a 


9308" Gy 一 L}¥sin @,day 


C Pid 1 > ` 
= zf dwf [0 — z? (pcos wo + Hsin wy) + 


了 3 z- 1] dz 
Ci ir 3 ， 
wl [373 ~ 10»; + Ans ( y COS wa + 


Psin ay) — ZOC cos e + psin wn) + 


8( peos? wy + sin? wa) + 15]dwy, 
Caa 5 A 
= Fs y + > + 93) + 
2È P t hh T hp) = 10( 9, + ys + P) +15]. 
Mic B.O 的 第 一 和 第 二 主 不 变量 为 
hits) = (B,C) = 9+ m + op 


All T,(t,7) = REB, (t) = apm + aya t+ asm. 
则 上 式 还 可 写 为 
(WS (A(t,r))) = CLr Cre) - 3 + 8[hiz r} ~ 3] - 


(=) 应 力 - 应 变 关系 


(1) 由 变形 能 密度 导出 的 应 力 ~- 应 变 关系 

现 讨 论 等 温 条 件 下 烙 弹 性 体 的 应 力 - 应 变 关系 .这 时 ,由 {3.124) 式 
可 得 

pdy, = pilde - 8,dy,) = T : dE - A'™ dẸ, 
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= T:dE-(T-T'):dE-A' dé, (Af m RA). 


(7.80) 
根据 (3.129) 式 和 {3.130) 式 , 可 知 上 式 中 的 
d2, = (T- T"): dE + A’ dé, (7.81) 
总 是 非 负 的 , 它 表 示 在 变形 过 程 中 的 耗 散 能 .于 是 ,由 (3.53) RA 
= fo: D-2., (7.82) 


其 中 耗 散 率 2, > 0. 
在 等 温 条 件 下 ,(7.82) 式 的 左 端 可 看 作 是 由 (7.74) 式 表示 的 变形 能 
密度 的 时 间 变 化 率 , 可 写 为 


mý = WO) = [x (1,0) FC wraz,oy)) + | Xn (tr) 


dr 


2 


2 (WE GG, edr] + Se (W° (a (1 ,0))) + 


f PNUD eye at ama, (7.83) 


Pat, TAARE EAP W GAG, oD 应 该 是 CO) 或 
Bt) H=ETERER HRK, WIA 
Witse) = W, {h(t er), l(t, Tr), Ts(t,r)). 
这 时 ,(7.83) 式 为 
aX (tit) aa |+ 


Pope = DIES (£,0) 5 sw, (z, of FW t,t)dr 


> Om, G TESI PX, rda (t, cjdr | 


m=1 a otar 
(7.84) 
注意 到 (1.196) 式 : 
alito I(r) 
aC (t) © ae T BETH- C), 
a1,(t,r) 


Jet = Bhirn E (2), 
以 及 (2.130) È 


C.D = 2F™(1)+ D- F(t), 


可 知 
an _ few, af, + at, ae at, Z: 
aD 7 E t or TE * HY Teo l E) 
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i’ aw, (2 aw 
I+ 


= 214s oF, an, * ha ja (2) - ) 


(7.85) 
将 上 式 代 人 (7.84) 式 ,可 知 (7.84) AB Sim BF — TOR A A SH DR 


关 . 如 果 进 一 步 假定 ZOO 和 ? NOD) 与 及 无 关 , 即 (7.84) RAN 
的 第 二 项 与 D 无 关 , 则 利用 (7.82) 式 并 根据 D 的 任意 性 ,可 得 


at eter 


M aw, aw, IW, 
=2>) ofr a, a+ (Se tha =} Bole) - 
aw pi aXa(ts cp, aW, 
em. jo | dr [i al, I+ 
aW, aW, aW, 2 
(or +I, SEBO - Sew Jarl, (7.86) 
aX t,t) 
其 中 da EH FER O Rea For = 0 时 的 值 ， X m (7,0) A 
可 由 (7.59) 式 和 (7.60) 式 给 出 
X (¢,0) = X, 0,0)[1 - g,(¢.0)), 
3X (t, r} (7.87) 


EFE = X,(0,0}r,(r)[1 - gítar) ]- 
将 {7.84) AEA (7.82) 式 并 由 D 的 任意 性 ,可 知 (7.84) 式 的 第 二 个 求 


和 项 对 应 于 - 8, , 它 应 该 是 非 正 的 . 
如 采用 (7.70) 式 的 假定 , 则 有 有 


aX (2,0) _ 


at — r,(t)X,(0,0)[1 - gn (2,03) 
=-r,{t)X,G,0), 


l L (7.88) 
PKD Le Ce) xX (00) re (OL g(t) 


d19r 
-y 0) Ža d 5D 
sad (7.82) 趟 中 的 不可 县 估 写 为 
G= 3 Sorn HAOIS GDW, (i, Daf Se OX, A TW rdr|. 
(7.89) 


需要 说 明 ,对 于 其 特征 时 间 远 远大 于 实验 观测 时 间 的 化 学 和 物理 交 
联 分 子 网 络 ,可 认为 在 变形 过 程 它们 是 不 会 断裂 的 . 对 于 这 部 分 分 子 链 ， 
Her mee g (tr) 始终 为 零 .而 当 (7.70) 式 成 立时 ,这 部 分 分 子 链 的 
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相对 生成 率 rO) 也 要 求 等 于 零 . 故 在 变形 过 程 中 ,这 部 分 分 子 链 的 弹性 
变形 能 相当 于 没有 粘性 耗 散 的 橡 胺 弹性 能 . 

现 假定 对 于 第 m 种 类 型 的 分 子 链 , 永 远 不 会 断裂 的 分 子 链 百 分 数 为 
Xu ,而 百分数 为 {1 - x ) 的 其 余 分 子 链 则 可 能 会 产生 断裂 或 重新 生成 . 


在 这 种 情况 下 ,(7.86) 式 中 的 X, (2.0) BALES 应 由 下 式 表 示 
X,(1,0) = X,(,0)iy, + rl gt,0)1, 
XED L XODA Or af TO 
对 于 无 老化 材料 ,(7. 的 式 和 (7.65) ROR AT A EREA 
X, (2.0) = X, ty, + (1 -— yi aO], 
2X, Kot) =X, - wr [1 - Bt 47). 


将 上 式 代 入 (7.63}) 式 后 再 对 上 微分 , 仍 可 得 (7.67) 式 , 故 有 
X, Ce, 0) = X, ly, + {1 — x, )expl~ raill, | 
_ > (7.99) 
OX, Ate O_o ga Kara expl ~ ratt or), | 
FE X, Al y,, pH n 种 类 型 的 分 子 链 各 数 和 永远 不 会 断裂 的 分 子 
链 百 分 数 .显然 ,(7.68) 式 是 上 式 中 到 y, = 0 的 特殊 情形 . 
对 于 一 般 的 老化 材料 , 仍 可 采用 (7.70) 式 的 假定 . 因此 ,这 时 的 
(7.88) 式 应 改 为 


a 0 

ORG 和 -ac | 
7 i 
Tr => rR (0,01 - y,)7,Cc)L1 - gaitar). i 


(7.92) 
(7.86) 式 考 感 了 材料 的 可 压缩 性 .但 在 实际 问题 中 ,许多 高 聚 物 材 
料 可 近似 认为 是 不 可 压 的 . 对 于 不 可 压 粘 弹性 体 ,Cauchy 应 力 的 静水 应 
力 部 分 是 不 确定 的 . ROW, MAL Cr) 和 Ce) RK, Th 
(7.86) 式 将 变 为 
3 


s=- axol (e +h a | B B,(t) - 


=) 8O | +f, ARNA t air j2. (一 


577) Be (2) [ae (7.93) 


| 


a) 


+ wean arin 
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to r) 


上 和 式 中 的 和 (1,0} 和 可 以 由 {7.90) 式 给 


(2) 实验 验证 

不 可 压 业 弹性 本 构 关系 (7.93) 式 依 赖 于 以 下 两 个 材料 函数 ;分子 链 
平均 弹性 变形 能 W, Ar 时 刻 以 前 形成 而 在 : 时 刻 仍 然 存在 的 分 子 链 数 
Xa (tsr) .所 选取 的 这 两 个 材料 函数 的 合理 性 应 通过 实验 来 加 以 验证 . 

1) 简单 拉 伸 ， 

现 考 虚 直 村 的 简单 拉 伸 问题 .选取 拉 伸 方向 沿 直 角 华 标 系 | XX, X, 
Xj) 中 的 X, 方 癌 .由 不 可 压条 件 ,初始 时 刻 坐 标 为 { 瑟 |, , 义 ; X) 的 物质 
点 变形 后 在 直角 坐标 系 jzi,zrs,zsi 中 具有 如 下 的 分 量 


x =ACK, x TNR, zr) = AYN,. (7.94) 
满足 4(0) = 1. 由 上 式 可 知 


B, (£) = diag[ A CE}, A COAT GO], | 
© TALCEV ade) ate) (7.95) 
B.(t) = dag| (35) > AGY 15] J 


代入 (7.93) 式 并 注意 到 T(t.) 


x lr 


POREO 
) 


a(t) +2(° 3 =) ace] 


ENP ay oa al 
mpeg ca (本 ak A(t) + 


(no ator] AR 


Selig * (HB) Ja (7.96) 
利用 co = a3 = 了 消去 上 式 中 的 pt 


[人 (3 W, z) Jo (r) -A (1))+ 
SE + (RB) Py] GQ) -GBI Jac] 


特别 地 ,对 于 标准 的 松弛 实验 ， 


1, ， 
A(t) = 加 (7.98) 
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上 式 化 为 


oy = 231 |X, (2,00) (Be ) + (Gr) Je -| 
(7.99) 
为 了 进一步 简化 上 式 , 可 假定 不 同类 型 的 分 子 链 具 有 相同 的 平均 弹 


Me 


W,=W,=-=W, = W. (7.100) 
于 是 ,将 上 式 和 (7.91) 式 代 入 (7.99) 式 后 ,可 得 


n aaao lG AGDE- 


(7.101) 
ERP X = Xx, 为 初始 单位 体积 中 分 子 链 的 总 数 ， 
一 1 
Qr) = Eke (1 一 yn L1 — exp(- F,2}] 
=- PD. [1 ~ expl- Ft) (7.102) 
KAEKA, HEP 
X, 
D, = z" - Yn) CDI} m RA). 
下 面 取 几 种 典型 的 超 弹 性 势 函数 来 进行 讨论 : 
(i) 对 于 neo - Hookean 模型 ,有 
XW = p,C, (1, ~ 3). (7.103) 
相应 的 (7.101) 式 为 
all = 2m CU + GO) 人 -元 (7.104) 
GD 对 于 Mooney-Rivlin 模型 ,有 
XW = aC, (1, ~ 3) + po CT, — 3). (7.105) 


相应 的 {7.101) 式 为 
= t > 1 
au = 2pall + ROIC hag) (7.106) 
(iii) 对 于 由 (6.90) 式 表 示 的 Knowles 模型 ,有 


Z C an i 
XW = po ajli + 2c, -3)| -1). (7.107) 


相应 的 (7.101) 式 为 
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ou = 2eC,[1+ Q][1+ 2a? +2 -3)]" (全 -于 
(7.108) 

以 上 各 式 中 的 参数 可 利用 Gilucklich #1 Landel( 1977) XF T 4548 (SBR) 
的 实验 数据 的 拟 合 求 得 ,结果 表明 ,neo-Hookean 模型 不 能 用 来 描述 上 述 
材料 的 粘 弹性 力学 行为 .而 采用 Mooney-Rivlin 模型 和 Knowles 模型 虽然 
可 以 得 到 与 实验 相 一 致 的 结果 ,但 仅仅 根据 简单 拉 伸 实验 还 不 是 以 判定 
(7.100) 式 中 的 W 应 取 何 种 形式 才 是 最 合适 的 

2) 双向 拉 伸 

现 考虑 薄板 的 双向 拉 伸 问题 . 薄板 的 中 面 位 于 直角 坐标 系 1X, X 
X PA X,-X, 平面 , 拉 伟 方向 为 X, 方向 入, 方向 .对 于 不 可 上 庄 材 料 ， 
板 的 变形 可 表示 为 
r= MN, zy = ADX, xy = CA, Ca, CTX, (7.109) 
满足 if0) = 1, a,(0) = 1. 由 上 式 可 知 


B,(t) = diag[ Aie az) AT (ay OD], (7.110) 
so = a (HEY (0) RRB) ] ray 
RA l 
neo = (P05) + (E) + Pee! 
a(t) aalt) ADADO y (7.112) 
hts) = (ES) + (2S) + (Sores) 


因此 ,(7.93) 式 的 分 量 形 式 为 


= -p+25 Xt oj) ACHEHGE 


| p AO ES 


Way (Ale) ase) 
(Selaa o) + 


S om 


on = EDEA A :0+ (Se 


I, 


aro + [Maken (ae n oya 


(i 
ee BE BAR) jel. om 


=) (2(n) a2) + 
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ty = -p+25 |X, TEE 
(Sr 
e ECEE 
RB) (EGY Ye om 


由 条 件 cj = 0 消去 上 式 中 的 p ,可 得 
Sn = 23) x. 2.09] (FF), + ans] 


[en = ateoa] + 


ay CALCA CE)? + 


z) Gan + ap) + 


= 


oe LT = | 


j, 
(0) (Sr vee 
(a 


ea Ay my da 


_ (7.114) 
Xal, 0)| {37 W, 7 


I, 


E: 
-2 


AOL 本 


7), [io aa (7) | 十 
Ca 
(eS) (FP) ES) 


(te Res) |e} 


特别 地 ,对 于 标准 松弛 实验 


l, (#<0), 
A; (2) -| (i = 1,2), (7.115) 
àn (220), 


(7.414) 式 简化 为 
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s =23)X, cola =) ae) ina a) 
_ (7.116) 
oy = 290X. (rt, vfi 3 =) walle) O -A7 AY) 
如 采用 假设 (7.100) 式 ， 则 有 
a, = 2X{1+ aw (SF | 1 aS] la; -A Ar), 
Oo e (7.117) 
Gy = 2X{1+ aw (Fr). ase) | — Ay?As?) 
由 此 可 解 出 
tw 242 2 2 
(GT), DaD be E 
xo) = 2(1 + sone -ài sl a | 


对 于 选 定 的 加 载 后 的 某 一 时 刻 A WERA PA AY REIT oa (tg) 和 
ca tg) ,再 根据 上 式 便 可 得 到 区 5 ) 和 (E) BE A, Ala, 的 变化 


规律 .Giuckiich 和 Landel( 1977) 的 双向 拉 伸 实验 表明 ,neo-Hookean 模型 
(7.103) 式 ,Mooney-Rivlin 模型 (7.105) 式 和 Knowles 模型 47.107) 式 都 
不 能 用 来 很 好 地 描述 丁 蒜 橡 胶 的 粘 弹 性 力学 行为 .文献 [7.7] 曾 假 定 了 
几 种 关于 而 (了 ,J 了 ,) 的 函数 形式 ,并 根据 实验 数据 建议 了 一 种 现 ( 了 ,了 】 
的 具体 表达 式 . 有 兴趣 的 读者 可 参阅 Drozdov 的 工作 ,这 里 不 再 介绍 . 

函数 Q(z) 可 根据 实验 所 测 得 的 6. (1) 或 gp, 人 (2) 来 加 以 确定 .例如 ， 
对 于 双向 等 值 拉 伸 ,有 a, = Ay = Avo (2) = on (2) = o(t) ERD —> 
0, FY Q(t) + 0, E o(0,) #0), Me (7.117) 式 可 得 


Sey = 1+ OO), 


或 O(1) = a 4, 
实验 表明 ,由 (7.102) 式 给 出 的 OG) 的 表达 式 还 是 较为 合理 的 ， 


§7.5 粘 弹 性 本 构 关系 的 内 变量 理论 


(一 ] 定 容 比 热 为 常数 时 的 自由 能 表达 式 
第 三 章 中 我 们 曾 假设 ,一 个 非 平衡 态 热力 学 状态 可 通过 内 变量 的 适 
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当 引 人 入 而 与 一 个 处 于 约 东 状态 下 的 热力 学 平衡 态 相 对 应 .如 果 以 温度 8， 
应 变 E 和 内 变量 后 作为 状态 变量 , 则 本 构 关 系 可 由 (3.127) CR 
(4.110) 式 ) SA 


PpO, E, Ep) 


T=T + po 法 


(7.119) 


上 式 中 T 为 粘性 应 力 , 它 依赖 于 应 变 的 时 间 变 化 率 ,满足 T° : E20, 
为 约束 平衡 态 下 的 Helmholtz 自由 能 . 当 给 定 T 和 yy 的 函数 形式 ,以 及 内 
变量 所 的 演化 方程 之 后 ,材料 的 本 构 关 系 也 就 完全 被 确定 了 . 

在 等 温 条 件 下 ,M.A.Biot(1954,1955) Boe y 在 平衡 态 附 近 展 开 为 
RETE ME, 的 二 次 式 , 并 由 此 导出 了 小 变形 条 件 下 的 线性 粘 弹 性 本 构 
关系 .在 变温 条 件 下 ,自由 能 的 表达 式 还 依赖 于 变 元 6. 有 大 曾 将 多 表示 
为 的 幕 级 数 形 式 , 但 级 数 中 的 某 些 项 往往 缺乏 明确 的 物理 意义 . 

在 以 下 讨论 中 ,我 们 仅 考虑 材料 在 变形 过 程 中 的 温度 9 与 参考 温度 
8, 相差 不 大 的 情形 ,并 假定 这 时 的 定 容 比 热 可 近似 取 为 常数 ， 


Ca = 953 say onst. (7.120) 
HERRA, BY a RAE 
p= mt Ce Inf -一 了 (E,&,). (7.121) 
再 由 
eit LA 
RB B= 0 = Ce, 可 将 内 能 写 为 


e = ey + Cpl- 9) telE, E). (7.122) 
上 式 中 加 .加 Me 分 别 为 参考 状态 下 的 温度 BAAR. KH RER 
在 参考 状态 下 的 应 变 和 内 变量 为 零 ,十 满足 
7(0,0) = 0， €(0,0) = 0. 
联合 以 上 两 式 , 可 得 与 (6.203) 式 相 类 似 的 关系 : 


b= dn + (Ce (9 一 6 Cigm + W, (7.123) 


其 中 by = ey — a Mo» 
W = W(0.E.6,) = €(£.&,) + O(E,&,). (7.124) 

于 是 ,(7.119) 式 可 表示 为 
T=T+T, (7.125) 
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_  aW_ fæ an 
T = po SF olto) (7.126) 


这 说 明 ,在 变形 过 程 中 , 约 东 平衡 态 应 力 T ER EAA REM BE | 
起 的 .前 者 与 温度 无 关 ,后 者 与 温度 成 正比 .下 面 ,我 们 将 对 (7.126) 式 中 
W 的 具体 形式 作 进一步 的 讨论 . 


(=) 基于 分 子 网 络 模型 的 粘 弹 性 本 构 理 论 


当 粘 弹性 体 的 变形 速率 无 限 组 慢 时 , 粘 弹 性 本 构 关 系 应 退化 为 有 限 
变形 弹性 本 构 关 系 . 基 于 这 种 考虑 ,我们 可 设法 通过 对 橡 胺 弹性 分 子 网 络 
模型 的 适当 退 正 来 得 到 固体 高 染 物 的 粘 弹 性 本 构 关 系 .根据 $6.3 中 关 
于 橡胶 超 弹 性 殷 分 子 网 络 模型 的 前 四 个 假设 ,可 知 初始 时 刻 取 向 其 有 单 
位 向 量 Ly, 的 末端 距 向 量 的 长 度 比 为 

A= the Ue L), (7.127) 
ERP UAAPKRKE. SHEARER, BORA ¢ = deU = 1. 

NUE SE EB BY EE BE em owe" (6A) EE w (8.1) = 
0, 而 初始 取向 工 , 在 球 坐 标 系 (r,g:o) 中 对 应 于 (oo yao) ,那么 ,初始 单 
位 体积 的 弹性 变形 能 可 写 为 


~ T etr 
W = (w'(@,a})) = X| dev), hol Go. wo) wr (6,A)sin podan, 


(7.128) 
上 式 中 三 为 初始 单位 体积 中 总 的 链 段 数 , 关 (po ,wo) AMR MR 
数 ,满足 归 一 化 条 件 
[doof ho gor wn dsin gyda, = L. 
特别 地 ,对 于 初始 时 刻 上 共有 随机 取向 分 布 的 分 子 网 络 ,有 
hok purwo) = +. 

为 了 将 以 上 讨论 推广 到 粘 弹性 材料 中 ,可 认为 链 段 是 具有 松弛 特性 
的 ,其 粘性 耗 散 性 质 可 通过 内 变量 上 的 引 人 来 加 以 描述 .这 时 , 链 段 的 弹 
性 变形 能 不 仅 与 末端 距 向 量 的 长 度 比 A 有关, 而 且 还 与 有 效 长 度 比 4. = 
A- & > 0) 有关 ,可 写 为 w (0AA). 

类 似 于 上 一 节 的 讨论 , 现 假 设 高 聚 物 材料 是 由 M 种 具有 不 同 松 弛 特 
性 的 分 子 网 络 组 成 的 ,第 mOn = 1,2,3,… ,MM) 种 分 子 网 络 的 粘性 耗 散 
性 质 可 由 二 阶 对 称 张 量 &, 来 加 以 描述 , 称 之 为 第 个 内 变量 .如 果 采 用 
工程 应 变 E? = DU -了 来 作为 本 构 关系 中 的 应 变 度量 , 则 可 定义 第 mx 个 
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有 效 工 程 应 变 为 

E, = EP- =U-€,-1, (7.129) 
其 中 U- é, 为 对 称 正定 仿 射 董 ,可 用 来 表示 第 m 种 网 络 中 初始 取向 为 
L, HARA A RA E E 

àn = (Ly (U -EP L). (7.130) 
利用 上 式 , 便 可 对 超 弹 性 体 的 (7?.128) AAEM RE. ke RAB 
由 (7.124) 表示 的 W 可 写成 如 下 的 形式 : 


M 


W = wre, BE?) + SSW (6, E? ,E.). (7.131) 


上 式 中 W” SAP OCR Se IE ee FB Ew 对 应 于 第 m 种 
网 络 的 变形 能 ,可 写 为 
wir! = X f dpf An gos) e 82 sAn Sin podwo, (7.132) 
其 中 OX, AA, AWAR mn 种 分 子 网 络 的 总 链 段 数 和 初始 取向 分 布 函数 ， 
mA 为 第 m 种 分 子 网 络 中 每 个 链 段 的 弹性 变形 能 . 
如 玉 能 求 得 关于 W MW” 的 表达 式 , 则 上 可 将 约束 平衡 态 下 的 工 
程 应 力 表示 为 


M 
T =+ rT, (7.133) 
mi 
其 中 
a aw” i» awo 
T = mm, m 二 Po ——— .(m = Í, 2p pe M). 
JET JET 
(7.134) 


为 了 简化 问题 的 讨论 ,我 们 将 进一步 假定 (7.132) 式 中 的 Wh? 可 写 

为 如 下 的 形式 : 
We = WI (OP) + WI (8, E,), (7.135) 

ERA mA TKF #8 和 f= daf, HBOMPRAARE E, ,该 项 
相当 于 (7.132) 式 中 的 被 积 函数 w'” 仅仅 依赖 于 8 和 3, 以 上 给 出 的 表 
ER Wo WW 通常 还 应 满足 在 自然 状态 下 应 力 为 零 的 条 件 . 

在 本 构 关 系 中 ,我 们 还 需要 给 出 关于 内 变 晶 的 演化 方程 .为 此 ,可 假 
WARE E, 的 演化 方程 满足 如 下 形式 的 Onsager-Casimir HAER. 


awi”? 
Po IEn 


SCART m 求 和 ;zx = 1,2, M0, 


am (ODE, — aim” 一 


(7.136) 


rm He > i a a: 
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上 式 中 aA 是 与 内 变量 有 WAM LH, 7, (0) 对 应 于 第 m 种 分 子 
网 络 松 弛 过 程 的 粘性 系数 . 根据 {3.129) 式 和 (3.130) 式 ,应 要 求 加 (9) 
>0. 


(=) 各 向 同性 热 粘 弹 性 本 构 关系 的 简单 实例 


现 考虑 初始 时 刻 具 有 随机 取向 分 布 的 分 子 网 络 :h。= we = 1， 


2,…,M). 这 时 ,(7.131) 式 中 的 三 ”和 WY 以 及 (7.135) 式 中 的 WE 
可 写 为 其 变 元 的 各 向 同 忻 函 数 , 即 W GH OME? MAREK 
AW 可 写 为 8 和 EY’ 5E, 的 联合 不 变量 的 函数 ,而 W AE, 
的 不 变量 的 两 数 . 需 注 意 , W A WwW” 为 各 向 同性 男 数 并 不 意味 着 材料 
在 变形 过 程 中 是 各 向 同性 的 .因为 这 里 我 们 引信 了 反映 材料 粘性 耗 散 的 
内 变量 ,Cn = 1,2,… ,MD), 它 们 相当 于 (1.214) 式 中 的 结 梅 妆 量 * .由 
于 ,其 着 材料 的 变形 而 演化 ,因此 ,我 们 称 烙 弹性 材料 在 变形 过 程 中 所 
表现 出 来 的 各 同 异 性 性 质 为 粘性 诱导 各 向 异性 . 

作为 以 于 本 构 关 系 的 具体 实例 , 现 将 (7.135) 式 中 的 wW 和 Wi 
分 别 取 为 


FAOn 和 pa OE, 2B). (7.137) 


其 中 S04,(0) AM Tyee, (9) 相当 于 线 阐 性 力学 中 的 Lame 常数 . 


a f - 
注意 到 SA = gy, (7.138) 
aE'T i 
aw 
以 及 Po 3 5 = 2 Po fm OCU - a- 2, 
JE T 


CAT om OR Alsen = 1,20, MO. (7.139) 
可 将 (7.134) 式 中 的 T'” 其 体 表示 为 


T™ = ola, (O(n UT + 22, COCU -n 1I)]. (7.140) 


此 外 ,由 
m aW o aw 
AT E p Fg = P pp TOU En D, 
(不 对 m KRM ym = 1,2,0, M), (7.141) 


内 变量 的 演化 方程 (7.136) 式 可 写 为 
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b+ le, = Ley, ORA m RA m = 1,2,1, M). 
(7.142) 
ERP 


Fa 0) 
Ta (0) = TAOTAO ,> 0), (7.143) 


对 应 于 第 m PRE, ERE oe 的 函数 . 
如 果 设 1 = 0R, E, = 0, 则 (7.142) 的 解 为 


E, = expl- F.C) Cay Fa (SEP (odds, (7.144) 


其 中 F, (1) = | = (7.145) 
对 于 等 温 过 程 ,不随 时间 变化 ,这 时 P(e) = 二 , 故 上 式 退 化 为 
Ẹnu = ifef- ~ 一 2 Ne (s)ds. (7.146) 


将 (7.144) 式 代入 (7.140) 式 , 便 得 到 TO 的 具体 表达 式 : 
T= oy An (OD U + 2u (OEP - 


expl- Fp (DÈ SP pD (s das]. (7.147) 


由 此 可 求 得 约 桌 平衡 态 下 的 工程 应 力 工 . 

最 后 ,我 们 来 讨论 由 (7.143) 式 表示 的 第 产 个 松弛 时 间 >。 的 具体 形 
式 . 如 果 (7.124) 式 成 立 , 则 47.139) 式 中 的 yx (9) 应 该 是 温度 8 的 线性 
PAR H rn (9) 中 只 包含 两 个 材料 常数 .这 与 La Mantia 等 人 (1980) 关于 
尼龙 -6 以 及 Akionis 等 人 (1972) KT RET MHRA RBA BH, 
第 om MER o, (0) 通常 可 假定 服从 Arrhenins 方程 


加 = A Pl | (7.148) 
其 中 A, 为 材料 常数 ， k Å Boltzmann # MAH API FCC) AB 
由 体积 分 数 ,可 近 信 与 为 
ay O Joa t B66 -6,), CHA< 4), 
KD = P +B(4-4,), C05 0), 
其 中 6, 为 玻璃 化 转变 温度 ,/, 为 玻璃 化 转变 点 的 自由 体积 . 8, 和 有 分别 
为 玻璃 态 和 橡胶 态 下 的 热 胀 系数 .有 关 自 由 体积 的 概念 ,可 参见 R. Zalen 
的 《The Physics of Amorphous Solids}(1983),1.M. Ward 的 《Mechanical 
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Properties of solid Polymers》(1983,2nd Ed. ) 以 及 文献 [7.7] ,此 处 不 再 介 
绍 . 

(m) 讨论 

本 节 第 (二 ) 小 段 所 建议 的 粘 弹 性 本 构 理 论 可 用 来 描述 材料 的 非 线 
性 弹性 和 粘性 耗 散 行为 , 故 具 有 相当 的 一 般 性 .下 面 我 们 来 证 明 ,以 往 文 


献 中 将 自由 能 展开 为 内 变量 的 二 次 式 的 粘 弹性 本 构 模 型 仅仅 是 以 上 理论 
一 种 线性 化 近似 .例如 ,有 的 文献 曾 将 (7.131) 式 中 的 WS) 表示 为 


(mr) 
Ww” = u (AE, E, 2¢ 70.8) 2 €, + 9" (0, E) CPX m RA). 


(7.149) 
形式 上 ,上 式 中 的 go) 可 以 是 EE 的 任意 非 线性 函数 ,但 考虑 到 :一 ce 时 ， 


体系 将 趋 于 平衡 态 , 即 上 ，= 0. 故 由 (7.136) R: 


= aw f Car} 
tn (OE a =~ p Fe =~ (2104 (8) mn P )， 
可 知 当 上 一 co 时 有 
《四 
28 = 2g OE | ， Rat m RAL). 


而 这 时 W'” 也 将 松弛 到 零 值 : 
1 dp" . Jg ™ 


wel gi -g E p = 0, ER m RA). 
对 上 式 求 导 ,得 
ap'™ 1 F gi? ag” ud 1 Foi a fm) 7 
2E  2n,(8) 3E3E JE | TTO JEJE |: aE Te 
《不 对 on om 
如 果 29 = 2, (8) F. 
说 明 ag 为 E 的 线性 函数 : 
20 bu (OVE (7.150) 
aE Hom , 
即 (7.149) 式 实际 上 应 写 为 
W = u COE- €,):(E-€,), (不 对 m RAM). 
(7.151) 


它 只 是 (7.132) 式 的 一 种 线性 化 近似 . 
对 于 由 (7.151) 式 表 示 的 变形 能 函数 ,内 变量 的 演化 方程 {7.136) 式 


4] 题 335 


可 具体 写 为 


. F Cm} 
BaP) En =— po = pga (OE — En). (7.152) 


利用 初始 条 件 En =0 ( 当 + = 0) ,可 得 


t 


E, = expl- FÍ, BP Pa GEC )ds. (7.153) 


上 式 中 的 tr (OA FE ty 仍 分 别 由 (7.4431 式 和 (7.145) 式 给 出 ,只 是 这 


里 的 下 不 一 定 取 为 工程 应 变 下 中 ,根据 以 上 讨论 , 便 丰 难得 到 对 应 于 第 
m HA FT" : 
tml 
T™ = = pofa (OE - En) 
= 2oop, (ALE — 


exp(- FDT HOF (s))ElC)ds]. 


+ 题 
Ti 。 试 证 在 无 老化 粘 弹性 体 的 一 维 线性 本 构 关系 (7.3) 式 和 (7.5) 式 中 ,应 力 
松 驰 模 量 202) FURS UO) 之 间 满足 ; 
OTHO YB Gdde = t, 
(6) Ff Adds << YD Modds. 


7,2 一 维 拉 伸 条 件 下 的 Green-Rivlin 客 重 积分 型 本 构 方 程 可 类 似 于 (7.18) 式 
写 为 


a(t) = | KG cE (ri)dri + 
| f KE ECE (dries + 
0 a 


了 [a Pr . + + 
| I, l, Kr = rt rt rE (rt, ME Gr JE (rdrdrdry +, 


试 讨论 需要 通过 几 个 名 重 阶 跃 应 变 的 实验 才能 确定 上 式 中 的 材料 两 数 KK! 和 
KM . 
7.3 W ERENER BKZ 模 型 相当 于 假定 e EA A Ei E E A RE E E y 


wer) = | AED de, 
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其 中 C, (1) 是 以 cr 时刻 的 构 形 必 为 参考 构 形 的 相对 右 Cauchy-Green 张 量 , 试 写 出 :时 


刻 的 Cauchy MARAA. 
7.4 ”在 单 向 拉 伸 条 件 下 ,如 果 拉 伸 方 向 的 伸 长 比 4 TRB: 
_ ft, (42< 0), 
fA, (4¢e20). 


(a) 试 根据 (7.27) 式 和 (7.28) 式 以 及 (7.40) 式 写 出 拉 伸 方向 的 应 力 oft) A 
之 间 的 关系 . 

(b) 试 讨论 由 以 上 实验 可 确定 哪些 材料 函数 . 

7.5 在 单 向 控 伸 条 件 下 ,如果 主 伟 长 历史 是 时 间 + 的 函数 ;人 1) = ACE). 


y(t) — TUA = A")X;, 试 根据 (7.39) 式 具体 写 出 r 方向 应 力 
a(t) 的 表达 式 . 
7.6 在 单 向 拉 伸 条 件 下 ,如 果 拉 伸 方 向 的 伸 长 比 4 由 下 式 铬 出 : 
Alr) = Aotl + alr), Logra), 
其 中 46 AATF 1 MRR. gle) 为 一 个 小 量 . 
fa) HBE 前 高 阶 小 量 之 后 , 试 写 出 不 可 奈 类 弹性 流体 BKZ 模型 中 拉 伸 方向 
的 应 力 表 达 式 . 
(b 根据 以 上 表达 式 , 试 讨论 不 可 压 咎 弹性 流体 BKZ 模 型 的 合理 性 ， 
7.7 Kelvin- Voigt 模型 是 线性 弹 笋 和 线性 粘 壶 的 并 联 . 
(a) RA TU LRH AERERE. 
(b) W Ab RHES Sjak ER EE EH ae TE . 
() 试 写 出 以 上 模型 的 最 -一般 形式 的 三 维 本 构 关 系 . 
7.8 Maxwell 模型 是 线性 弹簧 和 线性 粘 查 的 捉 联 . 
ta} 试 写 出 以 上 模型 的 线性 应 力 松 弛 模 量 . 
(b) 试 将 以 上 模型 推广 到 非 钱 性 辜 敌 和 非 线性 粘 壹 的 情形 ,并 由 此 说 明 将 自由 
能 展开 为 内 变量 的 二 次 式 , 且 内 变 芝 的 演化 方程 满足 Onsager 倒 易 关系 的 粘 弹性 模型 
只 能 描述 材料 的 线 弹 性 性 质 ， 
(co) 试 写 出 以 上 模型 的 最 一 般 形 式 的 三 维 本 构 关 系 . 
7.9 如果 简 单 拉 伟 时 的 粘 弹性 本 构 关 系 可 用 下 图 中 的 非 线性 弹 复 与 线性 粘 过 
内 ,并 联 模型 来 加 以 表示 ,其 中 My SHARP REAM RM, o y ARE 
弹 敌 的 超 弹性 势 函数 . 试 写 出 以 上 模型 中 应 万 TAEAE 之 间 的 关系 . 


题 了 .9 图 
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BAE 弹 塑 性 体 


§8.1 单 品 的 阐 塑 性 变形 


(一) 变形 几何 学 


弹 塑 性 理论 的 发 展 是 和 蔬 性 金属 材料 力学 行为 的 研究 密 不 可 分 的 ， 
金属 通常 具有 网 晶 结 构 , 即 它 是 由 大 量 唱 粒 组 成 的 ,而 其 中 每 个 品 粒 可 看 
作 是 一 个 单 品 . 

在 晶体 中 ,原子 以 规则 的 晶 格 结构 排列 .原子 可 以 在 晶 格 的 固定 位 置 
附近 振动 ,但 由 于 受到 其 邻近 原子 的 作用 力 , 故 不 能 自由 运动 .原子 之 间 
的 相互 作用 是 通 这 以 下 多 种 键 合 类 型 实现 的 :离子 键 , 共 价 键 ,金属 键 以 
及 分 子 键 ( 如 Van der Waals 键 和 氢 键 等 弱 键 ). 然 而 ,实际 的 晶体 中 锌 往 
存在 太 量 的 缺陷 ,其 中 包括 点 缺陷 (如 空 穴 原 子 和 间隙 原子 ), 线 缺陷 (如 
尺 型 位 错 和 螺 型 位 错 ), 面 缺陷 (如 亚 晶 界 , 层 错 , 挛 唱 界 } 和 体 缺 陷 ( 如 筷 
洞 ). 这 些 缺 陷 对 晶体 材料 弹 塑性 性 质 和 强度 的 影响 具有 特殊 的 意义 . 

草 体 在 变形 过 程 中 除 产 生 晶 格 栈 变 之 外 ,还 可 能 会 由 于 位 错 运动 而 
产生 史 体 一 部 分 相对 于 另 一 部 分 的 前 切 塑 性 变形 .前 切 塑 性 变形 是 一 种 
不 可 恢复 的 水 入 变形 .其 主要 形式 有 滑 移 . 挛 生 和 变形 带 .在 以 下 讨论 中 ， 
我 们 将 主要 考虑 带 移 变形 .由 于 品 属 畸 变 是 可 恢复 的 弹性 变形 , 帮 可 以 用 
连续 介质 力学 的 方法 来 进行 描述 . 布 位 错 沿 特定 结晶 学 平面 运动 所 产生 
的 滑 移 在 晶体 中 是 离散 分 布 的 ,而 且 位 错 运 动 将 产生 位 移 的 间断 , 故 不 能 
直接 用 连续 介质 力学 的 方法 来 处 理 . 俱 考虑 到 曲 体 中 存在 着 大 莉 的 位 错 ， 
因此 ,从 宏观 角度 看 ,我 们 仍然 可 以 近似 地 认为 滑 移 在 晶 粒 内 是 均匀 的 并 
可 用 连续 介质 力学 中 的 场 变量 来 进行 描述 . 草 体 的 滑 移 变形 是 沿 密 排 平 
面 上 的 最 密 排 方向 进行 的 , 滑 移 面 以 及 该 面 上 的 滑 移 方 向 构成 晶体 的 温 
移 系 .晶体 的 滑 移 系 可 以 有 许 密 个 (如 面 心 立方 晶体 通常 有 12 个 滑 移 


移 面 的 单位 法 问 量 和 滑 移 方向 的 单位 向 量 . 
现 假定 晶体 在 外 力作 用 下 的 变形 是 均 杀 的 ,并 可 用 变形 梯度 F 来 加 
以 描述 ,如果 晶 体内 产生 了 剪 切 滑 移 , 则 当 印 去 外 载 后 ,晶体 并 不 能 恢复 
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到 加 载 前 的 形状 . FR A) BR a) th HE A RIS PT BY AEE BE HE E 
形 梯度 . 现 考 虑 变形 中 只 有 第 a TARIF AMEE, HEAR 
与 初始 构 形 具有 相同 的 品格 取向 .这 时 ,塑性 变形 梯度 可 根据 {2.35) 式 的 
剪 切 变形 而 写 为 
,= 了 + 7 s,@m,, (AM a RA), (8.1) 
上 式 中 ,7 表示 沿 s 方向 滑 移 产生 的 剪 切 变形 . 
出 鲫 载 后 构 形 到 未 御 载 的 当前 构 形 的 变形 梯 庆 , 刻 划 了 晶 格 的 畏 变 
和 唱 体 的 刚体 转动 , 称 之 为 弹性 变形 梯度 FF.. 于 是 ,如 图 8.1 所 示 , 总 的 
变形 梯度 了 可 用 乘法 分 解 的 形式 表示 为 
F=F.-F,. (8.2) 


初始 构 形 AREKE 
CREIR 


图 8.1 单 唱 的 弹 塑性 变形 


DEERME A PRE BAe Smee A A A 
fa AS AR el, Re Be SS a h l H E (isoclinic configuration). # iw H, 
Ht PA Te BF AST] BS AA J] Be SR ER A] F, 和 F,， 
因此 ,由 (8.2) 式 所 表示 的 乘法 分 解 并 不 是 对 晶体 变形 的 纯 几 何 描述 . 
在 当前 构 形 中 , 滑 称 方向 s, 将 变 为 
so 二 下 go 有 (8.3) 
FE Be AI BS DK R E A 
mi =m,-F,'=m,:Ur'-p", (8.4) 
AP UA BAMA, 的 极 分 解 式 中 的 右 伸 长 张 量 和 正 交 张 量 . 显然， 
m; 3s) 仍然 是 正 交 的 ,但 它们 一 般 并 不 再 是 单位 向 量 .不 过 ,由 于 弹性 
变形 通常 要 比 亨 性 变形 小 得 多 , 故 当 U 与 单位 张 量 IRE DAs? 
和 mw 可 近似 地 认为 具有 单位 长 度 ， 
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根据 (8.2) 式 ,速度 梯度 (2.101) 式 可 写 为 
L=F:F'=F.*F AFF F OFO. 
注意 到 F, =y s, Om, (720), ORM a RA), 
和 F =I- ys Om., (不 对 a 求 和 )， 
可 知 FF 二 Ys 的 m,， Ret a RA). 
故 (8.5) 式 可 写 为 
L=L.+L,, 
其 中 


L.=FeFl, 工 ,= Ys 的 加 "(不 对 a 求 和 ). 


(8.5) 式 的 对 称 部 分 D 和 反对 称 部 分 W 也 可 分 别 写 为 
D=D.+D, W=W,.+W,. 


_l T, | 
上 式 中 ， Lt), 
D,= yp, | 
W,=3(L.— LY), 
W, = 7 ger, 
其 中 P= (8; Om; +m: @s!),| 
o° = 46s: @m,- msi). | 
以 上 各 式 中 ,重复 指标 a 不 表示 对 a 的 求 各 . 
(=) 弹性 变形 


{8.5) 


(8.6) 


(8.7) 


(8.8) 


(8.9) 


(8.10) 


(8.11) 


(8.12) 


EL d I SER PE TE JE EJ HE JE ME A R A K H E A E E a PTB HE EE 
梯度 FR IMATE E S i Ka GS ey eA RP A oy. 于 是 , 基 


于 中 间 梅 形 的 Green 应 变 E WGA 


ee 1 2 -1 _ 
B= 3(U2~D=5(C.- 1. 


此 外 ,我 们 还 可 定义 基于 中 间 构 形 的 第 二 类 Piola-Kirchhoff 应 力 


一 下 1 


(8.13) 


(8.14) 


EX eJ Cauchy 应力 ,po A p DAA PAE SA Pe ， 
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当头 性 变形 不 发 生体 积 变 化 时 ,ps (RE RR PATE FD ELF = pofp. 单 
晶 的 弹性 变形 规律 可 假定 为 


a 
T° = p h (8.15) 


其 中 p 为 蝉 性 势 , 它 表示 在 等 温 过 程 中 的 Helmholtz 自由 能 .在 一 般 情 
MEY ARS E 有 关 , 而 且 还 与 晶体 的 变形 历史 有 关 . 为 了 分 析 简 单 
起 见 , 以 后 我 们 假定 p. MEE 的 函数 .出 于 单 晶 的 弹性 性 质 是 各 向 
异性 的 , 故 g 并 不 能 表示 为 E* 的 不 变量 的 函数 .但 根据 第 一 章 的 
{1.214} 式 , 它 可 以 表示 为 E 与 结构 张 最 联 立 不 变量 的 函数 . 
对 (8.15) 式 求 物质 导数 ,可 得 
2 

T= py so (8.16) 
(8.13) 式 和 (8.14) 式 的 物质 导数 可 类 似 于 (2.130) 式 和 (4.34) 式 写 为 

五 * = Fi:D.F. (8.17) 
和 


= y . 
T =F [tw rD, Der] Fy! (8.18) 


其 中 Ta, y cD. -D -r 为 T= fe 对 应 于 工 . 的 Oldroyd 导数 ,而 tw) 


X Kirchhoff BHA r= fe WF W, 的 Jaumann 导数 .(8.18) 式 还 可 以 
形式 地 与 为 
rw 一人 Dr (8.19) 
其 中 记号 ' 表示 每 一 个 F, 的 后 一 个 分 量 依次 与 所 进行 的 双 点 积 .于 
是 ,将 (8.17) 式 和 (8.19) 式 代入 (8.16) 式 后 ,可 得 
Tiwa = | po (Pe OF OFF, ) Ea D+ D, + DT, 
(8.20) 


上 式 中 ,记号 ;表示 每 一 个 F HEMRA A 


重点 积 .如 果 定义 四 阶 张 量 多 RE rD, + Dr 可 以 形式 地 写 为 多 ”， 
DD.,; 则 (8.20) 式 最 终 可 以 简写 为 


v =g". 
Ttw 5E D., (8.21) 
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其 中 g" = pp FOFOFOP): tg., (8.22) 


而 多 “在 直角 垒 标 系 中 的 分 量 可 写 为 
sin = 到 Ta + rd + Bary + Sura ). (8.23) 


(8.21) 式 表示 了 单 晶 在 作 纯 弹 性 变形 时 的 增 量 型 ( 率 型 ) 本 构 关系 , 式 中 
KLO 对 应 于 Euler 描述 下 的 四 阶 弹性 模 量 张 量 .在 以 后 的 讨论 中 ,我 们 
将 假定 多 ”是 对 称 正定 的 , 它 在 直角 坐标 系 中 的 分 量 满足 如 下 的 对 称 性 
条 件 : 


Ca (8.24) 
{三 } 塑性 变形 


癌 体 在 塑性 变形 计 程 中 帆 于 位 错 的 增殖 与 洒 炎 位 错 的 运动 与 其 癌 
的 变 互 作 趣 ,( 以 及 与 洲 质 原子 ,与 沉淀 粒子 的 交互 作用 ) ,位 错 群 体 将 通 
过 自 组 织 形 成 一 定 的 有 序 结构 或 花样 (dislocation patterns) ,并 伴 有 能 量 
的 耗 散 . 而 变形 过 程 中 ,位 错 密度 和 位 错 组 态 的 这 种 变化 又 将 使 晶体 产生 
进一步 塑性 变形 所 需 的 外 力 发 生 相 应 的 变化 .通常 ,我 们 称 晶体 滑 移 变形 
与 作用 在 滑 移 面 上 沿 滑 移 方向 前 切 应 力 之 间 的 定量 关系 为 硬化 规律 . 通 
过 位 错 花 样 的 演化 来 揭示 品 体 变形 的 硬化 规律 已 成 为 当前 晶体 塑性 中 的 
研究 课题 之 一 . 

对 应 于 a 个 滑 移 系 的 分 解 剪 应 力 可 写 为 

Co: PS isi | mi, AM a RAM), 

其 中 P"' 由 (8.12) 式 给 出 .下 面 仅 考 虚 弹 性 变形 相对 于 塑性 变形 较 小 的 
情形 .这 时 ,上 式 可 以 近似 地 写 为 


me = fo P? =p pP”, (8.25) 
由 于 初始 单位 体积 的 塑性 变形 功率 为 
了 :用 ,= 了 :PP ya ye, (8. 26) 


AE EF (8. 25) ae Mo a A OO LA 
变形 y ASL 

研究 表明 ,分 解 剪 应 力 r'” SRB MORE ” ”之 问 不 可 能 用 一 条 
统一 的 硬化 曲线 来 加 以 描述 .影响 硬化 曲线 的 因素 有 晶 格 类 型 ,金属 纯 
度 ,品格 取向 , 品 体 尺寸 和 形状 ,表面 状态 以 及 环境 温度 ,加 载 上 历史 和 加 载 
速率 等 等 .应 该 说 ,关于 硬化 规律 的 研究 是 单 晶 材 料 弹 塑性 理论 中 最 为 重 
要 和 最 为 困难 的 问题 之 一 . 
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Dy TPP A) PRT YO, RATT LA EERIE H FEE E 
变形 , 即 忽略 加 载 速率 对 变形 规律 的 影响 . RE Ee E E 
不 具有 粘性 效应 ,所 以 任何 与 时 间 呈 单调 递增 关系 的 参数 都 可 以 取 作 为 
变形 过 程 中 的 时 间 参 数 . 

现 采 用 Schmid 定律 来 描述 单 晶 的 塑性 流动 特性 .在 当前 时 刻 , 第 a 
个 滑 移 系 开动 并 产生 进一步 塑性 剪 切 变形 yo 的 条 件 为 : 

(1) 分 解 前 应 力 rO a FR oO .该 临界 值 木 仅 与 当前 时 刻 的 逆 
性 变形 状态 有 关 , 而 且 还 与 位 错 密度 和 位 错 组 态 有 关 . 为 简单 起 见 , 我 们 
将 用 滑 移 前 切 变形 yY (8= 1,2,…) 来 表示 单 曲 的 塑性 变形 状态 ,而 用 一 
组 参量 t (mm = 1,2,…) 来 表示 相应 的 位 错 密 度 和 位 错 组 态 ,它们 反映 了 
晶体 的 变形 历史 , 因此 ,临界 前 应 力 可 写 为 

(ye B=1,2,. 
ra Cy ), eee 

(2) 在 进一步 塑性 变形 过 程 中 ,分 解 剪 应力 rz 将 随 着 临界 剪 应 力 
zE 的 增加 而 相应 地 增加 . 


(8.27) 


以 上 两 个 条 件 可 表示 为 : 
当 ra >0 时 ,要 求 有 
FO = pi P® -r =9, (8.28) 
和 zit = ple (8.29) 
4 =0R A 
p= gi p® -r <0, (8.30), 
或 者 有 
FY? = rip _ r” =0, 
但 pig Tt | (8.30), 
在 (8.28) 式 中 ， 
F? = foi P™® - r” =0, (a=1,2,.) (8.31) 


表示 了 应 力 空间 中 一 组 超 平 面 , 称 之 为 (后 继 ) 屈 服 面 或 加 载 面 .如 果 弹 性 
变形 相对 于 塑性 变形 很 小 , 则 当 第 a 个 滑 移 系 开 动 时 ,(8.10); 式 可 写 为 


apta 2 OF 
D,=y"P" =A, -gy (BE a RH), (8.32) 


其 中 X= yo 之 0. 表 明 塑 性 变形 率 D, 沿 应 力 空间 中 加 载 面 的 外 法 向 ， 
即 塑 竹 变 形 率 D, 满足 正 交流 动 法 则 . 
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(8.29) 式 表明 , 当 产生 进一步 塑性 变形 时 ,应 力 状态 应 始终 位 于 加 载 
MFO =0 上 ,这 在 塑性 力学 中 称 之 为 一 致 性 条 忻 . 

对 于 率 无 关 材料 ,5 (m 一 1,2,…) 的 时 间 变 化 率 与 y 之 间 具 有 名 
性 关系 .在 当前 时 刻 , 如 果 只 有 第 a 个 滑 移 系 开动 , 则 可 假定 有 


En = gre 1 EY. (8.33) 
因此 ,(g.27) 式 的 时 间 变 化 率 为 
和 (8.34) 
或 简写 为 
rsh, (8.35) 
其 中 h, = +> rh (8.36) 


称 为 瞬时 硬化 系数 , 它 与 单 晶 的 变形 历史 有 关 -. 
{四 ) 弹 塑性 本 构 关系 


在 当前 时 刻 , 如 果 所 有 的 滑 移 系 都 不 开动 , 即 D, = 0, W, = 0, M 
(8.21) FA D, 和 W, 应 分 别 等 于 DD 和 WW, 这 时 ,(8.21) 式 可 用 来 作 
为 单 晶 材料 的 率 型 本 构 关 系 .然而 , 当 第 a 个 滑 移 系 上 的 分 解 剪 应力 较 
大 ,并 使 得 (8.28) 式 和 (8.29) 式 同时 满 是 时 ,晶体 将 产生 进一步 的 塑性 变 
形 .在 这 种 情况 下 ,zf 的 Jaumann 导数 可 写 为 

ton 二 了 + coW- Wer 
=(r+ tr W,- Wr) W,- Wet 
= tay) BO YO, CRE a RM), (8.37) 


其 中 及 人 二 Or (8.38) 
将 {8.21) 式 代入 上 式 ,得 


v te) (a) fe) 
Tiy =F :(D-D,)-B Y 
二 gy :D- (°: po 十 Bo yy 


=¢° p-4ay, RI a RM), (8.39) 
其 中 yo -g" pio 十 pled 二 plo gi +R” (8.40) 
是 一 个 二 阶 对 称 张 量 . 
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如 果 JOTUN D 来 加 以 表示 , 则 由 上 式 便 可 得 到 rew 与 D 之 间 
的 率 型 本 构 关 系 . 
(8.25) 式 的 时 间 变 化 率 可 写 为 
ea ppl gg: ple. (8.41) 
注意 到 (8.3) 式 和 (8,4) 式 的 时 间 变 化 率 为 
6) =F,"s, = Lesl =(D,+ W.)'s:, 
mo =m F = mL -mi (D, +W,), 
可 将 (8.41) 式 中 的 PO 表示 为 
pO= G Om! +m Os +s) Dm; ) 
一 Wop” — p”. W, + D.- OQ"" _ QD, 
故 由 
cP =1:( WP - PO. w,)+ t(D..0" -9@-D,) 
=(2°W,- Wy) P? + BD, 
可 得 
Co tii PO +B: D, = (Po ge 4 B):D, 
=4'?:(D-D,). (8.42) 
如 果 第 a 个 滑 移 系 开动 , 则 由 上 式 和 (8.35) 式 ,还 可 将 (8.29) 式 写 为 
A :D=(4 : pte! + ayy” = gia ya ， 《不 对 a RAM, 


(8.43) 
其 中 


Bia = gio: play h, =p” gi pple 十 pled: pl 十 h. (8.44) 
反之 ,如 果 第 a 个 滑 移 系 不 开动 , 则 由 (8.30) 式 可 知 ， 


或 者 有 


rip — <0, (8.45), 
或 者 有 
riP? -r =0, 
。 (8.45), 
但 VO Dg 7”, CAR a RAM). 


现 假定 gw >0, 则 当 第 a 个 滑 移 系 开动 时 ,可 由 (8.43) 式 解 出 


YO =e 3 AD. (8.46) 
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根据 对 (8.28) 式 的 要 求 ,上 式 还 应 该 大 于 零 . 
于 是 ,由 (8.39) 式 可 知 , 当 第 a SHB AR, BAW ARTS 
为 


Ton = Ex “Boh Oa 7D, (不 对 a KHM). (8.47) 
a? 


率 型 本 构 关 系 又 称 为 增 量 型 本 构 关 系 .在 实际 问题 中 ,通常 把 变形 过 
程 分 为 若干 个 时 间 增 量 步 . 当 已 知 时 刻 上 的 应 变 状 态 和 应 力 状 态 之 后 ,下 
一 时 刻 :+ Ae 的 应 力 便 可 根据 给 定 的 变形 梯度 增 量 由 虐 式 求 得 . 

AyY 49 BA (8.47) BAR AG (8.39 AKA 

pD = 4"? Few + A’ yin yi) 
= KM tay tp yy, {不 对 a RA, (8.48) 
KP PUK A EMS 的 道 , 它 也 是 对 称 正定 的 ,而 
pi = 4" :A = pia +A? Bol age AP. (8.49) 
其 次 ,利用 (8.21) 式 和 (8.37) 式 ,(8.42) 式 可 与 为 
2 二 二 :re 


=p Ten + BO yer). 
因此 , 当 第 a 个 滑 移 系 开动 时 ,由 (8.35) 式 可 知 


B®: ton = (h = BBE = hey VP, ORX a RAD, 
(8.50) 
其 中 a =h - BOM! Be! — BOs pO ORR a RA). (8.51) 
BH kr 和 0 时 ,可 将 (8.50) 式 代 人 (8.48) 式 ,并 由 此 求 得 (8.47) 式 的 逆 
关系 为 


7 


p=| 4” + pr On” litin ORA @ RM). (8.52) 


需 注 意 , 上 式 右 端的 第 一 项 和 第 二 项 并 不 对 应 于 (8.10) 式 中 的 DD. 
HD, .因为 在 应 力 空间 中 ,也 , 沿 吉 载 面 的 外 法 向 ,P'" ,而 上 式 的 第 二 项 
则 等 于 一 个 标量 因子 与 pO = PO + MB 的 乘积 . 

以 上 给 出 的 是 只 有 一 个 滑 移 系 开 动 时 单 晶 弹 逆 性 本 构 关 系 欧 Euler 
描述 .相应 地 ,我 们 也 可 以 给 出 单 品 材料 弹 塑 性 本 构 关 系 的 Lagrange fit 
述 , 有 关 这 方面 的 讨论 可 参见 文献 [8.6,8.7], 此 处 不 再 介绍 . 
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§8.2 率 无 关 材 料 的 弹 塑 性 本 构 关 系 


{一 】 Ans FO EP 


对 于 弹 塑 性 材料 ,应 力 与 应 变 之 间 并 没有 单一 的 对 应 关系 .应 力 不 仅 
依赖 于 应 变 , 而 且 还 依赖 于 材料 的 变形 历史 . 现 采 用 Hi 定义 的 应 变 
(2.66) 式 来 作为 应 变 度量 EE, 与 其 相 功 共 办 的 应 力 了 满足 (3.53) 式 .此 
外 ,我 们 将 用 一 组 称 作为 内 变量 的 参数 Em =1,2,…) 来 刻 划 宕 观 物质 
微 元 的 变形 历 忠 .&, 可 以 是 标量 ,也 可 以 是 张 量 , 它 的 选取 应 根据 具体 材 
Bite. 为 讨论 方便 起 见 , 我 们 将 把 内 变量 &, 也 取 为 Lagrange 型 的 变 
量 , 故 其 物质 导数 自然 满足 Hil 定义 下 的 客观 性 要 求 (4.21) 式 ， 

对 于 率 无 关 材 料 ,应 力 并 不 依赖 于 应 变速 率 . 于 是 ,可 以 将 应 力 和 应 
变 之 间 的 关系 形式 地 写 为 

T=T(E.€,), (m=1,2,.). (8.53) 
4 é, 国定 不 变 时 ,了 与 吾 之 间 有 单一 的 对 应 关系 .这 时 材料 呈 弹 性 响 
应 , 即 对 应 于 给 定 的 &,,(8.53) 式 具有 道 关 系 , 且 可 形式 地 写 为 

E= EtT,é,), (m=1,2,.). (8.54) 

在 以 后 的 讨论 中 ,我 们 还 可 进一步 假定 : 当 给 定 & 之 后 ,材料 的 弹 
性 响应 可 通过 超 弹 性 势 oo, P(E, E ) 来 加 以 表示 , 即 由 (3.127) 式 ,可 将 
(8.53) 式 具体 写 为 


T= po KALIS (8.55) 
类 似 地 ,对 应 于 43.128) 式 ,可 将 (8.54) 式 具体 写 为 
dG zam 
E=-p G ) (8.56) 


LAF po 为 对 应 于 初始 构 形 的 密度 .上 式 表 明 , 对 于 率 无关 材 料 ,约束 平 
SAMA T 就 是 真实 应 力 工 . 

现 对 (8.55) 式 作 如 下 的 说 明 . 为 此 ,我们 先 来 考虑 单 唱 材 料 , 假定 
{8.2) 式 成 立 , 则 Green 应 变 可 写 为 


E=E'" = (FP) 
= FD EE, +} OIF,- 1), (8.57) 
其 中 E* 由 (8.13) 式 表示 ,根据 (8.57) 式 ,可 有 
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E*= F, EF; + SUR Fy - 1). (8.58) 


将 上 式 代入 (8.15) 式 中 的 p., eB E ALP, 为 变 元 的 自由 能 表达 式 : 
PCE, E,)= pE). 
3 F, 固定 不 变 时 ,可 得 
agp 3gp OE -i Ob. pT 


aE aF* JE e BES P l 
eH (8.14) s040(8.15) 05) M55 BFA TIE SEY A Piola-Kirchhoff 
MAA 


T=fF oF =F TE, 
dp{E,F,) 

saE ` 
由 此 可 见 , 对 于 只 有 一 个 请 移 系 开动 的 单 量 材料 ,可 以 取 F, 作为 内 变量 
En ;而 将 应 力 和 应 变 之 间 的 关系 写 为 (8.55) 式 的 形式 ， 

多 晶体 可 以 看 作 是 由 大 量 取 向 各 异 的 单 晶 晶 粒 组 成 的 .在 变形 过 程 
中 ,由 于 单口 品 粒 之 间 的 相互 制约 ,晶体 内 部 的 应 变 场 和 和 应力 场 在 微观 意 
义 下 是 不 均匀 的 .宏观 物质 微 元 的 应 变 和 应 力 应 该 是 这 些 单 晶 唱 粒 应 变 
场 和 应 力 场 的 统计 平均 .如 果 不 考 虑 晶 界 之 间 的 请 移 ,我 们 可 近似 地 将 宏 
观 物质 微 元 中 所 包含 的 全 部 单 晶 唱 粒 的 F, 取 为 相应 的 内 变量 6, {xm = 
1,2,…》. 只 要 其 中 某 些 晶 粒 的 了 PE TECE, AEA £m tk E gH i o 
产生 了 不 可 恢复 的 塑性 变形 .因此 ,对 于 多 晶体 材料 ,应 万 和 应 变 之 加 的 
关系 仍 可 由 (8.53) 式 或 人 8.55) 式 来 加 以 表示 . 

对 于 每 一 组 给 定 的 &, ,在 应 变 空 间 中 ,弹性 响应 的 范围 可 对 应 于 一 
个 闭 紧 集 ,该 集合 的 边界 将 由 因数 

g(E,&,)=0 (8.60) 

来 表示 , 称 之 为 应 变 室 间 中 的 加 载 面 , 它 与 应 变 度量 的 选取 有 关 . 当 应 变 
满足 gE, En) <O BT, FAS AMA + a ES. 当 应 变 
状态 使 g@ CE. En) =O 成 立时 ,应 变 的 继续 变化 就 可 能 使 材料 产生 新 的 逆 

同样 地 ,对 于 每 一 组 给 定 的 ,在 应 力 空间 中 ,弹性 响应 的 范 闭 也 可 
对 应 于 一 个 闭 紧 集 ,其 边界 可 由 后 数 

F(T,E,)=0 (8.61) 

来 表示 , 它 是 由 (8.54) 式 代 和 (8.60) 式 之 后 得 到 的 , 称 之 为 应 力 空间 中 前 
加 载 面 , 它 也 与 应 变 度量 的 选取 有 关 . SOW (TLE <0, H 


(8.59) 
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时 弹性 响应 而 不 产生 新 的 塑性 变形 . 当 应 力 状态 使 A(T,&, )=0 成立 时， 
应 力 的 继续 变化 就 可 能 使 材料 产生 新 的 塑性 变形 . 

以 上 讨论 表明 ,为 了 措 述 材料 的 弹 塑性 变形 ,通常 需要 有 两 个 独立 的 
本 构 函 数 ,其 一 是 (8.55) 式 中 的 Helmholtz 自由 能 poy$(E ,5 ), 或 (8.56) 
式 中 的 Gibbs 白 由 能 G(T, 6&,), 其 二 是 由 (8.60) 式 央 示 的 加 载 面 
SE,8,)=0,( 或 由 (8.61) 式 表示 的 加 载 面 f(T,$,)=0). 对 于 缩 定 的 
内 变量 & ,应 力 和 应 变 之 间 具 有 单一 对 应 关系 (8,53) 式 和 (8.54) 式 ,以 
上 这 种 关系 可 通过 困 数 po OEE, ORAR oo G(T,6,) 来 进行 描述 . 然 
而 ,对 于 给 定 的 6 ,8.53) 式 中 的 上 和 (8,54) 式 中 的 工 并 不 能 随意 取 
值 . 当 (FE,&,) 满 足 (8.60) 式 (或 (T, E ) 满 足 (8.61) 式 ?时 ,应 变 E{ 或 应 
A T) 的 继续 增长 将 可 能 引起 内 变量 的 改变 而 产生 新 的 塑性 变形 .这 时 ， 
就 需要 根据 加 载 面 g =0( 或 f=0) 的 演化 规律 来 对 材料 的 弹 塑 性 变形 进 
行 描 述 .图 8.2 是 一 维 拉 伸 条 件 下 材料 的 弹 塑 性 变形 规律 的 示意 图 .图 中 
的 坐标 分 别 取 为 拉 仲 方向 的 应 力 和 应 变 .自由 能 poy 可 以 用 图 中 曲线 
B, BB, 下 的 面积 表示 ,加载 面 可 以 用 图 中 曲线 ABC 表示 ,显然 , 当 应 力 - 
应 变 状 态 达 到 B 点 时 ,继续 加 载 的 应 力 -应 变 曲线 将 沿 BC 方向 延伸 ,而 
曲线 BB, 上 的 应 力 - 应 变 状 态 是 不 可 能 实现 的 . 


Tak 


0 8, E 


图 8.2 -ERRAN -ER R 


基于 弹 塑性 材料 的 应 力 状 态 与 应 变 记 史 有 关 的 考虑 , 弹 塑 性 本 构 关 
系 通 常 是 以 率 型 (或 增 晤 型) 的 形式 给 出 的 ,这 样 的 率 型 本 构 关 系 一 般 是 
通过 以 下 几 点 米 上 其 体 实现 的 ， 

(i) 选取 适当 的 内 变量 二 (mm 二 1,2,…) ,并 给 出 内 变量 的 演化 方程 . 

Gi) 给 出 T5 EE 之 间 的 率 型 表达 式 ， 

(ii) 给 出 加 载 面 g(E,$,)=0( 或 A(T,6,)=0) 的 具体 形式 . 

为 了 简化 问题 的 讨论 , 现 假定 内 变量 的 演化 方程 可 以 形式 地 写 为 
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E= ayZ,(E,€,), (m=1.2,.…), (8.62) 
ERREF a 的 具体 形式 将 在 下 面 作 进一步 的 讨论 . 
当 应 变 五 已 经 满足 (8.60) 式 时 ,进一步 的 卸载 将 使 应 变 和 内 变量 分 
别 得 到 了 一 微小 的 增 量 AE MAE, .这 时 ,新 的 状态 E+ AE ME, + DE, 
将 处 于 新 的 加 载 面 
gt(E+AF,é, +A6,)=0 


上 , 故 有 

dg: agi - 

JE Et geto (对 mm RM). (8.63) 
上 式 称 为 一 致 性 条 件 . 对 应 力作 类 似 的 讨论 ,可 得 

spt + she. =0, (对 m RA). (8.64) 


将 (8.62) 式 代入 (8.63) 式 , 便 有 
en 一 一 (7éz.) (38:8). 


Ms w= - (582, | » 《对 m 求 和 ), 并 以 


En 
& = 5: (8.65) 
表示 应 入 空 间 中 加 载 面 的 外 法 向 了 名 与 应 变 率 请 的 冯 点 积 , 则 (8.62) 式 还 
可 写 为 
E, = oZ, (E.€,) 8. (8.66) 


LEARY E CAR LITE ESE ROR 
应 变 E 在 加 载 面 内 , 即 cl Fe, ) <0: RENE SREMRE L MEH 
AMR We OW E, 并 不 发 生态 化 :6 ，:- 0, 这 时 (8.66) 式 将 不 再 成 
立 .因此 ,(8.66) 式 的 正确 写法 应 该 是 


D, (4 2(E,€,)<0), 
£ =40, (4 g(£,£,)=0,&<0), (8.67) 
az, È, (4 2( E,&,)=0,8 >0). 


EARRA Pr mE EN. EPR, A Be a Ti) BB AR E E 


EM RARE RSRASHAWE VER. 
由 (8.67} 式 表示 的 加 印 载 准则 是 在 应 变 空 间 中 给 出 的 , 它 根 据 
(8.65) 式 中 的 符号 来 判定 材料 是 处 于 加 载 状 态 ( 即 8 >0 时 进一步 产生 
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新 的 塑性 变形 ) BA eh FERRE E 0 时 为 弹性 响应 ,不 产生 新 的 
塑性 变形 ) .而 在 传统 的 塑性 力学 中 ,加 印 载 准则 是 在 应 力 空间 中 给 出 的 ， 
它 基 以 


=T (8.68) 
BS FF SE FA EHR E FRAR E EAT RRRA. y T AH eH 
22 E P RE DY a RE , 现 来 讨论 志和 上 之 癌 的 关系 . 
利用 (8.53) 式 和 (8.54) 式 ,可 知 (8. 色 ) 式 和 (8.61) 式 之 间 可 以 相互 
表示 为 : 
SEE, En dS EELT, E), Ea) | 


> (8.69 
a(B,8,) = FTE, E)E). | ) 
FEA 
of Br. dg _ df, 
Py ET a IF JT (8.70) 
af _ag aE 3ag dg _of aT af 
各 a, SE JE ae’ 36, a7 oe, er BTD 
. JE PG 
上 式 中 Aa sp" agar’ 
_oT_ ay 
和 L-3 BYE (8.72) 
为 互 道 的 四 阶 张 量 ,满足 
MLPA, (8.73) 


其 中 “Ty DU BY AA ICE. 现 假定 所 选取 的 应 变 度量 使 多 和 .《 为 只 有 正定 
对 称 性 质 的 四 阶 张 量 ,如 在 直角 坐标 系 中 将 多 和 .在 写 成 分 量 形式 , 则 对 
称 性 要 求 为 


AIE m y B m iia and (8.74) 
| | 
而 (8.73) 式 可 写 为 
了 Ang 在 = (a ab + 60 ) = 1%, 
Heb og A Kronecker 符 续 .此 外 ,由 (8.71) 式 ,可 知 还 有 
If. 2T Pg. 2E pale). (8.75) 


aT 26, JE JË 
利用 (8.67) 式 和 {8.75) 式 ,并 记 


a a . 
oe Pao FaZa (对 m RH), (8.76) 
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on 1+ Sh: p= 1-28, (8.77) 
MMWR, o( B66) =0,E20 时 ,由 (8.63) 式 和 (8.64) 式 便 得 到 
g=- E, = (et 过 jn =f- al ofi t)>0, (对 m RAN), 
或 f=, (48>0). (8.78) 
定义 1 材料 在 弹 塑 性 加 载 过 程 中 ,如 有 O>O MR REEL 
阶段 ;如 有 儿 <<0, 则 称 材料 处 于 软化 阶段 ;如 有 下 =0, 则 称 衬 料 处 于 理 
想 塑 性 阶段 .始终 处 于 和 硬化 阶段 的 材料 称 之 为 硬化 材料 . 
在 加 载 过 程 中 ,应 变 空 间 中 的 加 载 面 gE, é) 0 EMERE E 附 
近 将 局 部 地 向 外 移动 .与 此 同时 ,应 力 空间 中 加 载 面 FT,e)=0 在 应 力 
状态 TT 附近 的 移动 方向 则 由 盏 的 符号 来 确定 : 瑟 >0 对 应 于 加 载 面 =0 
局 部 地 向 外 移动 ,下 和 0 对 应 于 加 载 面 f=0 局 部 地 疝 内 移动 ,而 瑟 =0 对 
应 于 加 载 面 f=0 局 部 地 驻 留 不 动 . 由 此 可 见 , 只 有 当 钾 >0, 即 当 材 料 处 
于 硬化 阶段 时 ,用 (8.68) 式 了 的 符号 来 作为 应 力 空间 中 加 印 载 准则 的 判 
据 才 是 合理 的 . 


(=) 应变 率 和 应 力 率 


为 了 得 到 率 型 形式 的 弹 塑 性 本 构 关系 ,就 需要 先 给 出 应 变 率 { 或 应 力 
率 ) 的 表达 式 . 该 表达 让 通常 由 两 部 分 组 成 , 鞭 中 一 部 分 主要 与 弹性 响应 
有 关 , 而 另 一 部 分 主要 与 非 弹 性 响应 有 关 . 如 何 将 应 变 率 ( 或 应 力 率 ) 分 解 
为 漳 性 部 分 与 非 弹性 部 分 之 和 的 问题 ,目前 尚 无 统一 的 看 法 . 

1969 Œ E.H. Lee 曾 利用 乘法 分 解 (8.2) 式 来 描述 多 晶体 材料 的 弹 
塑性 变形 .然而 ,将 (8.2) 式 应 用 于 多 晶体 或 其 它 类 型 材料 (如 具有 粘 弹 性 
性 质 的 无 定形 高 聚 物 ) 的 合理 性 问题 仍 是 有 争议 的 (参见 文献 18.8] 和 [8. 
9]) .其 实 , 对 于 多 晶体 来 说 ,其 塑性 变形 梯度 已 不 再 具有 (8.1) 式 那样 简 
单 的 形式 和 明确 的 物理 意义 .因此 ,根据 分 解 式 (8.2) 式 给 出 多 晶体 的 应 
变 率 表达 式 并 建立 相应 的 弹 塑 性 本 构 关系 是 缺乏 坚实 物理 基础 的 . 

对 (8.54) 式 和 (8,53) 式 求 物质 导数 ,可 得 


B= AT + SES, (t m RA), 


(8.79) 
T= g£: E+ sre, , (对 m SRA). 


利用 {8.67) 式 和 (8.76) 式 ,上 两 式 右 端的 第 二 项 可 分 判 写 为 
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~. 2E? P 
B= Ee, (DÊ B, 
| r.: (8.80) 
P= TF, =F R, 


EPDAMARAT ,定义 为 
0， (H g( E,6,) <0, 
(1) =<0, (H gE, En) =0,850), (8.81) 
1, (4 ¢(£,8,)=0,8>0). 


(8.80) 式 中 的 Eo 和 T” 分 别称 为 非 弹 性 上 应变 率 和 非 弹性 应 力 率 .如 将 
(8.79) 式 的 第 一 式 代 人 第 二 式 , 便 有 

Er= -和 和 T=-2:E', (8.82), 
或 R--A:T 和 T=-L:£. (8.82), 
需 指 出 ,应变 率 和 应 力 率 的 分 解 式 (8.79) 式 与 应 变 度量 的 选取 有 关 . 当 应 
变 度 量 改变 时 ,E( 或 T) 的 变换 规律 并 不 与 E"( 或 T") 的 变换 规律 由 同 . 
这 方面 的 讨论 可 参见 文献 [8. 10]. 

由 (8.80}) 式 可 知 ,在 弹 塑性 加 载 时 ,{8.79) 式 也 可 表示 为 


B= A":T,( 640), 
， 。 (8.83) 
T=%":E, 

p Ma Ms DEQ, LI+() TBE (8.84) 


称 为 弹 塑性 张 量 , 式 中 的 1 为 (8.81) 式 表示 的 加 印 载 因子 . 

四 阶 弹 塑性 张 量 . 避 “ 利 双 ”的 性 质 与 通常 所 说 的 材料 稳定 性 有 关 . 现 
给 物质 微 元 一 个 虚 应 变 增 量 8E ,这 相当 于 在 原 有 的 应 变 EE 和 应 力 了 的 
基础 上 作 了 一 个 小 的 虚 扰 动 .在 此 扰动 下 , 当 应 力 仍 与 作用 的 面 力 相 平 衡 
时 ,其 值 就 可 以 写 为 + KOE, HP KK 为 四 阶 张 量 , 它 不 仅 与 当前 的 应 
力 和 应 变 有 关 , 而 且 还 与 应 变 度量 的 选取 有 关 . 于 是 ,外 力 的 虚 功 为 

T:0E + FR:K:8E +. 

AFM ACWW HBA T +2: 3E AK VAMP HES: 

HEM 2 WHE RIES He ee ORY OES ( 2" -K):3E>0 
时 ASP" - K EEB, MRA BRE. 

上 述 稳 定性 的 定义 不 依赖 于 应 变 度 量 的 选取 . 如 果 对 于 某 一 特殊 的 
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应 变 度量 ,使 得 K 近似 为 零 ,那么 材料 的 稳定 性 就 可 近似 地 与 艺 的 正定 
性 等 价 .为 简单 计 , 以 后 我 们 将 假定 K 恒 为 零 .这 时 当 条 件 


E:T>0 (8.85) 


对 一 切 非 零 的 玉 都 成 立时 ,就 称 材料 是 稳定 的 .在 某 些 情况 下 ,上 式 的 条 
件 述 可 予以 放松 而 写 为 

E T20. (8.86) 
这 时 ,材料 将 称 为 是 在 非 严格 意义 下 稳定 的 .下 面 ,我 们 将 对 材料 的 稳定 
性 作 进 一 步 讨 论 ， 


(5) 本 构 不 等 式 


现 假定 对 于 应 变 空间 中 任意 一 条 由 Eo 到 Eo 的 应 变 路 径 ,总 可 找 

到 应 力 空间 中 某 条 由 Ti 到 Ta 的 应 力 路 径 与 之 相对 应 ,或 反之 ,对 于 应 
力 空间 中 任意 一 条 由 Tu 到 Tw 的 上 应力 路 答 , 总 可 找到 应 变 空间 中 某 条 

由 Ei 到 吾 2 的 应 变 路 径 与 之 相对 应 .上 述 路 径 以 后 将 统一 地 表述 为 由 
RE): (Eo Ta BURA (2): CE To) 的 任意 路 径 .特别 地 , 当 以 
上 路 径 为 应 变 ( 或 应 力 ) 空 间 中 单调 变化 的 直线 路 径 时 ,不 难 证 明 有 :; 

性 质 1 当局 .86) 式 成 立时 ,对 任意 由 五 小 单调 变化 到 Ej 的 应 变 
直线 路 径 , 或 者 任意 由 Ti， 单调 变化 到 To 的 应 力 直线 略 径 . 总 有 如 下 的 
本 构 不 等 式 : 


E 、 
x ~ soe = . | 
Ti | (Em ~ Em) >f T: dE > Ta i Eg, - En). 


2) (8.87) 
Eo) : (To — Toy) >| E:dT Ew | (Ty, — Tuy). 


对 于 稳定 材料 , 即 (8.85) 式 成 立时 ,上 式 中 的 "之 "号 应 改 为 "> " 导 . 

上 两 式 的 推导 与 超 弹 性 势 凸 性 条 件 的 讨论 机 类 似 , 读 者 可 和 参见 (6. 
72) 式 与 (6.69) 式 一 (6,71) 式 的 等 价 性 证 明 , 此 处 不 再 重复 . 

性 质 2 ” 当 材 料 稳定 时 ,对 一 个 应 力 状态 , 涉 可 能 同时 有 两 个 不 同 的 
应 变 状 态 与 之 对 应 , 且 其 中 的 一 个 应 变 可 单调 地 直线 变化 到 另 一 个 应 蛮 ， 
类 似 地 ,对 一 个 应 变 状态 ,不 可 能 同时 有 了 两 个 不 同 的 应 力 状态 与 之 对 应 ， 
且 其 中 的 一 个 应 力 可 单调 地 直线 变化 到 另 一 个 应 力 . 

此 性 质 可 以 由 反 证 法 直接 得 到 .因为 如 果 对 同一 个 Tu AAA 
的 应 变 Ey 和 此 (3 与 之 对 应 ,并 可 作 连 接 Ei 到 EE 的 应 变 直 线路 径 , 则 
注意 到 (8.87) 式 第 一 式 中 状态 (2) 的 应 力 与 状态 (1) 的 相同 :Ta = To), 
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WERE eB >, JY. 类似 地 ,可 以 证 明 对 同一 
个 Ei ,不 可 能 有 次 个 应 力 Tw 和 fo 与 之 相对 应 , 昌 使 其 问 可 通过 应 力 
直线 路 径 相 连接 . 


如 果 材 料 是 在 非 严格 意义 下 稳定 的 , 即 对 于 非 零 的 王 或 非 零 的 了， 
(8.86) 式 成 立 , 那 么 就 可 能 有 不 同 的 应 变 同 时 对 应 于 同一 个 应 力 ,或 者 可 
能 有 不 同 的 应 力 同时 对 应 于 同 -个 应 变 . 前 者 相应 于 应 变 空间 中 的 理想 
朔 性 区 ,后 者 相应 于 应 力 空间 中 的 刚性 区 . 

下 面 讨论 当 应 力 路 径 或 应 变 路 巷 取 为 闭 循 环 的 情 内 . 

定义 3 Drucker 公设 是 指 材料 的 宏观 物质 微 江 在 应 力 空间 的 任意 
应 力 闭 循环 中 的 余 功 非 正 : 

f E: éT<0, (8.88) 


满足 以 上 条 件 的 材料 称 为 Drucker 材料 . 

WER , 当 应 力 经 过 闭 循 馈 到 初 值 时 ,相应 的 庶 变 并 不 一 定 也 同 到 初 
值 .因此 ,一般 说 它 并 不 构成 热 方 学 循 坏 .但 当 庶 力 状态 始终 在 应 为 空间 
的 加 载 面 内 时 ,应 力 的 闭 循 坏 将 对 应 于 应 变 的 闭 循 坏 . 由 于 这 时 并 未 产后 
新 的 塑性 变形 , 故 材 料 呈 漳 性 响应 .这 时 ,(8.88) 式 的 积分 应 该 等 于 替 . 因 
为 如 果 (8.88) 式 取 小 于 号 的 话 ,那么 沿 相 上 反 路 径 的 积分 就 要 取 大 于 号 ,而 
这 与 Drucker 材料 的 定义 是 和 矛盾 的 .由 此 可 见 ,在 上 述 情 况 下 ,(8.88) 式 
的 被 积 函 数 是 一 个 全 微分 . 即 Drucker 材料 的 暗 性 余 势 - p, G 是 存在 的 . 

性 质 3 ”如果 在 应 力 空间 中 由 To 到 Ty 然后 再 回 到 Ts = Ta 构 
成 一 个 应 力 朵 循环 ,而 相应 地 在 庶 变 空间 中 应 变 由 Fi 到 Ea 然后 到 
五 , 则 (8.88) 式 与 


ela) 


| (T — T,,)):d E220 (8.89) 
Cl} 
等 价 . 
GR WARS 
J E:dT+ | T:dE= Pes; Eis; ~ Ta, E ` 
1) Cli 
便 可 立即 得 到 (8.,88) 式 与 {8.89) 式 之 闻 的 等 价 性 证 明 . 
性 质 4 对 于 由 状态 (全) :FT PRSC) (Eg, THIER 
路 径 ,不 等 式 
【2 
人 (T- Ta, dE 220, (8.90) 


成 立 的 充 要 条 件 是 (8.86) 式 和 (8.88) 式 同时 成 立 . 
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证 明 必要 性 对 于 任意 一 个 使 应 力 构成 闭 循环 的 路 径 ,(8.90) 式 
将 化 为 (8.89) 式 , 故 由 性 质 3 可 知 (8.88) 式 必然 成 立 .其 次 , 当 取 T,, = 


Ti) tdT Ep, = Eq, + dE WW, (8.90 RASH FeT dE 20,845 
(8.86) 式 是 等 价 的 . 

充分 性 对 于 由 (E., 9 Thy )#) (EQ, + Ti ) 的 任意 路 径 , 可 构造 一 个 
AT, FT, > Yo 的 单调 变化 的 应 力 直线 路 径 ,相应 的 应 变 由 五 ,> 到 
Ep .这 时 ,应 力 构 成 一 个 闭 循 环 , 故 由 (8.89) 式 ,有 


(2) (3) 
| (T-T,,):dE4 | (T- Ti )'dE 0. 
(1) (2) 


上 式 中 由 状态 (1) 到 状态 42) 的 积分 对 应 于 任意 路 径 , 由 状态 (2) 到 状态 
(3) 的 积分 对 应 于 应 力 直线 路 径 . 故 当 (8.86) 式 成 立时 ,由 (8.87) 式 第 一 
式 的 堪 半 部 可 知 


(3) (3) 
| (T-To):dE= | (T- Ta) dE. 
(2) (2) 


于 是 (8.90) 式 得 证 . 
定义 4 伊 柳 辛 公设 是 指 材料 的 宏观 物质 微 元 在 应 变 空间 的 任意 应 
变 闲 循环 中 的 功 非 负 : 


中 T:dE>>0， (8.91) 


ELA E RATRE EHE A AE (noun) $ A- 

需 注 意 , 当 应 变 经 过 闭 循环 回 到 初 值 时 ,相应 的 应 力 并 不 一 定 也 回 到 
初 值 ,因此 ,一 般 说 它 并 不 构成 热力 学 循环 .但 当 应 变 状 态 始终 在 应 变 空 
间 的 加 载 面 内 时 ,应 变 的 闭 循环 将 对 应 于 应 力 的 闭 循环 ， 由 于 这 时 并 未 产 
牛 新 的 塑性 变形 , 故 材 料 呈 弹 性 响应 .这 时 (8.91) 式 的 积分 应 该 等 于 零 . 
因为 如 果 (8.91) 式 取 太 于 号 的 话 MARMARA SRE RTS. 
而 这 与 Hnpbmrn MAME MAPA. WA a aR. 
(8.91) 07 Hwee eE a, A Moonen 材料 的 超 弹性 势 
po 出 是 存在 的 . 

要 求 材 料 满足 (8.90) 式 是 一 个 很 强 的 假设 ,这 时 材料 不 仅 满 足 
(8.86) 式 和 Drucker 公 没 ,而 且 也 满足 Hnsiomnn 公设 . 即 有 : 

性 质 5 对 于 由 状态 (1):; (FE, Tw ) 到 状态 (2); (Ez ,Tw MER 
路 径 , 当 不 等 式 (8.90) 式 成 立时 ,(8.91) 式 也 必然 成 立 , 因 为 可 以 把 状态 
GJE Ta ) 到 状态 (2):(E, ,Ti ) 的 路 径 取 作为 一 个 应 变 闭 循环 : 
五 = Eq) , 故 由 (8.90) 式 便 可 立即 得 到 (8.91) 式 . 
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(四 ) 基于 准 热力 学 公设 的 宏观 本 构 关 系 


内 变量 的 类 型 ,个 数 以 及 演化 规律 需 根据 塑性 变形 的 微观 机 制 来 加 
以 确定 ,这 往往 是 一 件 十 分 困难 的 工作 . 另 一 方面 ,如 时 借助 于 从 大 量 实 
验 现 象 中 总 结 .归纳 出 来 的 准 热力 学 会 设 来 构造 相应 的 本 构 关 系 , 则 可 以 
使 问题 得 到 极 大 的 简化 .在 唯 象 的 宏观 本 构 关 系 的 建立 过 程 中 ,这 样 的 准 
热力 学 公设 将 起 着 极为 重要 的 作用 .通常 所 采用 的 途径 有 有 以 下 两 种 :(1}) 
给 定 肝 载 面 的 形式 ,并 采用 Drucker 公设 或 Hmpmmana 公设 ;(2) 给 定 耗 散 
势 的 形式 ,并 采用 Ziegler 公设 .下 面 ,我 们 将 分 别 对 此 作 简 要 的 讨论 . 

(1) Drucker 公设 ,Haetoumn 公设 和 正 交 法 则 . 

为 了 得 到 率 型 本 构 关系 (8.83) 式 中 弹 塑 性 张 量 . 龙 AL 的 表达 式 ， 


就 需要 给 出 (8.84) 式 中 KAT 的 具体 形式 ,所谓 正 交 法 则 ,是 指 E (A 
名 ) 沿 应 力 空间 中 加 载 面 /=0 BR SL RAR 7?( 或 个) 沿 应 变 


空间 中 加 载 面 g = 0 的 法 线 方向 5 名 .显然 有 


性 质 6 正 交 法 则 成 立 的 充 要 条 件 是 阐 塑 性 张 量 . 龙 〈 当 D0), 
RL Xt HR AY. 

WA AL PRI, ASORTATA DAO) ,或 
多 "一 LRRD RE REA 


ao y_ l 3faðf 
M” -M = 5, Ogh (D#0), 
4 w op... gore 
或 g f =y, 5 


ATH ve My, 为 标量 因子 .这 里 ,我 们 已 将 (8,84) 式 中 的 (41) 取 成 了 1. 
上 F 式 可 等 价 地 写 为 


P a 
E= f 


Vie ay’ 
利用 (8.70} 式 和 (8.82), 式 , 上 式 也 叮 写 为 


或 t=», 28. (8.92) 


p= 8:0 GE 


3 了 aE! 
E a A g__, oF 
或 E AST v, Mize v, SF 


这 说 明 , h 8D A PE] — PS RTS APRA, 
iin ELH F A BS TB E 
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vSvy=oy,. 
性 质 7 对 于 满足 18.88) 式 的 Drucker 材料 , 正 交 法 则 是 成 立 的 ， 
证 明 在 应 力 空间 中 ,可 构造 如 图 8.3 所 示 的 应 力 闭 循环 ,此 箱 环 由 


Mam f=0 内 的 任意 一 点 Ti 出 发 , 沿 某 一 弹性 路 径 达 到 加 载 面 f=0 


上 的 任 一 点 To ,相应 的 应 变 由 Bu = - po So 变化 到 Ey, = 

PRETA aa 

-po .此 后 给 应 力 一 个 增 量 AT 使 材料 相应 地 产生 一 微小 的 
(Te) 4) 


塑性 应 变 增 量 . 这 时 To 变 到 To = Ty + dT, Ep BR Ea = Eg + 
dE,é, ERA E, +dE ,Cm 二 1,2,…). 最 后 ,再 由 弹性 路 径 使 应 力 同 到 初 
HI Ti . (由 于 应 力 增 量 dT 是 一 个 小 量 ,To 仍然 在 新 的 加 载 面 FI 
+dT, ê, + dé )=0 内 , 故 可 作出 回 到 初始 值 Ta 的 弹性 路 茎 ) . 


六 FDAT Std 0 


L760 


图 8.3 应 力 空间 中 的 闭 循环 


在 以 上 应 力 闭 短 环 中 ,各 段 路 径 上 的 余 功 分 则 为 ， 
| E:dT = -po G(T E) + mG Tey tE), 


(3) 3G 
E:dT=- :dT, 
la (2) Po aT 


L1} 
| 2 G(T) 08, +de) + pol Tay sb, + dé, ). 


(3) 
如 果 令 AT= Toa- Ta WBE, dT = Ta - To 相对 于 AT 
为 高 阶 小 量 , 则 (8.88) 式 可 写 为 


3G 
$ E:dT= Poj OE, | 


再 由 (8.56) 式 (8.67) 式 (8.76) 式 和 dé, = ,dt, 可 得 
(Tey -Ti ECT a, En) 20. (8.93) 


aG 
TA 


las. <o, (对 m RM). 
Tt) Ty th) 
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由 于 T, 是 加 载 面 f= 0 工 的 任意 一 点 ,而 Tw 是 f=0 内 邻近 于 
Tw 的 任意 点 , 故 由 (8.93) 式 可 知 , 当 加 载 面 在 Ti 处 光滑 时 (也 可 很 容 


易 地 推广 到 加 载 面 在 To 处 非 光滑 的 情形 ,此 处 从 略 ) ,下 (或 E') 必 然 指 
jeJ f> 0 在 To 点 的 外 法 向 ,因此 有 

È=» SL, 020). (8.94) 
上 上 式 与 (8.92) 式 的 不 同 之 处 在 于 本 推导 是 在 没有 附加 要 求 OO 的 情况 


下 给 出 了 一 个 新 的 限制 性 条 件 veo. 同样 地 ,由 (8.70) 式 和 (8.82) 式 ， 
(8.94) th TS oe BA 


r= -» 54, (20), (8.95) 


Bl T RCT Ie AS MR g= 0 的 内 法 向 .证 论 . 
性 质 8 对 于 满足 (8.,91) 式 的 Hasowan P, E REE ae. 
WEAR ”这 可 完全 类 似 于 性 质 7 的 证 明 . 邯 在 应 变 空 间 中 构造 一 个 如 
图 8.4 所 示 的 应 变 闭 循环 .此 循环 由 加 载 面 =0 内 的 任 一 点 Ea, 出 发 ， 


站 


A yp ay a- 
= aE 恋 化 到 了 了 ， = oY . 后 给 应 aS A fie dE 
fa dE yee ij (2) fo aE Woh) 此 A 人 应变 isa 里 


而 使 材料 相应 地 产生 一 微小 的 塑性 应 变 增 量 . 这 时 Fw 变 到 Ei = Eo, 
+dE, Tao £8) To = Ta +dT, E, BRE, + dé 最 后 再 由 弹性 路 径 使 
ASFA En (由 于 应 变 增 最 dE 是 一 个 小 量 , Ei 仍然 在 新 的 加 
RM c(Et+dE,é, +de)=0 内 , 故 可 作出 同 介 初始 值 Ei 的 弹性 路 
48). 


g (E$) 


图 8.4 应 变 空间 中 的 闭 循 环 
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在 此 应 变 闭 循环 中 ,各 段 路 径 上 的 功 分 别 为 
[| Td E = ppl Em En) ppl Eos En), 


{3} (31 ay 
T:dE= | od aE, 
|, ea e JE 


[ 
| Ti:dE = p, ¢( Ey, sfn + dé,) — pol E's, En tdi). 
3 


如 果 令 AE = Bay 一 E,, 为 一 阶 小 量 ,而 dE = Evy 一 所 ,相对 于 AE 为 高 
附小 量 , 则 (8.91) 式 可 写 为 


ag 
$ T:dE = pol 98. 


再 由 (8.55) 式 ,(8.67) 式 .(8.76) 式 和 dé, = .di ,可 得 

(Fi Em T(E, En 0. (8.96) 
由 于 Ea EWAH g=0 上 的 任 一 点 ,而 En E g=0 AEF E 的 任 
AAEH. IORA, SORE Eo Ak Bt OE a RA RE 


到 加 载 面 在 Eo AIER HE M), TOR Rg =0 
在 Ep ABA, BKA 
a 


T= -vy <2, (v0). 


JE 
于 是 也 可 得 到 (8.94) 式 .证 认 . 
需要 指出 ,由 (8.80) 式 所 定义 的 非 漳 性 应 变 率 一 般 是 不 可 积 的 , 即 并 


不 一 定 存在 某 一 个 非 弹 性 应 变 张 量 ,使 其 物质 导数 等 于 E .因此 ,如 果 一 
定 要 定义 某 种 "塑性 应 变 ”, 那 么 其 物质 导数 通常 不 满足 正 交 法 则 . 

由 以 上 讨论 还 不 难看 出 ,Inpmomam 会 设 是 不 依赖 于 应 变 度 量 的 选取 
的 ,而 Drucker 公设 与 应 变 度量 的 选取 有 关 . 其 次 ,对 应 于 某 种 应 变 上 度量 
的 应 力 闭 循环 并 不 构成 对 应 于 另 一 种 应 变 度 量 的 应 力 闭 循环 .最 后 , 当 应 
力 起 始点 To RMA f=0 上 时 ,对 于 非 稳定 材料 来 说 ,无 法 作出 如 
图 8.3 所 示 的 应 力 闭 循环 .这 些 都 说 明 采 用 Drucker 公设 的 局 限 性 .但 应 
注意 到 ,性 质 7 和 性 质 8 的 推导 都 没有 用 到 (8.85) 式 或 (8.86) 式 .因此 ， 
无 论 材 料 稳定 与 省 ,由 Drucker 公设 或 者 由 Hnpiomwn 公设 部 可 得 到 正 交 
法 则 .因此 ,把 Drucker 公设 称 为 “稳定 材料 公设 "是 不 恰当 的 . 

如 果 (8.94) 式 和 (8.95) 式 成 并 , 则 (8.77) 式 可 写 为 


B=1- vf -1-yH, (50), (8.97) 


E dé, 20, (对 m RA). 
(Eyfa? m AB 8? 
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_9g.9f _ arc.a3r 
E H IE JT xpi prO 


当 v>0 时 ,可 引进 参数 


h=®lv, (8.98) 
HA v= p57 AA A APS © RESA BR H A 的 符号 来 


3) 8 AL En aR st E F Eae TT Be E Re EBT 
Be. 
于 是 ,由 (8.83) 式 表示 的 弹 塑 性 本 构 关 系 可 具体 写 为 


eae. cp. ni {pas af a ` 4 
Ex 4°: T [a + 7 HONT 5 RÆ0), 


(8.99) 


«ge (1> ag sag].. 
T= B= [L- (pe BOSE |. 
Hey (8 Blt LA RAS. 
下 面 讨 论 加 载 时 弹 塑 性 张 量 的 性 质 . 利 用 (8.70) 式 和 {8,97) 式 ,不 难 


看 出 以 下 关系 是 成 立 的 . 


a.f of i pny. of E 
g TI E (AE ‘spi esp (8.100) 
BATE PE we LM 28 = 28 (8.101) 
“OE OR’ ” ' ‘GE aE’ ° 


S01 A DOBYNS LA ADL VA BE MS ANERE 
6x6 阶 矩阵 ,而 3 未 和 3 划分 别 看 作为 6 SEAL RE UB Uh eR A 


多 "存在 一 个 特征 向 量 5 寺 ,其 相 应 的 特征 值 为 D,E: AM FEN 


征 向 量 队 ,其 相应 的 特征 值 为 .此 外 ,在 6 维 空间 中 ,总 可 选取 S 个 


FAT AEA KAT ef, (p=1,2,…,5) ,使 其 满足 
=f， (p=1,2,.,5), 

和 站 0 (p,q=1,2,. 5, pq). 

ER BE Hb 5 PADRE AY lal g; (p=1,2,…,5), 使 其 满足 


saf e. gd ; 
g, et Mi SE=0, (p=1,2, ,5), 


和 gi dig) =0, (2 
AE EH SL one gp EREZA. A 
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(gf sas el SE ERRER WIR S Cp = 1,2,…,5) 和 
gi (pals SVM BM LORS AMT RRE E, TPE BY 
的 特征 值 都 等 于 1. 故 有 
det( YY") = PdF), | 
det(M°) = 6" del M), (8+0). | 
PMA EEN A det(LY)>0 Mder(4)>0. Ait, HERA, © h 
符号 与 der( LTR del A") HES EASILY. 
根据 以 上 讨论 ,我 们 不 难得 到 如 下 的 性 质 : 
性 质 9 材料 处 于 硬化 阶段 的 充 要 条 件 是 多 ”为 正定 张 量 ;材料 处 于 


理想 章 性 阶段 的 充 要 条 件 是 多 “为 半 正 定 张 量 , 即 对 任意 的 应 变 率 E, H 
A EL? E20, ARERR —PUEEW SER E (EE ZTE =0; 材 
料 处 于 软化 阶段 的 充 要 条 件 是 至 少 存在 某 一 个 应 变 率 忆 ' ,使 得 


(8.102) 


E` E E <0. 
ER MERER ERR SiS S M ÉHRERA: 
E= Saf) te SLA 


ELESE |Y m EF TENDS 


pel pl 


?Of E+ Be H. 
(8.103) 
FRY LEH, O>OHKRPRARUFERESH E, WE 
E: 2°: E>0;6=0 的 充 要 条 件 是 对 于 任意 的 志 , 恒 有 ESL": ESO, M 
RE = oat A E ZE <0:0<0 的 充 要 条件 是 至 少 存在 某 
-ARER E ,使 得 BPP <O, AN E = u ae ee Pk 
要 求 的 应 变 率 .证 论 . 
(8.99) 式 是 在 等 温 条 件 下 的 瞳 盟 性 率 型 本 构 关 系 .本 书 作者 曾 将 
(8.91) 式 推广 到 计 及 温度 效应 的 情形 由 ,所 提出 的 准 热 力学 公设 可 表 


述 为 :如 果 材 料 的 宏 灿 物 质 微 元 在 炉 一 应 变 空间 的 任意 岂 铂 环 中 , 即 从 时 
Ajit, 到 时 刻 +, 的 过 程 中 满足 g(t.) = 9.) EC) = E(t) WA 
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| (po0 nt Ti Edo. (8.104) 
ty 


上 式 中 的 和? 分别 为 绝对 温度 和 ,积分 是 对 时 间 : 的 积分 . 

#5 (8.104% ABER BAT CE“ - ES” ABE - 应 力 
空间 "中 的 "广义 " 正 交 流动 法 则 ,并 据 此 系统 地 构造 了 有 限 变形 条 件 下 的 
率 无 关 热 弹 塑 性 本 构 关系 .有 兴趣 的 读者 可 参考 文献 [8.121, 此 外 不振 介 
F. 

例 1 试 写 出 对 应 于 理想 刚 塑 性 材料 的 本 构 闫 系 . 

解 ” 对 于 理想 塑性 材料 ,有 加 =0. 故 由 (8.68) 式 和 (8.78) 式 得 f= 


SÉ: 了 =0. 皇 由 (8.98) 式 ,可 知 (8.99) 式 中 的 卢 和 SL: THES. M 
ef tense ashes eames 


E=M:T+ ONA. {8.105} 


PRT A (0) ARE AA, EAE AYE HS E HT RY SP 
法 向 . 


对 于 刚 塑 性 材料 ,有 . 帮 = 和, 故 E = Er? .因此 ,理想 刚 妄 性 材料 的 本 构 
关系 可 写 为 
B= (yack, (8. 106) 
AT RI (8 G RM RRB RSPR RHI A XH MAE 
实际 应 用 . 现 假定 在 Cauchy 点 力 空 间 中 ,(8.61) 式 可 写 为 
FET, £) =f lo, F, E, )=0, (8.107) 
上 式 中 X Cauchy WJJ, F 为 变形 梯度 .对 于 刚 塑 性 材料 , 它 实际 上 就 
是 塑性 应变 梯度 F, ,并 可 看 作 是 其 中 的 一 个 内 变 景 
如 果 将 (8.106) 式 中 的 五 和 T 分 别 取 为 Green 应 变 和 第 二 类 Piola- 


Kirchhoff 应 力 , 则 变形 率 张 量 D 可 表示 为 D= 下 -E-F ,注意 到 


3P + oF i 
Je Ht TY 
可 知 加 载 时 有 
oe (8.108) 
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需要 说 明 ,对 于 基 些 材料 ,实验 观察 往往 与 “ 正 交 流动 法 则 "不一致 . 
造成 这 种 不 一 敏 的 原因 可 能 有 很 多 ,如 1) 不 同 作者 对 塑性 应 变 率 的 定义 
可 能 并 不 相同 ;2) 内 变量 的 演化 不 能 用 单一 的 加 印 载 准则 (8.67) 式 来 碍 
以 描述 .也 就 是 说 ,如 果 某 些 内 变量 的 演化 规律 是 由 (8.65) 式 中 名 的 符号 
来 判定 的 活 , 那 么 还 可 能 有 另外 一 些 内 灾 基 ,其 演化 规律 并 不 是 由 的 符 
号 来 加 以 判定 的 ,这 些 内 弯 量 的 演化 甚至 可 能 还 有 率 相 关 性 ;3 如 载 面 可 
理解 为 应 变 空 间 ( 或 应 尹 空 间 ) 中 刚刚 开始 产生 进一步 新 的 塑性 变形 的 
“临界 "应变 (或 应 力 ) 状 态 . 但 在 具体 的 实验 中 ,新 的 塑性 变形 只 有 达到 一 
定量 值 后 才能 被 测 量 出 来 ,这 时 的 应 变 ( 或 应 力 ) 状 态 实际 上 已 超出 了 " 原 
来 意 立 下 "的 夯 载 面 .因此 , 当 加 载 面 的 形状 及 其 外 法 问 在 加 载 计 程 中 变 
化 较 快 时 ,实验 测 出 的 加 载 面 外 法 向 已 不 再 是 "原来 意义 下 ”加载 面 的 外 
法 向 . 

(2) ERAS Ziegler 公设 

在 等 温 过 程 中 ,(8.55) 式 中 的 超 弹 性 势 op E, E 实际 上 就 是 体系 
的 自由 能 ,其 时 间 变 化 举 可 写 为 


pep= po (+A 和 


(8.109) 
A(3.127) eH ERASE e, AH 


HP A =- p, oY 
义 力 . 可 见 ,变形 功率 可 以 由 两 部 分 组 成 ,其 中 一 部 分 为 自由 能 的 变化 率 


od. AWS) HWE SE GHEE RE. 根据 由 (3.129) 式 和 
{3,130} 式 表示 的 热力 学 第 二 定律 ,并 注意 到 了 二 MO -8 - const, 可 
得 


60,=W,(2,:E,6,)=A'E, 20, (f m RA), (8.110) 
上 式 称 为 Kevin 不 等 式 . WRAT, 6 ) 作 为 自 变量 , 则 由 (3.128) 式 ,也 
可 将 A EH 


dG 


Coed 
A" = — py Fe 
Pv JE, 


这 时 ,(8.110) 式 可 等 价 地 写 为 


(8.111) 


66,= 0, (2, 3T.8,) =A E, 0 , OF on RAI). (8.112) 


Falin E, EnA Yrt E, ST, E, ER ARE A 8 HM . Ziegler( 1983) , Ziegler 
和 Wehrli( 1987) LA Æ Collins 和 Heoulsby(1997} 等 人 从 以 上 的 耗 散 随 数 出 
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E ERPE ERRA. 
BRIE LF Ih (8.110) CAT (8.112) 3H E MA™ 4 


ST MEF 3 131) ch PADS PE Bt” Cliuxes) AU“ XA" 
(forces) , EHZ [AV HERS yb RE PER. HRA Edelen 分 解 定 
ASE eT 3.134) he 

_ag (AEE) 


JA + U, (AN GE,E,), (8.113) 


Èn 
其 中 U, WEG ISA: 
SPAT’ U, =0, U (E.g, )=0. 


m 


作为 对 Onsager-Casimir 倒 易 关系 的 一 种 推广 , 现 假定 U, (A'S ESE) 
=0, 即 仍 定 可 以 忽略 回转 效应 (gyroscopic forces) 的 有 影响 .这 时 , (8.113) 
式 退 化 为 


a Jo’ A, E,E, 
P Ai E). (8.114) 
WRAT, E ) 为 变 元 ,上 式 也 可 等 价 地 与 为 
af (A T A } 
6 (8.115) 
利用 Legendre 变换 : 
We 
. , (8.116) 
或 WCE EE DSA Ee, ~ £ (AMSTEL | 
可 得 
IW. aW 
An = e, 或 Am™ma= - T (8.117) 
CES PE n 


对 于 率 无 关 材 料 , W, 或 W TBR t, AUK FERS, MA 


` aW: ` ` 
Welt, E, E) T mE a =A E = Plé, E, E,), 


“5s ( ) 
8.118 
. F n _9Wr: im) a — ` 
或 W(6,57,6,)=—€, =A €, = ¥, (6,57, En) 
dé, 
因此 可 将 (8.117) 式 写 为 
9 a 
AM (EE) =E, 或 AM CTE) = (8.119) 
DEn a, 
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这 实际 上 就 是 对 应 于 率 无 关 材 料 的 Ziegler 公设 让. 由 此 可 见 ,对 于 率 
无 闫 材料 ,(8.116) 式 将 退化 为 
g (A™ E, 6a) =0, 或 f (AW™;T,S,)=0. (8.120) 
AREE A HAAR GLID RAER, WTS. 119) RR 44 
A .将 (8.119) 式 的 AM =A (E, EA AU = A'W(T,&,) 分 别 代 
A(8.420), 式 和 (8.120)。 式 ,使 得 到 加 载 面 的 表达 式 : 
gE, $) =E (4 (E6) iE, bn) (8.21) 
FT, EDE FICA PCT, E N T, én). | 
AAA 是。 的 零 次 齐 次 式 ,所 以 在 (8.114) 式 和 (8.115) 式 中 , 需 有 一 
个 比例 乘 子 , 即 


. _ 1 dg" a . Oe 
En = AST ok : En AT Arn (8.122) 


上 式 中 ,比例 滋 子 ) 的 值 应 根据 一 致 性 条 件 来 加 以 确定 ， 
: 2 a LA a 
A= é1)! (4 g. ra IE, \ 28, z| E£. 
由 此 可 见 , 当 给 UMYTE dieenebem ee E OLY ETATHN 
的 加 载 面 ge(E, £) =0( 或 FCT,e。)=0) 的 具体 表达 式 ， 


对 (8.56) 式 求 物质 导数 ,可 将 应 变 率 写 为 (8.79) 式 的 形式 


E=A:T+E". 
FG _ IG 2 op 
Hp M=-ap, Vere EC po FETE Em (对 m 求 和 ). 
根据 (8.111) 式 和 (8.122) 式 ,上 式 可 表示 为 
+» GAs + aft aA taf af 
B= sR En Am aT (SE al (8. 123) 


说 明 仅 当 og" 不 依赖 于 变量 互 , 或 AE OTOL, TF 30 he aK 
FRY. 


$8.3 边 值 问题 中 解 的 惟一 性 和 稳定 性 


{一 } 边 值 问题 的 提 法 


弹 塑性 本 构 方 程 通常 是 以 “ 率 型 "形式 给 出 的 .因此 ,在 实际 求解 弹 塑 
性 边 值 各 题 时 ,往往 是 将 弹 塑性 物体 的 变形 过 程 分 为 许 包 个 时 间 增 量 步 . 
对 应 于 每 一 个 增 量 步 , 当 已 知 物体 中 各 质点 的 位 置 ,变形 梯度 和 应 力 分 布 
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后 ,可 根据 该 时 刻 给 定 的 体力 率 、 应 力 边 界 上 的 面 力 率 , 或 位 移 边 界 二 的 
速度 分 布 求解 出 物体 中 的 速度 场 和 应 力 率 场 ,从 而 得 到 下 一 时 刻 物 体 中 
各 质点 的 位 置 ,变形 梯度 和 应 力 分 布 . 

现 来 讨论 上 述 问 题 所 应 满足 的 基本 方程 和 边界 条 件 . 

(1)“ 率 型 "形式 的 运动 方程 可 由 (3,44) 式 给 出 : 


S+Vo + py f= pod 
其 中 8 可 由 (3.43) 式 表示 为 


S= fle + aldiv u)- oL’) F". 
特别 地 ,对 于 准 静 态 变 形 过 程 a A A A ETT A n T a e e E A BS A 


速度 恒 等 于 零 , 故 有 a =0.a=0. 

(2) “HRB RMA ART (8.99) Re SA) BOAT aa 
为 Lagrange MAIM T BE OS A Se a GB (8.99) A F 
E 所 对 应 的 参 构 构 形 并 不 一 定 要 求 是 初始 构 形 , 它 可 以 是 任何 一 个 国定 
的 构 形 ,而 应 变 度 量 的 选取 也 可 以 有 无穷 多 种 . 

当 改 变 参 考 构 形 和 { 吉 ) 应 变 度 量 时 ,本 构 方 程 (8.99) 式 中 的 参量 { 例 
如 多 ,各 …) 也 应 作 相 应 的 改变 .例如 ,对 于 Green 应 变 E, WMR 
应 力 为 第 二 类 Piola-Kirchhoff MA T. 如 果 将 初始 构 形 交 ， 到 某 一 构 形 


OF AS AER AK AB UY 五 ,那么 ,以 ”作为 参考 构 形 的 应 变 度量 就 可 写 为 

E=P TE P hip te 一 二 ) ， (8.124) 
上 式 中 了 为 单位 张 量 . 对 应 于 五 的 本 构 方 程 中 的 各 个 参量 可 通过 对 
(8,99) 式 作 相应 的 变换 求 得 .特别 地 ,当头 与 当前 构 形 重合 时 ,(8.8124) 
式 中 的 卫 就 是 变形 梯度 张 量 下 . 

为 了 进一步 说 明 (8,99) 式 各 参量 在 参考 构 形 改 变 时 的 变换 规律 , 规 
假定 对 于 同一 个 应 恋 状 态 ,第 一 个 参考 档 形 下 的 应 恋 国 与 第 二 个 参考 构 
JEP WME 之 间 满 足 关系 

E=E(E). (8.125) 
于 是 有 B=:k. (8.126) 


Ep = 了 为 四 阶 对 称 张 量 , 它 在 直角 坐标 系 中 的 分 量 可 写 为 
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aE ， 
al gO = FE = ECPM PY ECP OCPD. 
MN 


因为 无 论 在 哪 种 参考 构 形 下 ,同一 质量 的 物质 微 元 上 的 功率 应 相等 ， 
所 以 了 : 记 是 一 个 不 变量 ,好 


if: e-17: EB, (8.127) 
Po fo 
其 中 m 和 5, 分 别 对 应 于 第 一 个 和 第 二 个 参考 构 形 的 密度 .于 是 有 
名 了 = 了: (8.128) 
0 
如 果 进 一 步 假 定 对 应 于 以 上 两 种 傅 考 构 形 的 加 载 面 之 间 满 足 关 系 式 
Fate, i, J= ZEĒ, E), (8,129) 
wu 
Podg 98, 
nJE OE :of . {8.130) 


pol 具有 相同 的 变换 规律 ， 可 见 ae :下 是 一 个 不 变量 . 由 此 还 不 


难 证 明 (8.99) 式 中 的 [名 二) 也 是 一 个 不 变量 .有 关 这 方面 的 讨论 可 参 
见 文 献 [8.10] ,此 处 不 再 介绍 
在 弹 塑 性 边 值 问题 求解 的 每 一 个 增 量 步 中 ,通常 总 昨 选 取 对 应 于 该 
时 刻 的 当前 构 形 来 作为 相应 的 参考 攀 形 .注意 到 这 时 的 主 杏 长 比 4,= 1 
(a =1,2,3), (2.66 ah (2.162) 式 和 (2.172) 式 可 得 
E=0, E=D, (8.131) 
其 中 D 为 变形 率 张 量 .再 由 (3.60) 式 和 (3.66) 式 ,有 
T= T=7. (8.132) 
Epi — e hes BE TE EH a TRSTA OT BR Kirchhoff 应 


Hr RG LH TH 与 应 变 度 重 的 选取 有 关 - 对 应 于 Green M E", 
可 出 (4.33) 式 求 得 TU =F Or F HAR AA 


TH=r- (rr:D+D'r), (8.133) 


Ext ?为 Kirchhoff 应 力 的 Jaumann 导数 . 
对 (3.66) 式 求 物质 导数 并 与 上 式 比较 ,可 知 


T” =r, (8.134) 
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因此 ,与 五 相 共 匈 的 应 力 T 的 物质 导数 可 写 为 
T=7- (1+ f(D) (D+ D-1). (8.135) 
基于 以 上 讨论 ,我 们 可 以 写 出 以 当前 构 形 作为 参考 构 形 的 率 型 本 构 
方程 ,对 应 于 对 数 应变 和 Green 应 变 的 本 构 方程 可 类 似 于 (8.99) 式 而 分 
别 写 为 : 


y w g ag ag 1 
r= F - <1} UTA oE" TET : D (8,136) 


和 erpD+D = |g" -0 (afr), o 3g |D. 
(8.137) 

在 上 式 中 ,由 于 在 不 同时 刻 所 选取 的 参考 构 形 ( 即 当前 构 形 ) 并 不 相同 , 因 
此 在 计算 本 构 方 程 中 的 各 个 参量 时 ,需要 特别 注意 到 这 些 参 量 随 参 考 构 
形 改变 时 移 变 换 规律 .例如 , 当 假定 弹性 张 量 多 ”为 各 向 同性 张 量 时 , 那 
么 其 相应 的 Lame 参数 就 不 可 能 是 常数 . 因为 当 Lame 参数 保持 为 常数 
时 ,该 材料 将 不 可 能 成 为 在 内 变量 不 变 条 件 下 的 超 弹 性 体 , 而 这 与 
Hason 公设 要 求 材料 具有 超 弹 性 势 (8.55) 式 是 相 蔬 盾 的 ， 

(3) 为 了 求 得 “ 率 型 "形式 弹 塑 性 边 信 问 题 的 解 ,需要 事先 给 定 体力 
率 ,应 力 边界 上 的 向 力 率 和 位 移 边 界 上 的 速度 .然而 ,在 有 限 变形 弹 族 性 
理论 中 ,物体 当前 时 启 的 构 形 是 在 不 断 变 化 的 ,因此 ,如 何 对 “给 定 的 体力 
率 和 面 力 率 * 子 以 正确 的 描述 就 显得 十 分 重要 了 .对 于 以 初始 构 形 作为 参 
考 构 形 的 描述 ,其 体力 率 和 面 力 率 通 常 可 假定 具有 如 下 形式 ,它们 对 相当 
广泛 的 一 类 载荷 都 是 适用 的 


of =f + file), (vo AD, (8.138) 
pt=SgN=t, + t,(0) + t,(L7)°N, uy E). (8,139) 

而 在 位 移 近 界 上 ,可 假定 有 
UTM, (Avy, E). (8.140) 


上 式 中 向 量 让、 Met, 可 以 是 当前 时 刻 物体 中 质点 的 位 置 、 变 形 梯 
FU RW TRAM CS Sf, Ale, 还 线性 地 依赖 于 速度 w, 仿 射 量 
ts 不 仅 是 质点 位 置 .变形 梯度 以 及 应 力 状 态 的 已 知 阻 数 ,而 且 还 线性 地 
依赖 于 速度 梯度 工 (当然 ,由 于 vo 利 虐 是 待 求 的 量 , 故 (8.138) 式 和 
{8.139) 式 左 端 并 不 是 完全 确定 的 ). 利 用 (3.43) 式 ,(8.139) 式 的 左 端 还 
可 表示 为 
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st = (Se \(o + a(div v) -0 LON, (8.141) 
ia |) 


serfs (Fo 可 由 (2.62) 式 写 为 
(is) CN T. NYZ. 
特别 地 ,在 静水 应 力作 用 下 ,有 :AN= 一 pN,(8.141) 式 将 退化 为 
,= Eo JEAN + pldiv N- pL’-N]. (8.142) 


由 于 初始 时 刻 物 体 边界 上 的 单位 法 向 量 和 变形 梯度 可 以 看 作 是 已 知 量 ， 
说 明 上 式 具有 (8.139) 式 所 假定 的 形式 ,其 中 的 -pi(div o)f- 工 7] 相 当 
于 (8.139) 式 中 的 已 ( 工 7)， 

(=) 解 的 惟一 性 的 充分 条 件 


现 假定 当前 时 刻 物 体 中 各 质点 的 位 置 ,变形 梯度 以 及 应 力 分 布 已 经 
求 出 .如 果 这 一 时 刻 记 给 定 的 体力 率 ,应 力 边 界 上 的 面 力 率 和 位 移 边界 上 
的 速度 分 布 具有 (8.138) 式 一 (8.140) 式 的 形式 ,要 考察 物体 中 各 质点 的 


速度 vy 和 应 力 率 5 是 否 会 有 两 组 不 同 的 值 . 如 设 这 时 存在 两 组 不 同 的 解 : 
y” SU fly” 5” ,并 记 


Agen? — vy, AS= SO 50, (8,143) 
则 可 计算 以 下 的 积分 


| AvAtds, = | (A w AS)" Vodu 


Ya 


=| (AL:AGjdm ~ | mA w Asda» 


(8.144) 
Hit g=6+ edivv—o-L". 
由 于 在 位 称 边 界 上 A v=0, 故 上 式 庄 端 可 写 为 
| Av [GIA v) + EALT) NIdS,. (8.145) 


Ivor 


注意 到 puAF= f(A v) ,因此 有 
r= | J (AL:a5)dqw = | Av f(A v)duy- 


20 
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-| Av-[hIA v) t RIAL) N]dS,=0. (8.146) 


deny 


上 上 式 是 在 初始 构 形 上 的 积分 ,但 其 中 的 N 则 是 当前 构 形 于 牺 体 表面 的 单 
位 外 法 向 量 ( 当 然 ,由 于 下 和 初始 均 形 上 物体 表面 的 单位 外 法 向 量 ,N 是 
已 知 的 , 故 N 也 是 已 知 的 ). 

需要 说 明 ,以 上 讨论 并 未 涉及 到 材料 的 本 构 关 系 , 故 表达 式 (8.146) 
式 可 应 用 于 其 有 任何 材料 性 质 的 物体 中 . 一 旦 给 出 了 材料 的 率 型 本 构 方 


程 ,gr 便 可 通过 mV 表示 出 来 ,这 时 的 工 将 是 关于 A v 的 泛 函 .显然 ,对 于 
一 切 可 能 的 A (40), UREA 


I>0, 
那么 以 上 边 值 间 题 的 解 一 定 是 惟一 的 ( 即 不 可 能 出 现 分 丸 ). 
下 商 我 们 来 讨论 具有 (8.136) 式 形式 的 率 型 本 构 关系 的 漳 塑 性 边 值 


(oy 
问题 . 为 简单 起 见 ,可 记 了 my -1,46 


la. gi. mee, f . 2 
W(D)=5D:Y¥ :D aaa), ar. (8.147) 


于 是 ,(8.136) 式 可 改写 为 


r= 0+ a(div v) =), (8.148) 

再 信 
5(L)= -3 D):L -Jo W):L", (8.149) 
和 UCEL)=W(D)+2¢L), (8.150) 


可 得 于 工 := 二 (D+ W):[o+oldiv v) + We-o.D]= U(L) 
(8.151) 
> auth) 
在 讨论 解 的 惟一 性 和 稳定 性 时 ,采用 上 述 本 构 关 系 往往 是 不 方便 的 ， 
因为 (8.147) 式 中 1) 的 值 还 依 闽 于 加 纯 载 条 件 (8.81) 式 .为 此 ,Hill 引进 
了 线性 比较 固体 {linear comparison solids) 的 概念 .该 固体 的 本 构 关 系 与 
始终 处 于 加 载 状 态 下 的 弹 塑性 材料 的 本 梅 关系 完全 相同 , 即 应 变 { 或 应 

力 )} 状 态 处 于 加 载 面 上 时 ,(8.147) 式 中 的 41) 恒 等 于 1. 故 由 
W.(D)= 5D: 0:D- 于 (7 ) Gap, (8.153) 
th) 


2\H+A 
可 得 线性 比较 固体 的 本 构 方 程 为 
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ot aldiv o) = (8.154) 
当然 ,上 式 仅 适用 于 物体 中 应 变 ( 或 应 力 )? 状 态 已 处 于 加 载 面 上 的 那些 物 


质 微 元 ， 
现 考 虑 在 给 定时 刻 的 两 组 不 同 的 解 .对 应 于 应 变 ( 或 应 力 ) 状 态 处 于 
加 载 而 上 的 物质 微 元 ,其 速度 梯度 ,变形 率 , 物 质 旋 浆 ,应 力 率 和 加 记载 指 
数 将 分 别 记 为 
L® p? Ww, 6 (DUAL? pe pr gl (P. 
其 差 可 表示 为 


ALR=L@ -LL , AD = p? — pm LAW = we — we AS = pa _ g” , 


(8.155) 
利用 本 构 关系 (8.136) 式 ,并 注意 到 | 和 | >0, 以 及 
i0) 
(AADK P ai DP = (D0 aD) CADY 
0, 4 aiD >0,AD >o, Bb = 3 21, 
JADNA DY) <0, GAD g0, a D >o, By” =0,419 =1, 
(ADHA DEG S0, IAD >00, DO E01 =1, (1) =0, 
- (A:ADY <0, 5 aip <0, arp 0, By” = 61)? =0. 
(8.156) 
可 知 
AL: Ag2W,(AD)+25(AL). (8.187) 


办 为 上 式 右 端 对 应 于 线性 比较 固体 中 AL :Ac 的 值 ,所 以 (8.157) 式 表 
明 :线性 比较 固体 中 AL: As, 的 值 将 始终 不 大 于 真实 弹 塑 性 物 休 中 AL : 


A5 的 值 . 
有 了 以 上 准备 ,我 们 便 可 以 计算 由 (8.,146) 式 表示 的 了 .因为 其 右 端 


第 一 个 积分 中 的 sg 可 利用 (8.152) 式 表示 出 来 ,而 向 量 f, 和 +, BST 
A v 的 线性 函数 , 仿 射 量 5 是 变 元 AL 的 线性 函数 ,所 以 工 下 化 为 关于 
Arh E RZ. 

如 果 令 


¥,(v)=+0-f,(v), 


(8.158) 


2 
(w= 4 


wt) +t sat (ETN, 
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Tl) RR ETL RH 
Fav) = | 38aL : a6- (A v) |dv, -f P(A vdS,. 


(8.159) 
显然 ,对 于 在 位 移 边 界 上 取 宕 值 的 一 切 可 能 的 A 0 (40), BE 

值 问题 解 的 惟一 性 的 充分 条 件 是 恒 有 
TCA v)>0. (8.160) 


然而 ,在 计算 (8.159) 式 中 的 (AL:Aa) 时 ,需要 分 别 考 虑 两 个 不 同 解 的 加 
IE ARE , 故 在 使 用 中 往往 不 很 方便 .注意 到 (8.157) 式 ,可 将 (8.159) 式 


PH LAL: AS 用 


ULLAL) = WL (AD) + S(AL) (8.161) 
RE ES 
T {A v)= 2f [ZU (AL) - W, (A v) ldz- af W, (A v)dSo, 
(8.162) 
可 知 当 
(Av)>D (8.163) 


成 立时 ,(8.160) 式 也 一 定 成 立 .因此 , 弹 塑 性 边 值 问题 解 的 惟一 性 的 充分 
条 件 48,160) 式 可 以 用 稍 田 的 条 件 (8.163) 式 来 代替 . 
现 考 虑 一 个 弹 塑 性 物体 .在 逐渐 变化 的 外 载荷 作用 下 ,该 物体 将 经 历 
一 系列 的 与 外 力 相 平衡 的 变形 过 程 .我 们 假定 在 此 过 程 中 (8,163} 式 始终 
成 立 , 而 当 达 到 此 过 程 的 最 终 状态 时 ,有 
[CA a) 0. (8.164) 
上 式 中 的 等 号 仅 对 某 些 特定 的 Avw( 记 为 3) 成 立 .这 时 ,上 述 的 最 终 状 态 
将 对 应 于 线性 比较 固体 的 第 一 个 分 灵 点 .也 就 是 说 ,在 这 一 分 及 点 上 ,两 
个 不 同 的 解 之 间 满 足 
了 人 =e teg, (8.165) 
其 中 < 是 一 个 任意 冬 子 .如果 将 v'" 看 作 是 弹 塑性 边 值 问题 的 -~ 个 基本 
解 , 上 在 塑性 区 内 处 处 满足 和 :Dm 实 0, 那 么 ,以 上 的 最 终 状 态 显然 也 对 
应 于 实际 弹 塑 性 物体 的 一 个 分 丸 点 .在 这 一 分 义 点 上 ,第 二 个 解 w 在 闻 
性 区 内 也 是 处 处 不 务 载 的 :4:D? 实 0. 这 与 Shanley 模型 中 采用 切 模 量 
来 进行 计算 的 情形 完 侈 类似. 
上 述 满足 I_(5) = 0 的 速度 场 5 可 通过 对 [, (wv) 取 变 分 并 令 其 等 于 
零 来 求 得 : 
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Jen =alf, (FUL Pidu- |, | Pads, | =0. (8.166) 


“yr 


当 (8.158) 式 中 P 是 其 变 元 w 的 二 次 型 时 ,有 


3 | (FUL ~ Pdo, = | LIEL: g, -8 vfi lv) ldv, 
au, 


上 式 中 的 cu 在 塑性 区 内 的 值 等 于 可 


PE SV + pf=0, 并 注意 记 在 位 移 边界 上 有 Nm=0, 则 由 散 度 定 
理 可 得 


| SL: ordvo= | pid vfduot | 
ou Va 


a 


8 vtdS,. 


1 


于 是 
Fit, = | So [pf- flv) ldu + | [S wat ~ 8V,]dS, =0. 

(8.167) 

ATHRLA PA SY, ,可 假定 3wor 上 的 面 力 (8.139) 式 可 写 为 如 下 的 形 


式 : 


j= tk vt (NL I)-N, (8.168) 
其 中 二 阶 张 量 天 是 对 称 的 ,而 四 阶 张 量 O 的 分 量 0 下 关于 指标 i 和 7 以 
及 j 和 上 是 反对 称 的 .这 表明 ,{8.168) 式 内 依赖 于 物体 表面 3v6。+ 上 的 速 
度 分 布 , 因 为 根据 物体 表面 上 的 速度 分 布 ,速度 梯度 的 分 量 v |, 除 可 如 
TH oN, 外 是 能 够 被 确定 的 .而 条 件 OO" = — OY BRA MY AQ 
DE) N= ONN, =0 没 有 页 献 ， 
不 难 证 明 ,与 (8.168) 式 相对 应 的 齐 次 边界 条 件 to) = ket (2: 
L’) N Æ Á fF (self-adjoint) AY, MoH EAE ov A: 


| ito) u- vdt(v) lds, =0. (8.169) 


VAT 


上 式 也 说 明 面 力 tw) 是 保守 的 . 
利用 (8.169) 式 ,可 得 
| Sw.dS= | Sw [to tL Y N]dS,. (8.170) 


因此 ,由 (8.167) 式 和 {8,170) 式 可 知 , 变 分 方程 51 =0 的 解 A w= 也 是 
线性 比较 固体 的 自 伴 特 征 值 问题 的 解 , 它 满足 以 下 的 齐 次 条 件 : 
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oo f= filo), 【在 ta AL), | 


ot=t,(v) +1,CL7)°N, ane (8.171) 


v=0, (EIv E). 
AEREA. ARSC PAAA RERS Th 
FARRE TAR RRA: 1) PRE BT, Co) RMB (2) 
直接 从 基本 方程 出 发 来 求解 相应 的 特征 值 问题 .当然 ,其 它 的 途径 也 是 可 
能 的 ,但 此 处 不 再 作 进一步 的 讨论 . 


(=) 稳定 性 问题 


现 考虑 一 个 与 给 定 体 力 psf 和 3 wor 上面 力 ,t SPEARS FHM 
塑性 体 . 这 寺 , 弹 塑性 体内 的 位 移 分 布 x 和 应 力 分 布 § 是 已 知 的 .下 面 ， 
我 们 来 考察 以 上 平衡 状态 是 否 是 稳定 的 . 

如 果 对 上 述 处 于 平 徊 状态 下 的 弹 塑性 体 施 加 任何 可 能 的 微小 扰动 ， 
其 扰动 的 初始 速度 为 ws ,那么 ,该 物体 内 的 质点 将 会 产生 具有 扰动 速度 
v" 的 运动 . 由 (3.39) 式 可 知 ,相应 的 运动 方程 为 

S* -Votpf’ =a 0. (8.172) 
上 式 中 字 基 右上 方 带 有 星 号 的 量 表示 扰动 后 的 值 ,它们 显然 依赖 于 w”. 

稳定 平衡 的 动力 学 准则 要 求 ,只 要 所 施加 的 扰动 足够 小 , 则 由 抗 动 运 
动 所 产生 的 位 和 和 应 力 与 原来 处 于 平衡 状态 下 的 位 移 和 应 力 之 差 就 可 以 
任意 地 小 .我 们 将 利用 这 一 准则 来 讨论 处 于 平衡 状态 下 弹 塑 性 体 的 稳定 
性 问题 . 

现 作 w "与 (8,172) 式 的 内 积 ,并 在 初始 构 形 的 体积 上 进行 积分 ,可 得 

K' = | po vf dug t+ | vo SVo)dvu,, 


其 中 K "为 扰动 动能 . 记 ,t" = 5S''oN, 则 由 获 度 定理 可 知 上 式 右 端 最 后 
一 项 为 


= 


| vt" dS,- | F° iS" du. 
da 


g Th 


因此 
f, F* S7 du 一 | pov “fF dvo— | vw "ot dS -K'. 
对 虐 式 在 时 间 区 间 [0,T]j 上 进行 积分 ,并 记 


| 


F :do “dey ~ | v rot dsa], 
(8.173) 


T 
w= | de 
Q 


LH 
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则 有 W°=K*(0)-K‘(T). (8.174) 
上 式 中 KOM 兵 "(T) 分 别 为 扰动 的 初始 时 刻 和 工时 刻 的 扰动 动能 ， 
W 则 表示 在 扰动 过 程 中 变形 功 ( 可 能 有 和 耗 散 ) 的 改变 与 外 载荷 所 作 的 功 
之 差 .由 此 可见 ,如 果 对 一 切 可 能 的 执 动 ,总 有 

W’* >0, (8.175) 


那么 
O&K'(T)=K"(0)-W'<K'* (0) (8.176) 

总 是 成 立 的 .由 于 KS CT AR BREN FE, ,而 当初 始 扰动 速度 we Eh 
时 ,K* (0) 也 是 够 小 , 故 可 以 使 KK" (T) RE eh). 于 是 ， 
(8.175) 式 可 以 用 来 作为 弹 塑性 体 处 于 稳定 平衡 的 充分 条 件 . 

一 般 说 ,要 计算 Wo 的 值 是 十 分 困难 的 ,往往 还 要 作 一 些 简 化 假设 . 
最 常用 的 假设 有 : 

(1 在 位 移 边 界 amo, 上 的 位 移 恒 等 于 零 , 故 扰动 速度 wm" EA o, Eth 
恒 为 零 .这 时 ,(8.173) 式 最 后 一 个 积分 的 面积 3w6 可 改 为 9unr . 

(2)? 所 作用 的 外 载荷 为 采 重 人 dead load). 这 时 ,由 (8.138) 式 和 
(8.139) 式 表示 的 体力 率 和 面 力 率 的 非 齐 次 部 分 满足 


f=0, t50. {8.177} 
考虑 到 未 拢 动 前 的 体系 是 处 于 平衡 状态 的 , 故 满足 
:Vo 十 oof =t. 


Boe 与 上 式 必 内 积 并 在 初始 构 形 上 进行 体积 分 ,然后 再 对 时 间 积 分 ,可 
得 

[a | F": Sduy -| py v’ * fdu -| 
(8.173) 式 减 去 土 式 后 ,有 


T . 
Ww’ = | ar || F’ : (8° — $)duy — 
u “a 


v ‘ atd5S | = ù. 


“gr 


| v` ‘fof - pof dw - Í, v of -045o | 


(8.178) 
RE te oh EE” 的 变化 ,材料 中 的 某 些 物 质 徽 元 可 能 会 经 历 反 复 如 
乞 载 的 复杂 变形 这 程 ,从 而 使 上 式 右 端 第 一 项 的 积分 变 得 相当 复杂 .为 简 
单 计 ,可 将 上 式 右 端的 量 对 时 间 变 量 + 作 Taylor 展开 . 注意 到 (8.138) 
式 .《8.139) 式 和 (8.177) 式 ,有 
v =u, +o,t+ OC), 


F’ =F/+0(t), 
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SS=S +0O(0P2)， 
pot” — pof = ft vo +O), 
at’ t= [tw tt (Lo) N+ OC), 


Hh LIL? = wt VIS BSo 相对 应 的 8 的 变化 率 ,可 写 为 
fei 'F .于 是 ,利用 (8.158) 式 ,可 将 W ERA 


2 e, 
W” = Tif LEL; : Go du 一 


2W, (05 do -2| Yalow )dS + OC). (8.179) 


BY T 充分 小 对 ,条件 (8.175) 式 可 利用 (8.151) 式 化 为 
IID = f LUE) wd = f, Yao} Jay > 0. 
(8.180) 
Epo 是 在 9v。。 上 等 于 零 的 任意 可 能 速度 场 
RRR UCL ) 也 可 用 UL CLs RRE BE TER J Coi ) 将 相应 
WAA Jlo) .显然 , 当 


Jalo )>0 (8.181) 
成 立时 ,(8.180) 式 白 然 也 是 成 立 的 ， 
对 于 较 大 的 ,上述 分 析 将 不 可 适用 .但 当 外 载荷 为 保守 力 场 时 ,外 
载 桨 所 作 的 功 仪 与 物体 在 最 终 时 刻 T 的 构 形 有 关 , 即 (8.173) 式 右 端的 
最 后 两 项 仅 与 扰动 前 初 态 (t -OMRARASB = 工 ) 的 位 移 场 a’ 有 
关 . 另 一 方面 ,为 了 计算 (8.173) 式 右 端 第 一 项 的 积分 ,可 定义 在 初始 构 形 
的 单位 体积 上 变形 功 ( 即 变 形 比 功 ) 的 改变 量 为 : 
AWh. = i. st :dF', (8.182) 
上 式 中 的 下 入"( 古 } 分 别 为 扰动 前 (tz =0) 和 扰动 后 (i = TOM RE 
度 .在 一 切 可 能 的 由 玉 到 F(T 了) 的 变形 路 径 中 ,可 定义 使 上 式 取 最 小 值 
的 路 径 , 称 之 为 极 值 路 径 . 与 极 值 路 径 相对 应 的 AWi.ny 可 记 为 AWin. 
因此 ,为 了 得 到 稳定 性 的 充分 条 件 ,可 用 


| A Wion dvo 
来 代替 (8.173) 式 右 端的 第 一 项 .显然 ,由 此 得 到 的 表达 式 除了 与 处 于 平 
衡 状 态 时 的 各 力学 量 有 关外 , 它 仅 仪 是 扰动 位 移 场 u” WZ ae. 
如 果 将 (8.180) 式 与 (8.160) 式 ,或 者 将 (8.181) 式 与 (8.163) 式 进行 


378 AAR HHE 


比较 , 则 不 难看 出 它们 在 形式 上 是 完全 相同 的 ,但 其 含义 却 完全 不 同 . 然 
而 ,它们 之 间 又 是 有 联系 的 . 即 当 (8.160) 式 ! 或 (8.163) 式 )} 成 立时 ， 
(8.180) 式 (或 (8.181) 式 ) 必 然 也 成 立 , 因 为 可 以 取 (8.160) 式 (或 (8.163) 
式 ) 中 的 一 组 速度 场 恒 等 于 零 . 但 反之 不 然 , 即 当 (8.180) 式 成 立时 ， 
《8.160) 式 末 必 也 成 立 . 由 此 可 见 , 如 果 (8.180) 式 可 用 来 作为 稳定 人 性 的 充 
分 茶 件 的 话 , 则 当 惟 一 性 的 充分 条 件 成 立时 ,该 弹 塑性 体 的 平衡 状态 也 一 
定 是 稳定 的 .这 与 Shanley 模型 的 情形 是 相 一 致 的 . 


J 是 


8.1 现 考虑 单 晶 的 弹 塑 性 变形 . RAIRA, EERE FRED 
解 (8.2) 式 中 的 FF. AF, 可 分 别 写 为 F=f Ul = VB, = 1+ ym, HP U, 和 
Y. 为 对 称 正定 仿 射 黄 ,8B 为 正 交 张 量 ,s 和 mm 分别 为 沿 滑 称 方向 和 滑 移 面 法 向 的 单 
位 向 量 .如 果 应 变 度 量 取 为 Green 应 变 , 试 写 出 当 弹 性 变形 很 小 时 ,在 Lagrange 描述 
下 应 变 空 间 中 的 加 载 曾 . 

8.2 在 上 题 中 ,如 果 取 与 Green 应 变相 共 孝 的 第 二 类 Piola-Kirchhoff WH T fF 
为 基本 变量 , 茂 从 (8.31) 式 出 发 , 写 出 应 力 空 间 中 的 加 载 面 . 

8.3 现 考 虑 单 蝇 中 只 有 : -个 滑 称 系 开动 的 情形 .如 单 以 Green 应 变 作 为 应 变 度 
基 , 试 证 明 当 弹性 变形 很 小 时 , 正 变 流动 法 则 成 立 . 

8.4 仍 考虑 8.1 题 中 单 唱 的 弹 塑 性 变形 , 现 将 (8.5) 式 中 工 , = FP: 
FF :的 对 称 部 分 和 反对 称 部 分 分 别 定 义 为 塑性 变形 率 OD, 和 塑性 旋 率 W, (plastic 
spin) , 当 只 有 一 个 滑 移 系 开动 时 , 试 利用 塑性 变形 率 D, 来 表示 塑性 旋 率 W,， 

8.5 试 写 出 由 题 8.5a 图 所 示 的 并 联 模型 在 简单 拉 利 条 件 下 应 力 了 与 应 变 上 上 
之 间 的 关系 ,并 据 此 讨论 该 模型 所 对 注 的 加 载 面 .图 中 的 mm 和 ma ARENE 
HRR. g 和 和 & 为 塑性 麻 擦 元 件 的 应 变 ,满足 


dé, = (1-#\ag, (4 ESE, ,dE >0), 
, (Wea) 
de = (1-2 Jag, ( ERE, ,dE >0), 
HPSS jy ,pi 和 jj ,pi 大 于 零 ,它们 分 别 是 T, 一 下 关系 曲线 和 TT, -E 关系 曲线 
中 的 弹性 模 量 和 硬化 模 基 (参见 十 8. Sb 图 }. 
8.6 现 考虑 理想 气体 经 过 1) 白 由 腾 胀 ;2) 绝 热膨胀 ;3) 等 温 压 缩 ;4) 绝 热 压 
缩 ;及 构成 的 热力 学 闭 猎 环 , 试 证 明 在 以 上 循环 中 ,{8.104) 式 左 端 的 值 大 于 零 . 


8.7 利用 第 二 章 (2.116) 式 ， 
ci ` . T 
ay Nds) = [div o) -L ]:NdS, 


BA BE A St ie FAK E E A A RPT (8. ADR RER. 
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Pol 


题 8.5a 图 WARE SSR Bort RR CHR 


M@8.5bi 不 卸载 时 ,T MT, 与 五 的 关系 


8.8 《8,147) 式 中 的 弹 逆 性 势 联 数 W{D}) 是 根据 (8.136) 式 导出 的 , 试 从 
(8.137) 式 出 发 进行 相应 的 讨论 ， 

8.9 如 果 (8.168) 式 中 的 二 阶 张 量 上 是 对 称 的 ,四 阶 张 量 n 是 一 个 常 张 其, 其 
分 量 O HFRS 和 1; 以 及 jy 和 是 反 称 的 . 试 证 明 (8.169) 式 成 立 . 

8.10 试 写 出 物体 边界 受 静 水 应 力作 用 时 ,由 (8.168) 式 给 出 竟 面 力 边 界 条 忻 中 
A 的 上 基体 表达 式 . 

$8.11 现 著 虑 直 长 杆 - - 端 受 轴 向 冲 市 的 问题 . 试 写 出 有 限 变形 下 一 维 阐 塑性 臣 
传播 的 基本 方程 . 
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第 九 章 间断 条 件 


$9.1 相 容 性 条 件 


{ 一 ) a 


以 前 我 们 所 讨论 的 物理 场 量 通常 都 假定 对 其 空间 坐标 变量 是 连续 后 
微 的 . 当 这 些 场 基本 身 或 其 导数 的 空间 分 布 有 癌 断 时 ,就 需要 研究 这 些 间 
断 量 之 问 所 应 满足 的 关系 .这 样 的 关系 称 之 为 间断 条 件 .一般 说 ,间断 条 
EAT = 78:01) ABBE AF (conditions of compatibility), 它 讨 论 了 间断 函 
数 的 儿 何 学 和 运动 学 的 有 关 性 质 , 并 不 涉及 具体 的 物理 规律 和 材料 性 质 . 
(2) 动力 学 间断 条 件 (dynamical conditions for discontinuities), 它 讨论 了 
与 质量 守恒 HST ,能 量 守 恒 等 物 理 守恒 定律 相关 的 问 断 条 件 ,这些 
条 件 对 任何 材料 都 适用 .(3) 基于 材料 本 构 关 系 而 导出 的 间断 条 件 .本 章 
将 重点 介绍 前 两 类 间断 条 件 . 

在 二 维 欧 氏 空间 中 ,: 时 刻 以 fa ,ww ) 为 参数 的 光滑 曲面 3{1) 可 表 
PH 


x = ru ,a ,1), (9.1? 
其 中 x 立 为 曲面 土 代表 点 的 向 径 , 它 在 Euler Atte A la!) PRM A 
dCi = 1,2,3) .特别 地 , 当 1z | HABANA x= x'g Hg 为 


FL fia TE 28 SE fo] 
曲面 Cr) 于 的 协 变 基 向 量 可 定 儿 为 
a, = ia = STga 1,2, (9.2) 
它们 上 与 曲面 202) AD. BSE Sr) 的 单位 法 向 量 为 
a, = v= vg,. (9,3) 


BR, (9.1) 式 和 (9.2) 式 相 当 于 在 (1.160) 式 和 (1.161) APR uw? = 0 
的 情形 .但 考虑 到 Eir) 会 随时 间 变化, 败 (9.1) 式 一 (9.3) 式 还 是 时 间 
! 的 函数 ， 

现 考 虑 某 一 物理 场 量 op ,该 场 基本 身 或 其 导数 在 曲面 G) HAMA 
癌 斯 .如 将 间断 面 St) 一 侧 的 量 标 以 *- ”号 , 另 一 侧 的 量 标 以 “+” 号 , 则 
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p 跨越 (1) 时 的 癌 断 值 可 表示 为 


[| p ]= p,- 9-= 有 A. (9.4) 
此 外 ,还 可 将 9 HERIR = oF * = g wt 的 间断 值 记 为 
ev o, Iv =B. (9.5) 
类 似 地 ,可 记 
| 2% | -ivv av= e (9.6) 


在 以 上 各 式 中 ,我 们 约定 单位 法 向 量 "是 由 “- 区 指向 *+" 区 的 . 
下 面 来 讨论 物理 量 p 对 于 空间 坐标 和 对 于 时 间 的 偏 导数 所 应 满足 
的 间断 条 件 , 即 相 容 性 条 件 . 
(=) JL Bt H {geometrical conditions of compatibility) 
在 时 刻 +, ER 9 对 空间 坐标 的 偏 导 数 可 利用 (1.173) ASA 
pP, = Bav" Se + gag” E a Ft (9.7) 
EX? g, 对 应 于 坐标 系 1r'| 中 度量 张 量 的 协 变 分 量 ,其 指标 用 拉丁 字 
母 表示 ,版 值 范围 是 1,2,3, 而 g? 对 应 于 坐标 系 (a ,wu ) 中 度量 张 量 的 


道 变 分 量 , 其 指标 用 希腊 字母 表示 , 取 值 范围 是 1,2.49.7) 式 也 可 等 价 地 
BA 


i 可 i aaa’ a i 
eV =p: 0g = ea S° Qe + BB” 了 -S Oe 
it té 
9 M BGA ! 
=a @yt g yb OM: (9.8) 


注意 到 [| 38 |] = 2%. 29 he ai ERE SO) WAR 


oul aul 


[ ? | = ga'B + gus? E A 

(9.9) 式 称 为 -- 阶 几何 相 容 性 条 件 (geometrical conditions of 

compatibility of the first order). WREATH p 用 其 分 量 表 示 , 则 相应 的 

偏 导 数 应 改 为 协 变 导 数 ,以 保证 在 坐标 变换 | x bo ie) 下 和 在 坐标 变换 
ae 1 一 1" 下 的 不 变性 .例如 ,对 于 向 量 w = mg (9.9) 式 可 写 为 


(9.9) 


a k 
l v l; J = Za” B; + Bag” TA; FE (9.10) 
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其 中 B= v1, JAA Siu J. SR WE] i AAR RT 
的 协 变 导数 也 就 是 对 x' 的 偏 导 数 . 
当 p 本 身 连续 时 ,有 [ p 】 = A = 0. 这 时 (9.9) 式 将 退化 为 
be. I= gal] Sf 1) (9.11) 
例如 , 当 速 度 场 = wg EEU) EER ERPE) 导数 有 间断 时 , 
z 
[ v l, I} = Ay, » 

Ha, Ss p ul, dvs, = ga .因此 ,变形 率 张 量 D = dig Dg 的 分 
HORE 

bd, =F wl, 140 wl, D) = Flay tay). (9.12) 


(9.7) 式 左 端 可 看 作 是 pV = @ Se MRR” Hie 7) 代 
(9.7) 式 中 的 oe 
v) adx Ilp V) 


a 
(@ v) = gw za + a a 


PARET, (9.13) 


ERE (v), = Co, DOr RI = MOr., 


a Vv i 
2 ) = (ele. 


故 有 
e,|,=@l, = ge (@, I, v4 + we? Fp, ly). (9.14) 
办 为 在 欧 氏 空间 中 可 交换 协 变 慎 数 的 次 序 , 所 以 上 式 也 可 写 为 


Pd, = pl @ly = gr lp; LY + gg” 220, la). 
(9.15) 
分 别 对 以 上 两 式 乘 以 ” 并 对 ; 求 和 ,再 利用 条 件 
vivegvv=1 和 ya = (gl): (27 8.) = „E - 
(9.16) 


可 得 
(pu lv = (p, leu + gue” IE g, i iv). (9.17) 
注意 到 (1.175) 式 


， 
Aza = Vg =— g” byl, =— g” dy, FPGA 
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即 le =- g ba 7,(9.17) RMR TH ei 还 可 改写 为 


Pl =le aT Ow lp 
=le) s+ 7b, 3 (9.18) 
将 上 式 代 人 (9.17) A HE, 4) = [evy]: 
可 得 


j z 
(gp, I, = (Z aus! + gag” 3 “Tg. Mia tg bpp]. 


(9.19) 
为 了 具体 表示 (9.14) 式 右 端的 最 后 一 项 ,可 利用 (9.7) 式 而 将 p |. S 


9 dat 3 
t _ & oP oye T Pp 
?., e T (say dy + gag aa? a 


dy 
GALES ow 
利用 (1.183) 式 和 {1.184) 式 , 可 知 v g 关于 ww 的 协 变 导 数 为 
vl, =- g%b 2 
GE) 


Fit .(9.20) 式 可 表示 为 


a 
9 ls = ea i 


将 (9.19) 式 和 (9.21) 式 代入 (9.14) 式 , 便 得 到 所 需 的 表达 式 ， 


a, oat fap [ox A 
一 ag ale | I a z + ù. 
Eng Bay l J+ Eng erase | ae) bar p, | 


(9.21) 


. og ax 2p ap 
P = (S$ ow, + ga (32) + gbl P.) |( sar, + gyri) + 


gagana 5 (9 1a) = bu (52) | (9.22) 


于 是 ,上 式 在 Du) 两 侧 的 问 断 值 可 利用 定义 式 (9.4) 式 ~ (9.6) RF 
H: 
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+ 
dr 


dut 


[ p ly ] = Criv; + g” (Bo + g"b,A ) (gar, + By.) + 


aa" az! 
of op 
£E g Bagi 5 gg Â | gy 一 6,,B). (9.23) 


EREA = BL fy AA AE $F (geometrical conditions of compatibility of 
the second order) .特别 地 , 当 go BAS (+) 上 连续 时 ,上 式 将 退化 为 


EE dz" ax 

_ af ato 

[ P ly J = Cy tg FB .al gay, 十 Bari) 一 Bg wba BaF EPG an 
(9.34) 


对 (9.23) AFR LI g” 并 对 指标 求 和 , 则 由 (9.16) 3. (1.163) 式 和 
(1.180) 式 , 可 知 有 


ag" a 
gry = 1, zy ea" + gav g” = 0, 


和 
i ax axe ð axr ax Ox \ 可 
E Ean 了 iw = Ba Ja on = (S58)- ($58: }= a,°* @, = 三。 
因此 可 得 
L gl; lg? = C+ g*A lp — 2B, (9.25) 


EAP HAES :) 的 平均 曲率 . 
(=) 5 一 时间 导 数 (the 6 time derivative) 


在 -- 般 情况 下 ,间断 别 Se) 的 位 置 将 随时 间 : 而 改变 . 现 考 虑 ! 时 
AREIA t + Ar RIMS (e+ At 其 中 心 是 一 个 小 量 .假定 过 三 () 
上 代表 点 卫 的 法 向 量 # SUC + Ai) 相交 于 P 点 (图 9.1), 并 将 物理 量 
p EP AMEP AEPA pP) 和 piP) W ò- Bal Seal 
ELH 


Sp _. 他 PP) |. Ag 
a im Ai lim AP 


当 EIU) 上 有 间断 时 ,可 利用 (9.4) RE 
al e l, [p (P) -o (POl- [9,(P)- o- (P)] 


(9.26) 


ot At 0 Ag 
on fp {P.)-@. (P) ø (P,)- @ (P) 
lim 
Ar Ai At 
_f) p 
=| 57 | (9.27) 


St) 在 PP 点 沿 法 向 v 的 速度 G 定义 为 : 
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| Ax | 
G = lim -E > (9.28) 
其 中 Ax AP ARP 点 的 向 径 , | Ax | 为 Ax HEE. TE, A 
Bx Ar n o tåxrl © 
Wlma > moar’ = & (9.29), 
或 ae = Gr. (9.29), 


EHAR) 


KÀ 
图 9.1 + 时 刻 和 :+ Ae Bt 2 ASTE r ie 


(9.26) 式 也 可 用 p 的 分 量 来 加 以 表示 ,例如 对 于 向 量 w = vg ,可 利 


用 (1.113) 式 将 g 的 5 - 时 间 导 数 写 为 他- =g; = =- JaGvg , 故 有 
Slug) fid; mo pay u [Du \ 
党 -ee 
其 中 
| È 
Du = ‘ee - Ev, G (9.31) 


称 汶 不 变性 时 间 导 数 (invariant time derivative). 
例 1 with 3(z) 上 单位 法 向 量 v+ 的 5 一 时 间 导 数 . 
fe «6 根据 (9.16) 式 , 即 y¥y:v=1,v: a, = ODA 


dv Öv _ oa, _ 
a YO Fa Hoy ‘Ca = 1,2). (9.32) 


EX a, = qa,(w ,wu ,it) 为 曲面 S(t) 上 的 切 向 量 ,其 3 一 时 间 导 数 可 
写 为 


da, _ (22, au 3a, 


7 laa Ss (9.33) 


OYE 


év - ôa, By 
(9.32) 式 表明 中 Sv HARAP, S a, 的 点 积 为 { v Ze) M 必 
定 沿 2(z) 的 切 向 ,可 表示 为 
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Me a, (p= 1,2) (9.34) 
将 上 式 代 入 (9.32), RA 
tad _ ĉa, 
v Ea 一 (> . ar \, 
i (fh OO i ôa, 
或 yh = el 有 
故 (9,34) 式 可 写 为 
ov ai ĉa, 
Wa afya lay, (9.35) 
于 是 ,问题 归结 为 对 (9.33) 式 的 计算 . 
注意 到 (9.1) 式 ,(9.29) 式 还 可 写 为 
Ox _ ax Bu dx _,. 
i Oy oe a OF (9.36) 
上 式 两 端 与 了 5 = Sg, = ap 作 点 积 并 利用 (9.16) 式 ,可 得 
u ax 
Bas Bye Oa” OE 
RA 
bul ax ax’ dr 
wT eG, Gp 7 88 Te Oy (9.37) 
FEA (1.184) 式 
= = a, = bv + Tad,, 
可 将 (9,33) 式 表 示 为 
da, - aa, 
和 (9.38) 
因此 ,上 式 两 端 与 * 的 点 积 为 
é 
yo n gbala, F) a (9.39) 
其 次 ,注意 到 (9.36) 式 两 端 与 的 点 积 为 
1 ax 
G = ye ar’ 
故 可 写 出 G 对 ze WARR: 
G _9G _ av ax, ax _ 9¥ ax da, 
ne Ou) 3w It V) Dwar da Tt J 


(9.40) 
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利用 (1.175) 式 


a i 
元 = =~ grba 
可 知 {9.40) 式 为 
Gc, =- eho, (a, E+ Se, (9.41) 
EE SF (9.39) 式 , 即 
da, _ ~ 
YY a = Ga. 
将 上 式 代 人 人 (9.35) 式 , 最 后 便 得 到 
a a 
Z =- g" (G) (9.42) 


这 就 是 v 的 3 -时 间 导 数 的 表达 式 . 
GA. = 0 的 充 要 条 件 为 G,。= 0, 即 法 向 速度 G EIU) 上 为 党 


数 .这 时 ,曲面 族 2(1) 法 向 的 轨 线 为 直线 , 故 E) 为 一 族 " 平 行 ”的 曲 
面 . 


(四 )] HAMAS + (kinematical conditions of compatibility) 
(9.26) 式 中 的 8g 通常 是 空间 位 置 x AO lc EL 8 - 时 间 导 
数 可 与 为 


dg _ 39 òr oan 
or 3r Öt ato 


利用 (9.29) 式 , 有 有 


Sp _ E 2# 

ôt Gy "or? (9.43) 
ERE SO) MENT ATALM(0. 5) 式 和 (9.27) RE 

h3 - cae S, (9.44) 


ZA Bie AA TEA Rah. Se ABATED) 上 连续 时 ,上 式 退 
化 为 


[ ne | =- GB. (9.45) 


例 2 试 计 论 SC) +3 = (pV) v= gv 的 8 -时间 导数 所 


应 满足 的 关系 . 
解 ” 现 将 (9.8) 式 代 人 表达 式 


59.1 相 容 性 条 件 389 


个 dg _ leyv). | _ ov 
JE j= a vt (eV) x 


并 利用 (9.42) 式 和 (9.43) 式 , 便 有 


a Vv ait 
nr, ag, 8 


BOS) 可 写 为 > 时- Og ,所 以 上 式 还 可 改 为 


. (9.46) 


a an a 
Py - a ~ GeV) V]: vO v+ eG 了 


Jr di 
(9.47) 
这 就 是 52 的 8 - 时 间 导 数 所 应 满足 的 关系 . 
为 了 写 出 二 阶 运动 相 容 性 条 件 ,可 令 p = 2% 这 时 ,(9.7) 式 和 
(9.43) 式 可 分 别 写 为 
Pi gao a) + gag” ar 了， (9.48) 
29" =-- Gig’) E, (9.49) 


at 


BR, EARTH gy? = 


if ww 可 由 (9.47) 式 来 表示 .因此 ,只 要 给 出 


了 (9.48) 式 中 ?9 和 (9.49) 式 中 部- 的 具体 表达 式 , 便 可 立即 写 出 如 下 
的 二 阶 运 动 相 容 性 条 件 : 


ze |] = [c+ grG, 94] goer eA 0 
[i Jra; | = aw S GC + EG 5 |t Buk” Fa g 


(9.50) 
| Se 1] =- a|% - ces gG. 2A Jy sêle tsi) 
上 式 中 ,我 们 已 用 到 了 (9.4) 式 ~ (9.6) 式 以 及 (9.27) 式 和 (9.47) 式 ， 


io’ i, ALO 的 计算 比较 繁 末 ,下 面 仅 作 简要 的 讨论 . 对 


(9.50) 和 


和 
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Gy = (ze) (Vig) = gua oxy = 0, | 
u du 
, , (9.52) 
和 so, = (Za) Ce) a 25 2% = wu 
a@° a, = awe June = Be Ju Juw Bic? 
ay a 
: _ ry ae! 
Cg il. I EPET | . (9.53) 
另 一 方面 ,Vw Vid - 时 间 导 数 可 根据 19.43) 式 表示 为 
ale V) _ py MeV) , Hoy) 
or 7 da’ ar , 


LAMM T g' 的 分 量 形式 为 
Dig.) = G9 l, + ae, 


- 式 左 端 为 pg， 的 不 变性 时 间 导 数 . 于是,(9.53) 式 可 写 为 


r Di P., |] i ! ax 
Eo la = 2e- Gi en 155 
Dir ar O Didr oar ， ax! 
le 
(9.54) 


分 别 对 (9.9) 式 和 (9.23) RRI E mzy ,并 再 次 利用 (9.25) 式 , 便 有 


5 aa _ dA _ 
[ P; ` Ju’ = Ju’ = Aus 


Pri, 
“y= Bat gb,A,,. 


l Pl, | du’ 
将 上 两 式 代 四 (9.54) 式 ,得 
Be 
(9.55) 


剩 下 的 问题 就 是 要 计算 A, miz 的 不 变性 时 间 导 数 .为 此 ,可 先 将 


它们 形式 地 写 为 : 
DA , A: Su? + FA | 
Dt “HBr aut ar’ | 
| | ， | (9.56) 
D (和 |= & u” gr 
Dr \aw aw fl, t CRETE 


其 中 
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2 
FA = 
A ly = 了 


(sar, = be 
利用 (9.9) 式 和 (9.52) 式 ,可 知 


PAs) ip, IP (55) 


FA i] Fr 


ou" 
= A 一 i . | es _ . 
[ laU Pi ] Bagy IS HEEF lg, FEP 
Su? FA Fy! 
[A by boB) Br + dor l O Ta eae (9.57) 


再 将 上 式 以 及 (9.9) 式 和 (9.37) 式 代 人 (9.55) 式 ,最 后 便 得 到 


tle g opo _ , ðr 0r FA 

a TL9 Ja 5- (A lio bpB ) g" ka Fx BF Far 
| Ek aA 

Eis 


“B+ 
VB + g” Fr gi aea 


G(B + gb A). {9.58} 


最 后 ,我 们 来 讨论 (9.51) stele | . 它 实际 上 是 一 阶 运动 相 容 
ERIE. 44) 式 : 


[ 59 [| =i g ]=- GB +% 


at Sr 
的 人 -时 间 民 数 , 即 有 
sle l] 3 „ôG A 
of = Gs Bot ar . (9,59) 


于 是 ,(9.51) 式 可 写 为 
[| Z8 ]-- (2% ces ga, 24) ps ZA ， 
(9.60) 
如 果 p 在 tt) 上 连续 , 则 [ ] = A = 0,0(9.44) 式 退 北 为 
[vo i] =~ GB. 
将 上 式 代 人 (9.50) 式 和 (9.51) 式 , 可 得 


Fo | [B_n PEE 
| py | = Ea [$ -Gc |- gag gy CB) a (9.61) 


reo G 
I 了 | = GC- 26% - (Sy |B (9.62) 


如 果 曲 面 (7) 静止 不 动 , 即 G = 0, 则 8 - 时 间 导 数 实际 上 就 是 对 
时 间 + 的 偏 导 数 .这 时 ,(9.29), 式 应 等 于 零 
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(9.58) 式 退 化 为 
le l= ZA l (9.63) 
因此 ,(9.50) 式 和 (9.51) 式 可 分 别 写 为 
[ r I] = g|” a te” 5 aod (9.64) 
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(一 ) 积分 区 域 中 有 间断 面 的 积分 定理 和 输 运 定理 


如 果 张 量 场 在 积分 区 域 m 中 是 连续 光滑 的 , 则 散 度 定理 (1.137) A 
可 写 为 


KS V dv =| 9 Nds,| 


| V--@dv = | n-as, | 

其 中 N 为 积分 区 域 边界 av 上 的 单位 外 法 向 量 . 

现 假 定 区 域 o 中 有 一 间断 面 S0z) WE St) PRM A p 有 
间断 .区 域 v RH S(t) 分 割 成 两 部 分 ,其 中 一 部 分 记 为 mw- ,相应 的 边 
Rav, Wl) 组 成 ,而 男 一 部 分 记 为 v, FORA Ov. ME) 
组 成 .在 (1)} 上 ,由 区 域 w_ 指向 区 域 ". 的 单位 法 向 量 可 记 为 v, 即 区 域 
vo 在 全 (tt) 上 的 单位 外 法 向 量 为 vy. 显然, 区 域 久 ,在 (1) 上 的 寻 法 向 量 
应 该 为 一 +( 图 9.2). 

RR HST Ro Ale, 写 出 相应 的 散 度 定理 ,然后 肖 柑 加 , 则 不 难 
得 到 如 下 的 表达 式 : 


| p- Vdu = | 9--Nds ~ | l p J--wdS, (9.66) 
v- E dy Eir} 


(1.137) 


| V--odu = | N--@d5 -| v-[ @ dS, (9.67) 
r- au n 


a 


HFI p ]= p-p 为 在 tt) 上 的 问 断 值 . 
特别 地 ,有 
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| 9 Vdv =| e+ Nas - | ie ]-vdS . (9.68) 


Flr} 
下 面 来 讨论 由 (2.124) 式 表示 的 输 运 定理 .对 于 p 的 物质 积分 ,其 时 
闻 变 化 率 可 表示 为 


au x0) 
图 9.2 FSR RPM E) 


G r 
zr edc = | Faot| te@o) nas, (2.124) 


其 中 名 为 边界 3v 上 物质 点 的 速度 . 如 果 上 式 中 的 | ede 不 是 物质 积分 ， 


即 | gdw 的 积分 区 域 o( 及 其 边界 25) 并 不 总 是 由 相同 物质 点 组 成 的 , 则 
不 难 证 明 , 仍 然 可 写 出 类 似 的 表达 式 : 

2 7 ag r 、 

Be ufr) edu 7 |, at + Pas: (9.69) 
其 中 G 表示 运动 边界 9.0 ( 2) 沿 其 外 法 向 的 速度 分 量 . 在 上 式 中 ,积分 区 
域 v(1) 并 不 总 是 由 相同 的 物质 点 组 成 .因此 ,| ede 与 (2.124) 式 中 


物质 积 | ode 的 含义 是 不 相同 的 .(9.69) 式 表明 :| pdv 的 时 间 变 化 


alt) 


率 lim all et + Ande -| edv) 由 两 部 分 组 成 ,其 中 一 部 


arn At 
分 是 由 于 o BABY (A EE S| RAY, Ts -Aa Re PB} BR BT) E 
化 引起 的 . 
当 被 积 函 数 9 EIU) 上 有 间断 时 ,可 将 (9.69) 式 分 别 用 于 区 域 v 
和 区 域 ov, AA 
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Gp a 3 a 
=| gdv = | 到 do+| (p&vu)-NdS +| @. GdS, 
£ vr v Jt Qn eta} 


| ody = | Pav + | (@@v)-NdS-[ o, GdS, 


HF p He, HIA p EIO) 的 vw WA v, 侧 上 所 到 的 什 . 以 上 两 式 
相 加 后 ,可 得 


GF ~ 
Al pdv = | sean | (@@v)+ Nas- Í ie 1GdS . 
v-¥ r-5 au Sir 


(9.70) 


Gt 


如 果 将 (9.68) ROW oA p Ov RA 
| @@») . V dv= | 09v) .NdS - | 


(9.71) 
将 上 式 代入 (9.70) 式 , 便 最 后 得 到 
学 a 
Frl ed -f (GRt@@e) “Vide + 
| c ep@vi-v-[ @ JG]ds. 
(9.72) 


(=) 间断 曾 上 的 守恒 定律 
现 来 考察 宪 恒 定律 的 总 体形 式 (3.12) Ñ: 
Gh a 
7| ede = | pwav +|, £+ Nas. (3.12) 


如 果 积 分 区 域 o PA AAT (2), M pp EEG) 上 不 连续 , 则 守重 
定律 应 改 为 


ail epee =| pwde + | E+ Nas. (9.73) 


利用 (9.68) 式 , 上 式 右 端 的 最 后 一 项 还 可 表示 为 

| NdS = |_ z -V du+ hi E ]-vdsS. (9.74) 
再 得 49,.72) 式 , 便 可 将 (9.73) REA 

| {2v + ow - HEP ~ Cop Qa) vd t+ 


| sr pOvIv+l pp JGlds=0. 
(9.75) 
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如 果 上 式 对 区 域 w - 5 PUBS) 上 的 任意 部 分 都 成 立 , 则 可 得 
EV + py = P y Qu) yz- 内 ) (9.76) 


i £iev=([ lv,- G) 站， (I) 上) (9.77) 

其 中 zw AAEM S01) 法 向 + 的 分 量 . 
(9.76) 式 就 是 守恒 定律 的 局 部 形式 ,而 (9.77) 式 则 是 相应 的 动力 学 
间断 条 件 . 例如 ,我 们 可 以 具体 写 出 : 
(1) 质量 守恒 ;如果 取 p =1,y =0,¥ = 人 0, 则 (9.76) 式 化 为 


s+ lov) v=0. (3.19) 
而 相应 的 动力 学 间断 条 件 可 由 49.73) LSA 

[ elon- G) ] =6 (9.78), 
或 p. (vu, — G) = p, (vu) + G) = m. (9.78), 


其 中 op- Me, THAT) 上 的 密度 o 和 质点 法 向 速度 w .y 在 区 域 w_… 

MAME. o, Mol PNAS) 上 的 密度 o ARK RB v 在 区 域 w， 

一 侧 的 值 .通常 , 记 c_ = G- vue, = G- RU EG) 的 局 部 传播 速 

度 ,而 m 滑 表 示 在 3(:) 的 单位 面积 上 单位 时 间 内 流 过 的 质量 . 

(2) HRT MRM p = vw = 了 五 = a, 则 (9.76) 式 化 为 

V+ of = 29) t (pv @v)-V, (9.79) 

HF e 7 Cauchy £i 应 力 , 产 为 单位 质量 上 的 体力 .上 式 右 端 也 等 于 
| 


利用 (3.19) 式 和 (2.88) 式 , 它 可 表示 为 pa ,其 中 a 为 质点 的 加 速度 . 因 
此 ,(9.79) 式 可 写 为 


a+ V+ of = pa. (3.36) 
这 就 是 动量 守恒 方程 . 
相应 的 动力 学 间断 条 件 可 根据 (9.77) 式 写 为 
lo J+ v= pols-G) Il 
注意 到 (9.78) 式 , 可 知 m = plu, -G) E IU) LRA RA 
lod-vs=p_ (vy -Govil=ml vl. (9,80) 
需要 指出 ,由 动量 矩 守 恒 并 不 能 得 到 新 的 间断 条 件 . 因 此 ,这 里 就 不 
FER oh BF ATES 


(3) ERTH: MERE = > vroute, w=feuth, E= v'a 
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— q, (9.76) 式 可 具体 写 为 
Ce 
[be oo}. 

上 式 中 e 为 单位 质量 上 的 内 能 ,A 为 单位 时 间 内 单位 质量 上 的 热源 ,4 为 热 
MER, v = mm .由 Cauchy 应力 o 的 对 称 性 条 件 , 上 式 还 可 等 价 地 写 为 


pe=a-la-+V + ef - pa) - 
1 [op . 
(Forvtelizg tlv) v |+ 
o:D+oh-q:V, (9.81) 


其 中 上 表示 内 能 。 的 物质 导数 ,DD 为 变形 率 张 量 . 利 用 (3.19) 式 和 (3.36) 
st (9.81) 式 便 化 为 能 量 守恒 定律 的 局 部 形式 ， 


pe=a:D+oh-gqg.v. (3.71) 
相应 于 能 量 守 便 的 动力 学 问 断 条 件 可 根据 (9.77) 式 与 为 


[oo-elv-iow-Gocore ] 
=p (wœ - Gi Lorvtel) 
一 mi Surute i]. (9,82) 


(=) 一 维 冲 击 波 ( (one-dimensional shock-wave) 


作为 动力 学 间断 条 件 的 应 用 实例 , 现 来 考虑 沿 回 定 方向 并 以 常 速 
度 G 运动 的 平面 冲击 波 .根据 动力 学 间断 条 件 (9.78) 式 和 (9.80) 式 , 可 
H m =- Pp- C= pre, A mo- o- v 在 波 阵 耐 章 后 是 连续 的 ,其 中 
c= 二 -如 果 沁 t= og，*Y, 则 有 


ES | us (m—o-¥) I- lvoe.vr] 
[ul (mo-4,)- 41 vet, i] 


vis (me =t)-5 0 «(Cnr — tl) - 


=- Few) Gl +). 
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于 是 ,动力 学 间断 条 件 {9.82) 式 可 写 为 
mie J= 5v] e Diger. (9.83) 


现 假定 可 以 忽略 应 力 偏 量 的 影响 , 即 Cauchy Be A MARRAN o= 
- p. EH p ARKEMA IARR. Mh t =- py Al oey 


=-[cd= m [| 1 | ,可 知 (9.80 式 各 (9.83) 式 还 可 分 别 写 为 : 


[pyar mè f] 2 I]. (9.84) 
re J=- 5) tree (E)E dev (9.85) 

如 再 赂 去 热流 项 , 上 式 便 化 为 
ee =3(5-- frre. (9.86) 


称 之 为 Hugoniot 关系 . 

“PRT ERR RP 人 可 上 请 内 能 © 和 
密度 p 为 状态 参量 ) , 则 第 三 个 状态 变量 (如 压强 p) 便 可 由 状态 方程 来 加 
VA ti ne. FEAR SEAL pve, o) 中 ,经 过 ( ,8 ,0-) 点 的 状态 方程 所 决定 
的 曲面 与 (9.86) 式 给 出 的 曲面 交 线 称 之 为 Hugoniot 线 .在 冲击 波 的 波 阵 
曾 后 ,物质 的 热力 学 状态 (pp ,es ,p, ) 可 通过 该 曲线 达到 ， 


(m) 动力 学 间断 条 件 的 Lagrange 描述 


以 前 所 讨论 的 间断 条 件 是 基于 当前 构 形 的 Fuler 描 述 ,函数 中 的 自 变 
BAZM x 和 时 间 z. 根 据 (2.2) 式 ,我 们 可 以 基于 初始 时 刻 2, HS 
考 梅 形 米 讨论 相应 的 间断 条 件 . 这 时 ,函数 中 的 自 变 量 为 物质 坐标 羡 和 
时 间 z. 

现 设 想 在 当前 时 刻 *, 由 (9.1) ARS P(r) 上 的 物质 点 在 
初始 时 刻 a PEA A A Sc) TC) 的 运动 ,在 不 同时 刻 
EG) 上 的 物质 点 可 能 并 不 相同 .因此 , 曲 而 607) 的 位 置 也 将 随时 间 
t 而 改变. 类似 于 (9.28) 式 和 (9.29) 式 , S60(1) 上 的 单位 法 向 量 将 记 为 
vo .So (相对 于 物质 点 ) 的 运动 速度 在 方向 的 分 量 将 记 为 co。, 称 之 
为 局 部 速度 . 

与 $9.1 中 的 推导 相 类 似 ,我 们 可 以 络 出 在 Lagrange 描述 下 的 儿 何 
相 容 性 条 件 和 运动 相 容 性 条 件 . 这 只 需要 将 其 中 的 xx,y MG AHA, 
Vo 和 cy , 便 能 得 到 相应 的 表达 式 ,因此 ,这 里 将 不 再 进行 讨论 . 
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为 了 写 出 Lagrange 描述 下 的 动力 学 间断 条 件 , 现 考虑 在 :1 时 刻 由 图 
9.2 表示 的 积分 区 域 pn, 它 在 各 时刻 对 应 于 初始 参考 构 形 中 的 区 域 va. A 
为 由 相同 的 物质 点 组 成 ,所 以 其 边界 3w 将 不 随时 间 改 变 .z 中 的 间 斯 
E (i) 对 应 于 vw 电 的 间断 面 Soft) ,类 似 于 图 9.2, 区 域 mw HE, Ce) 所 
分 割 的 两 部 分 可 分 别 记 为 wv， 和 va. MEE A X Me ABI wR 
eX 2, (2) 上 有 间断 , 则 与 (9.68) 式 类 似 , 可 写 出 相应 的 散 度 定理 
为 


| 9 Vode = |, g- Nas,-| 4 @ |- ¥,d5,, 
_ “y Sgh 


(9.87) 
其 中 W。 是 相对 于 变 元 下 的 Hamilton 算 子 ,oN 是 边界 3w, 上 的 单位 法 向 
量 . 
此 外 ,注意 到 av 不 随时 间 改 变 , 故 输 运 定理 应 写 为 


: | @duy 二 | “Pau, -f [ p JegdS,, (9.88) 


Gt 一 on 
HR cg A EC ia Yo need 
在 Lagrange 描述 下 ,守恒 定律 的 总 体形 式 可 由 (3,13) LEA 


Fil. #pepdu, = |, Fowdes +j, oF + (FT) + NdS,. (3.13) 


ROARS 分 区 天 wo PERAE H E601), 即 fom TES, (Cc) 上 不 连续 , 则 
以 上 的 守恒 定律 应 改 为 


Gg . . > - . 
gil, eRe = | fovaw 十 | 2 - (F7). Ndg. 


(9.89) 
利用 (9.87) 式 和 (9.88) 式 , 上 式 可 写 为 


[ee FT) Vo + fow- LER? Nao, + 


| {il FE CS ] Ya + [ fee Jey }d5y =. 
z : . 


如 果 上 式 对 区 域 vy 一 3, 中 以 及 S(t) 上 的 任意 部 分 都 成 立 , 则 有 


(uy 7 Zn 内 ) (9.90) 


; -T s IC fop) 
(EL. FT). Va + foy = Pa 


LFE FT J- v =- el fop 1,30). (9.91) 
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(9.90) A Lagrange 描述 下 守恒 定律 所 应 满足 的 方程 ,而 (9.91) 式 就 是 
Lagrange 描述 下 的 动力 学 间断 条 件 . 

不 难 证 明 ,(9.91) 式 中 的 YP + vy, S(t) 上 是 连续 的 .事实 上 ， 
出 于 间断 面 (1) 同时 是 区 域 MER vo, 的 边界 , 故 SC) RE v 的 
边界 ,又 是 w- 的 边界 .也 就 是 说 ,了 (1) 上 的 面 元 vds WEA h KI v, A 
T Ia) 上 的 面 元 来 表示 ; (FT). vy, dSs, 叉 可 由 区 域 uo, 边界 
Zol) 上 的 面 元 来 表示 : (ZF 了), vy, dS .如 果 区 域 o_ MER v, 在 边 
界 上 上 既 不 能 分 离 ,又 不 能 相互 敌人 ,即位 移 是 连续 的 , 那 各 就 一 定 有 

(FFT) v dS. = (FFT). v do, 
或 
I FFT Jen =0. (9.92) 

下 面 ,我们 来 对 (9.90) 式 和 (9.93) 式 作 有 具体 的 讨论 ,即将 其 应 用 于 

质量 守恒 , 动 服 守恒 和 能 量 守 恒 等 守 恒定 律 中 . 


(1) 质量 守恒: 可取 = 1,W =0,5 = 0. 这 时 (9.,90) 式 化 为 一 一 - 


= 0, 说 明 对 于 给 定 的 钱 , fo 不 随时 间 改 变 , 可 记 为 
fe = m. (3.20) 
因为 在 初始 时 刻 ¥ = 1, 所 以 上 式 也 就 是 初始 参考 构 形 中 的 密度 ， 
(9.91) 式 可 写 为 
= cal fo I] =- col pp ]= 0. (9.93) 
表明 当 cg HOM, 0, 在 T(t) 上 连续 . 
在 上 时刻, 流 过 (1) 上 面 元 dS 的 质量 叮 由 (9 ,73) RERA 
mdS =- p_e. dS =- pc d$, 
其 中 = G-vuv, c5 G- .对 应 于 i 时刻 , 它 相 当 于 流 过 34(7) 
上 而 元 dS, 的 质量 ,该 质量 等 于 oocndSy . 故 有 
pucodsy = po- (GG -wjdS = po (0G- vw)ds =- mds, 
(9.94) 
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Sam 和 Ja oaa 式 给 出 ,但 其 中 的 。N 需 改 为 mm 


(2) 动量 守恒 :可 取 昌 = v,y = f, 2 = gq, 这 时 (9.90) 式 可 利用 
(3.20) 式 化 为 
S*Vo+t+ of = Po， (3.39) 
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其 中 S = fo- F ',a 为 质点 的 名 速度 ,因为 当 速度 以 X 和 : 为 变 元 时 ， 


加 速度 可 以 表示 为 a = ZD, 


相应 的 动力 学 间断 条 件 (9.91) 式 可 利用 (3.20) 式 写 为 
[ sS i] =Y 三 一 Cy Pull v i] . (9,95) 


因为 fF "+ v 在 5,(1) 上 连续 ,| 式 也 可 等 价 地 写 为 
Le |] -ET * vodSo =- Co Puli v lds, . 
利用 (9.94) 式 ,并 注意 到 vdS = F7- vds, ,可 得 
Ie]: "dS = ml v jds， 

这 也 就 是 (9.80) 式 . 

(3) 能 量 守恒 :可 取 

ee ee gq. 
MAT, (9.91) AMAA 
[gwreg Fi ev =~ el poly orete) i, 
(9.96) 
利用 (9.92) 成 和 [9,.93) 式 , 上 式 也 可 等 价 地 写 为 
Eo:o—-g |- (FFT) sv, dSy =~ typ! a veoute dS, . 

或 由 (9.94) 式 而 写 为 


jvre-gidrv= milo.vted, 


这 也 就 是 (9.82) R. 
$9.3 理想 刚 - 塑性 体 动力 学 中 的 两 个 间断 定理 


本 书 作者 曾 在 文献 [9.5,9.6] 中 给 出 了 理想 刚 - BE zh A S 
两 个 问 斯 定理 , 现 对 此 作 简 要 的 介绍 . 


{ 一 ) 基本 方程 

E Euler 描述 下 ,理想 刚 - 塑 恬 体 的 基本 方程 育 : 

儿 何 关系 : D- (wY + Vv), (2.102) 
运动 方程 eV of = p(T + (vr). w), 


(3.36) 
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本 构 方程 ; D = (piel, G10). (8.108) 


其 中 届 服 面 PCr) = 0 为 应 力 HBR, 1) 为 加 超载 因子 , 当 应 力 在 
AR: (eo) = 0, df? = OM, RL) = 1; 而 当 应 力 在 届 服 而 内: 
flo) < 0, 或 虽然 应 力 o AWRA L, {Ed < 0 时 , 取 人 1》 WE. 
如 果 在 :时刻 , 某 一 个 物质 点 的 应 力 状态 已 经 在 届 服 面 上 ,考虑 到 在 
下 一 时 刻 其 应 力 状 态 不 可 能 超出 届 服 面 , 故 这 时 还 应 有 ;: 
af’ Geo af rə 
je Opa E 
现 考虑 空间 中 由 (9.1) RRO Sr) A T E h e 
近 写 出 以 上 的 基本 方程 ,可 采用 由 (1.160) 式 给 出 的 曲线 坐标 系 | ul ,wu ， 
a | ,在 该 坐标 系 中 ,3Sft) 邻近 的 张 量 场 g(x ,1) 的 右 梯 度 可 由 (9.8) 式 
表示 为 


(eV) :al <0. (9.97) 


ov- Orie E Oa. (9.8) 
而 ptx,7) 的 右 散 度 为 
eV =- 了 (9.98) 
此 外 ,9 对 时 间 的 偏 导数 可 由 (9.43) 式 写 为 
=- Glg v): v+ So. (9.99) 


以 上 各 式 中 的 9 可 以 是 速度 场 w ,也 可 以 是 应 力 场 了 .如 果 申 在 1) 
上 有 疝 断 , 则 可 设想 在 (1) 上 有 一 个 厚度 为 hr 的 薄 层 过 渡 区 ,在 此 区 域 
中 国 数 旬 及 其 导数 是 连续 的 .实际 的 强 间 断 应 理解 为 当 Ax 趋 近 于 零 时 的 


极限 情形 .因此 , 当 hs 很 小 时 ,在 薄 层 内 9 沿 法 向 "的 导数 58 不 仅 不 等 


也 


于 零 ,而 且 还 要 比 9 沿 切 向 a, 的 导数 了 flo 的》 时 间 导 数 高 一 个 数量 


级 . 
Fé. C9. 80) RAPA, 4 v EE (2) LAB EoI) 
上 也 一 定 有 间断 , 即 不 仪 


22 0, (9.100) 


dy 


ay 


而 且 MEREK RR ER FR a 
区 内 的 基本 方程 可 近似 写 为 
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_lfdag Foy naf 
b= 5 Orro) 4 F, (9.101) 
As 加 ` ~ aw 
zo ¥ = pl G+ vui gy (9.102) 
， 、 -ap .ac 
LAR (G+ 人 (9.103) 


LAP op Wo, = t-v PN ABEN ERAN EH RRM EARS v 
上 的 分 量 . 


此 外 ,由 (9.100) 式 ,可 知 上 式 中 的 瑟 季 人 ,因此 (9.101) 式 中 的 ?应 
大 于 零 ( 即 不 等 于 零 ) 


(=) 刚 - 塑性 交界 面 上 的 两 个 间断 定理 


现 假定 曲面 Ss) AUER ABR KA. 在 刚性 区 一 侧 的 物 
理 量 标 以 "-” 号 ,在 塑性 区 一 侧 的 物理 量 标 以 “+” 号 .3(:) 上 的 单位 法 
AR vy 由 刚性 区 指向 塑性 区 .根据 以 上 的 基本 方程 ,可 得 到 如 下 的 定理 ， 

定理 1 对 于 理想 刚 - 塑性 体 ,在 刚 -AZRE Y(t) 上 一 定 有 : 

lo ]:v=6. (9,104) 

ERA ” 现 采 用 反 证 法 ,如 果 十 式 不 成 立 , 则 由 (9.80) 式 可 知 , 必 然 有 
G- =c 40M] v 140. MRA s 和 速度 v ES) LARA. 
这 时 ,可 设想 在 S(t) 上 有 一 个 厚度 为 hs 的 浒 层 过 访 区 .在 此 区 域内 ,我 
们 可 以 利用 (9.101) 式 至 (9.103) R. 

这 里 有 两 点 需要 加 以 说 明 :(1) 因为 密度 p 伍 大 于 零 , 故 由 (9.78) 式 
是 知 , 当 c= 如一 vi 关 0 时 ,也 一 定 有 c_ = Goo AOMAe Fe, 
同 号 .因此 ,在 薄 层 过 渡 区 内 ,ce = G 一 -vy 也 不 为 零 ,其 中 e 表示 刚 - B 
性 交界 面 IOO 相对 于 基层 内 介质 质点 的 平均 法 向 速度 ;(2) 由 于 速度 vw 
在 3(1) 上 有 强 间 断 . 帮 (9.101) 式 左 端的 变形 率 不 等 于 零 ,而 其 右 端 中 


的 必然 大 于 零 ,这 说 明 薄 层 内 的 应 力 状态 处 于 届 服 面 上 .因此 ,在 薄 层 
内 (9.103) 式 是 成 立 的 . 


由 条 件 ia > 0,(9.103) 式 可 改写 为 
A :20. (9.105) 
(9.101) 式 和 (9.102) RRAER,A 


E19v 20), J96 
-FOr ORES 
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由 于 ie > 0 和 [人 2)" (2) 之 0, 放 上 式 要 求 有 2 = 0, 这 与 速度 在 


SC) 上 有 强 间 斯 的 假定 ( 即 (9.100) 式 ) 是 相 杀 盾 的 .说 明 当 一 < 了 0 
时 ,一 定 有 [ o = 四, 于 是 定理 得 证 ， 

定理 2 如 果 刚 - BEA I(r) 的 返 动 方 向 是 由 塑性 区 向 刚性 区 扩展 ， 
即 当 -rc. = 加 >0 时 , 则 对 严格 严 届 服 面 材 料 ,必然 有 1 Di] = 0 . 

证 明 ”多 为 当 -“e, 天 由 时 ,由 定理 1 可 知 必 然 有 [ oe l= ew -v = 
0. 这 样 ,界面 SO) 两 侧 的 速度 向 量 可 以 不 加 区 分 :w = wv = v. 
-¢, M-c 地 可 以 不 加 区 分 , 故 在 以 后 的 讨论 中 将 记 为 -e 此 外 ,由 
(9.78) 式 可 知 ,界面 5(t) 上 的 密度 也 是 连续 的 :p_ = 6. p HARE 
向 量 连 续 , 故 由 一 阶 几 何 相 容 性 条 件 , 变形 率 张 呈 的 间断 值 可 由 {9.12) 
KSA 


D_=[\ D 1= (| 22 orrol] > |). (9.106) 


dy 

上 式 中 ,已 用 到 刚性 区 中 变形 率 D. 为 零 的 条 件 . 

根据 定理 1, 可知 | g J+ vy = 0, 因 此 有 

telipi- gil er oe DH =o. 
(9.107) 

下 面 , 我 们 将 用 反 证 法 来 证 明 本 定理 的 论述 ,假定 在 SU) 上 变形 率 
张 量 有 间断 ;[ D 下 和 和, 那么 ,对 于 严格 凸 的 届 服 商 fie) = 0, H 
(9.107) 式 可 知 必然 有 a |] = 0, 即 应 力 必 然 连 续 . 事 实 上 , 当 [ D |] = 
D, BABA (8.108) 式 可 写 为 


p.= i° BEY. G! > 0). (9.108) 
这 时 ,D, 将 指向 古 服 面 的 外 法 向 .因为 在 塑性 区 一 侧 的 应 力 o. 是 应 力 
空间 中 届 服 面 上 的 点 :PP(a,) = 0, 而 在 刚性 区 一 侧 的 应 力 o 是 应 力 空 
间 中 届 服 面 内 的 点 :C5_) <0. ee, Ae 时 ,对 于 严格 凸 的 届 服 面 


来 说 ,就 必然 有 (e, _ o): BE, >o 9.3). 


a 


上 式 可 等 价 地 写 为 ia (a-e): (小) = le i:D.-[ed: 
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fimt 


图 9.3 ”应力 空间 中 的 出 服 面 

1 了 中 >0. 这 与 (9.107) 式 是 相 了 矛 盾 的 .由 此 可 见 , 如 果 [ DD AWE 
力 g 就 一 定 在 3{t) 上 连续 ,并 处 于 届 服 面 Po) = 0 上. 

注意 到 塑性 区 内 物质 点 的 应 力 状 态 始 终 在 届 服 面 上 ,而 刚性 区 内 物 

质点 的 应 力 状态 或 在 届 服 面 内 ,或 在 届 服 面 上 , 故 由 应 力 的 连续 性 ,可 得 


pale PAE) . (SZ) So. 


ay 55 Jy 
的 

6 Paley = ae) = eae 

因此 有 (2): [ e | <0. (9.109) 


PA Fa FAA E Re BT A Ae A — BL A RE RAF C9. 11) 
式 { 或 (9.98) 式 ) ,而 写 出 


Lov- hy (9.110) 
再 由 速度 mw 和 密度 o。 的 连续 性 ,并 利用 速度 的 .- 阶 几何 相 容 性 条 件 (9.11) 
式 和 一 阶 运动 相 容 性 条 件 (9.45) 式 ,得 公 


EE 


、 a 3 
~ pl (-G+4,) 3 | =- pl 了 | . 
(9.111) 
于 是 , 当 体 力 在 (+) 上 连续 时 ,运动 方程 (3.36) 式 在 SC) 上 的 间断 值 
满足 


EOCEEN (9.112) 
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Exp -¢ =-Gt, >0. 

因为 已 假定 由 (9.106) 式 表示 的 变形 率 D 在 3(1) 上 的 问 断 值 不 为 
零 , 即 D, A0, aH (9.108) 式 写 为 

rl 32 Jers vol 32 Jj- r GE) =a GE) 


Js 


QA’ > 0). (9.113) 


上 式 两 端 与 | SS FRAR, IEA (9.109) 式 和 (9.112) 式 , 便 有 
wea b= all ed (Fd) 
EPE] 
Y 


=- øf a | a | <0. (9.114) 
av 


1-132 ]<o 
这 只 可 能 有 |，32 |] = 0, 说 明 由 (9.106) 式 表示 的 变形 率 张 量 D 的 间断 
值 为 零 :[ D = 9. 于 是 定理 得 证 ， 


习 a 


9.1 试 证 明 非 物质 积分 的 输 运 定理 表达 式 (9.69) 

9.2 WMR Cauchy 应力 e 和 速度 在 间 断面 2(1) 上 连续 , 试 给 出 o 的 物质 导数 
所 应 满足 的 间断 条 忻 . 

9.3 EL MRE AS o 的 Oldroyd 导数 所 满足 的 间断 条 件 . 

9.4 根据 位 称 的 连续 性 条 件 , 试 证 明 (9.91) 式 中 的 #F T v 在 间断 面 Salt) 
上 和 是 连续 的 . 

9,5 É Lagrange 描述 下 , 试 通过 速度 间断 值 [ vw |] 来 表示 变形 梯度 FF 的 间断 
值 . 

9.5 试 利 用 动力 学 间断 条 件 导 出 : 

(a) ge [pl=-yY: [Ia iy. 

(b) MRI vo l=O.He, #0 mle } +i gi]-v=0 

9.7 ” 试 给 出 各 向 同性 弹性 介质 在 小 扰动 下 间断 面 的 传播 速度 .由 于 扰动 很 小 ， 
可 恨 定 介质 的 变形 很 小 ,并 且 可 近似 采用 各 向 同性 线性 弹性 固体 的 本 构 鞠 系 . 


根据 定理 条 件 , 有 有 pe > 0. 因 此 上 式 相当 于 要 求 | Z 
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第 一 


1.1 MR uv oe HS et Re ue So REA, 4) AS RR w 

与 vv 钱 性 无 关 , 则 对 任意 实数 a,(aw - o) 为 非 零 向 量 . 故 有 
lau- vi- (oan vj >, 

利用 & 的 二 次 方程 1 lo -2e-vdatlol 二 们 无 实 根 的 判别 式 , 可 知 (1 .4) 
式 中 的 木 等 号 成 立 , 其 中 a1= (eeu), vl (vw)? 

1.2 对 于 给 定 的 i 和 j, 可 根据 行列 式 的 定义 对 第 i 行 或 第 ; 列 展开 ,再 考虑 固 
定 其 它 元 素 而 改变 g, 所 引起 的 g 的 改变 . 

1.40 UTM Ba = ug 和 w = vug WHR Sve = vug Se TERETE 
量 的 定义 直接 证 明 所 需 的 结论 ， 


1.5 = 4 LRN, =h- 


1 了 -3 
3 Ll + zii 


1.6 SHRES =S- Frs) 的 三 个 特征 值 为 4;， =a, -本 五， fi = 1,2, 
3) EDA S 的 第 二 和 第 三 主 不 变量 1; 和 /表示 为 


ttr- S/I, 0- ban [z2], (iei<%). ain an TA 


用 习题 1.5 t,t, AL, 加 以 表示 . 

1.7 如果 UU EAA, A, HA, WA 

=A A tas, I = Asap + Arda + AgAL, h = aa， 
AA, A, 和 A, RRP DRL PS: 


(Ay FA, 1 AS)/S Ze CAAA 


可 知 1, E). 


(Ay + az) 
a aaa 


(a) # I, = 3, 则 利用 Ajay 安 : ,可 知 
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IA LAY 
天 = Ay Az + Ardy 1 Agay <a + (ay t Aa) {3 一 (a + àa). 


Bayt ay = z ARS E32 (4 - ZBERE a = 2 处 取 最 大 值 3. 


HA 1,31, <1. 
(b Bid, = AyAgA, = 1,00 7, D3. 
记 下 ”的 三 个 主 不 变量 为 LOL OAL ARU O = 1, 可 知 也 有 


- - - - AyAg + Asàs + Aga hiU} 
Iy E at yo nma 2a T AnA _ 22 = 
LU } ay + Aa + ay wie LU} = , 


Bp I, 3. 


_ , WELD) 
1.8 HEBRAIC IRU) = Pay: 


Etagi n) - (x + x; + i jet). 


LEU) = (a, + ast Ay) ERAT. 
REPRISES. 

1.9 Rae HIA G- G 的 特征 值 和 单位 特征 向 量 .由 于 安 - G RRR 
仿 射 量 , 故 X = 0. 因 此 有 (G- G )-e, =0,RG+e,=G +e, =e- G HG 
= 0,909 

(Ge Ge) = (GG re) (Ge) — e- Ge, = 0. 
说 明 Go e BRE ASHE E:G-e, = 0. 
AUS BE Bel e, n) HEG e 一 8; 站 = 二 让 所 以 GG 可 表示 为 


G- 5 Gye! © ez. (esp = 1,2). 

u= Gee, = Cea Gi e, , 则 可 能 有 两 种 情形 ， 

fa} ua — ,MG = Ga = 0. 

KM G = Gue We, + Gre, Qe) HAG = G526 = 0, 可 知 对 于 非 零 仿 
HE G.A GCG, = 0,6 可 表示 为 G = ke, O e: JHP k = Gire = ese) = 6. 

(b>) u £0,874 e, = uftul, e =e xe, FBG: e,- (G-a) lul= 
Gel=0. 这 相当 于 情形 (a), 故 在 单位 正 交 基 {el e) 下 ,G 可 写 为 
he, Se, 的 形式 ， WEHE. 

1.106 Rvs g ou = g Mg JOERGER, W W- vu- Svea 
Qn -2 的 各 的 轴 向 量 可 由 (1.84) 式 写 为 


o=- Fe Wg =-afgg', 


其 中 wW 的 非 零 分 量 只 有 WY” =- w= 1. 
AAA 
uxwv= gxXg = [gog 一 一 YE 和 


部 分 习题 答案 或 提示 409 


故 证 . 
1.11 利用 Cayley-Hamilton 定理 


LMU (eM)? -ur - 


M- M (uM) 1 5 


r| tum 一 5 (eM eM?) + | (eM) l = 6, 


FRE PH MWA + oB + ,其 中 a 和 8 为 任意 实数 .展开 上 式 ,并 注意 到 a 和 
8 的 任意 性 ,可 知 以 (a8) 为 系数 的 项 应 该 等 于 零 .由 此 得 答 证 之 方程 . 
1.12 AAC F- 0): (F-@) 
=ol(F-@)'-(F- 93) 
=u(t+1-@°-+F-F'-@), 
ay (F-@):(F -@)-(F-R): (F-R) 
=w(R'-+F+F'-R-Q'-F-F'-@) 
= w(2U-@1-U-U-@,) 
= vii -IY U- -Dl 
其 中 go, =R + Q 关 了 为 正 交 张 量 .由 于 也 是 对 称 正定 售 射 其 ,可知 上 式 大 于 零 . 
1.15 利用 恒等式 


(CR)! =- PE) :EY. 
1.16 MPRA. 6,2), Rr oe?) Sr. 8.2) 相对 应 , 则 有 
r= Ph- L, reh=-r BERART, = 0. 


对 于 球 坐标 系 (r,9,p) ,如 取 (z ,x ,x ) Sr Og) 相对 应 , 则 有 


7 al 1 
F = Ta = ’ Py 二 一， 


1 
= 
D- Th, = 二 Thy =- rsin 6, 
rm, =, wt t, Py =- smn fos 0, 其 它 指标 的 = 0. 
1.18 SPERM Bl ee gl So = wet, a ag, b, = bag, 
MA oul, = aide. 
再 由 Vo— cn, lg, 和 ax b = eajbyg,, 
TA Vxos a xh ÈX. 
1.25 A 81.6 例 ?7 的 (1.130) 式 ,有 (Yo ) V= Viw V) Vidive), H 
注意 到 
Ww) V= V- (Ve) = Vie , 故 有 窝 证 之 等 式 . 
1.26 SFB v= Vo) - V g) AAHH HE E. 
1.27 对 fH 人 各 gj) 到 = ulo: WY)1 ta V) a ,利用 和 敬 度 定理 . 
1.29 利用 


I, = HE -uC) = hulU OA T, — (dat)? , 


可 知 


410 ALS} >) BS Fe ok He 


dirt") 
d ` 


(U-I) = 1 Bart je! +R 


或 由 out = T” 
détry ') 
dc 
1.30 两 组 主 不 变量 的 关系 为 
ROU) = (C) +2500), 
OO) — 1,00) + 24,0) 500), 
各 EU) = Ric). 


1 -1 -2 
znU LU I). 


如 果 z = KD) 可 用 PC) .PCC) A RIO MAK MTU) = 5 C8 


-LCA RU) 一 wT(C) 也 可 用 了 有 (CC) DC) 和 六 CC) 来 加 以 表示 ,其 中 工 
是 4 次 方程 (2° hC? = 4, (0) +275, CO) 2c) HER. 

1.31 FIFA Cayley-Hamilton 定理 ,有 

iwi -Tt + RDU- LIUM] 0, 

和 to AD UU 0. 
以 上 两 式 相 册 后 ,得 

w= [FEU Be) + [RU Cen (uy) + LUT UY, 
故 得 


U 


1 2 2 
Thoth — Rep URLU + [i (u) 一 LIU)]C - cl 


上 式 中 的 FOOD A, CU) AAKA AEC CC) A CC) RM 
表示 . 


第 一 章 


2.1 在 参考 构 形 中 任 选 一 参考 点 X FUN, 为 原点 建立 单位 正 交 基 (el,e:， 
B33) .在 ?时刻 ,Xs BA xt) Ce ene) BACCO) ,fi(1)) .由 于 在 运动 过 
BRP RHEBR ABR AS WII X- Xyl=le- 4 |, A(X - X,) +e, =x- 
yl f,, (a 一 1,2,3). 由 此 得 
rx = (CX -X)-etf, =K- X) e Ef 
=(f, Bed (X X). a RHM). 
KA x= QX- Ki} + xlt). 


其 中 OG) - VLG) Be, MEN ERE. 


2.2 fa) J, =4,= 3483. 4-1. 
(bh) p- Diy -2+ Bae 1] =0, 
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a = Lt hb tko 1+ ta, a, = 1; 


1 
L = fet (Jays p+ Las Jes |/{24 Lad tty Pera 
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L; = €33 
Í 3 a Lay 
h. = [e - (Fass t+ tale |/(2+ ie F ka 1+ te) , 
h =e. 
L+ sin 8 sin 8 oi cof sing O} 
cos f i 
te) FV: sin 8 cos 0 和 cos 8 0j, 
0 0 ] 0 0 ! 


1 È 
其 中 tan 有 = x ka +B = arctan ty. 
2.3 (a) LlC) = uC = CanG -3+4 Ra, 


TC) = Flee) - (re?) = 3+ RE, 
1,00) = 1. 
2.400, =0r V4 CrP + Oe, 
I, = Orr OY re VP +e ¥, 
I, = trr Y. 
2.6 (Ru) = (Rta - AY)7 ,其 中 和 A 和 a 分别 为 某 一 参考 点 在 变形 前 和 
在 变形 后 与 原点 的 距离 . 
2.7 XJA Cauchy-Green KH C ~ I+ 2E 应 用 Cayley-flamilton 定理 ,有 
(dC = C- Cre) + Sele) (re?)], 
Esti ala ,得 
3(derc) = rc ÈO) + Ley’, 
HCE- 14+ 2ERALALHA dere = 1, WBMES SA. 


2.9 提示 1; HP D=0. BRR LS TORRE WL = 你, 即 工 是 反对 
称 的 , 故 在 直角 坐标 系 中 ,速度 分 量 v 满足 


au, du, 
ae Br 
aL, 7 T g A a Vy p v, PL, 
因此 Fo Soy 329 T 7 TT +o 
az ag dy oer ax ay ay ay ar dr 
JL; 
或 ig, 
ag 


说 明 工 不 依赖 于 空间 位 置 向 量 x ,注意 到 工 = oV = WERE BRS 
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AE Ku BAe = Weir- Xgl t+ wy. 
提示 2: 直接 利用 (2.135 Å). 


2.10 出 (2.100) 式 LavV=€, OC, TAV? = COC, AR 


HUG 1.18,8V xp = Ca xf ,而 w 的 轴 向 量 为 可 Vx. 
2.11 ”提示 :利用 (2.105) 式 , 并 注意 到 TW xk wo = VX OV o) = OB = 


(5) = (2) = 98) -vr 

2,12 (a) Œ § 2.689 Lagrange-Cauchy 定理 ,如 果 加 速度 场 为 势 的 梯度 , 则 期 速 
度 的 反对 称 部 分 J( 即 {2.109) 式 ) 等 于 零 . RARER A A, BOS D = 
F(A + AT) AW = 于 (4- AT) 代入 (2.110) 式 并 令 其 等 于 零 后 ,可 知 AS 是 对 
称 的 . 

(b 注意 到 加 速度 为 a = Ase Ha AHH ARBRE 

Vxa- Vx(A.v)=2 uA)m -A.@], 

其 中 如 为 研 的 轴 向 量 , 由 于 加 速度 为 势 的 梯度 , 故 上 式 右 端 为 老 , 即 有 A: @ = 
(tr 站), 或 Dm = (irD)a. 

2.13 由 (2.88) 式 asv +(vW):w ,并 利用 恒等式 

[o V-o e Va (pV: (Ved+ [Ce VV ew, 

Aa Vou’ + Vello VOV] 0+ (D+ Ws (p- Ww). 
再 由 ww :Y= (vv VY REZ SR. 


2.14 ”提示 :将 >》 es Oe, 一 了 对 时 间 : 求 导 , 可 知 Qe) 是 反 称 的 . 


3 
2.17 F= DUAL QL, 的 物质 导数 可 写 为 
[| 
a . . a 
F- Y [ALOL +49, BL, +44 @E, ]. 
aol 


页 于 = Fe FO 
-[SG On +21, Ob +4 @5)] 
a a 
= SGA SL + Siw + (dy, @L.) F. 
利用 L,- Qk, -L 0 ,上 式 最 后 一 项 还 可 写 为 
0 
故 证 . 
第 三 章 


3.1 由 (3.19) 式 可 知 ,o = 0 相当 于 div(pw ) = 0, 要 证 明 在 一 切 满 足 divio ) 
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=0,(0 内 },v N = vr,(3v 上 ) 的 速度 场 u(x) 中 ,具有 形式 VY 的 速度 场合 
| os -odr 最 小 . 

Ah ALS f= eo -@ VO 

到 | me “ode = | ef fae + 5 | pte V). lg Vidu + | or (p Vidv. 
注意 到 在 内 div(pr) = 0, 在 au 上 J. N = 0. 可 知 上 式 最 后 . -项 为 


[af Cp Vido — | ent .NdS— | wav(enas = 0. 


因此 有 


S| peed > 5 ple V)+ Cg Vide. 


3.3 (b) 利用 恒等式 ax tpxe})=[ftaa)I-a 人 的 gj "bb, 其 中 a 和 5 为 
EERME. 为 二 阶 单位 张 量 . 
3. 和 ”利用 质量 守恒 定律 . 
3.7 利用 上 题 的 结果 或 第 一 充 的 (2.124) Ñ. 
3.9 AAA NEMBEN- N .1 = 0,3 A Lagrange 来 了 而 计算 
如 下 的 无 约束 极 值 问题 : 
max[ rtm -KE:—-A(N.:N-1)]=0, 
即 要 在 --- 切 满足 N.N = 1 欧 和 N 中 寻求 使 
tiy NegN- -NieN) = NS N (N.S.N), 
(Wl a) 
取 最 大 值 的 N, 其 中 $ = 6 - 可 (tre)I 为 偏 应 力 张 基 .二 是 ,要 求 上 式 的 一 阶 变 分 为 
=: 
EN- [S -N)-25.,8+N AN. = 0. 
MER a) BP ASE; 
SN + (8? -2S yS af) 6N -46N (S NON S 6N 20. 


(M.b) 
上 式 中 Si 为 N55.N. 出 SN 的 任意 性 ，- 阶 变 分 式 为 这 的 条 件 可 表示 为 
SEN- 2Sa SeN AN- 0. (i.e) 


将 N EARLAE,. IFAS NS OON 287K = riw Siy = K- Sky. 
T SAAR? oc) 式 并 利用 Cayley-Hamilton 定理 : 
S-hsS-hi=0, 
可 得 
258° Nh ASO NT+TJN = 全. C` a) 

EAP. -J 上 和 J; 为 $ 的 第 二 和 第 二 主 不 变量 . 
由 于 对 应 于 前 应 为 to 最 大 的 方向 N 不 是 8 EARS NAN ATER, 
Cth’ .c) RACH da) ARS - NDS NOR NED, ARH RRR: 
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2S = (a ~ AZSem = Sal. 
利用 % = K- Sia EREA 
3Sin) +K 一 了 = 0， | 


CIN" se) 
23 (Six - K*)+ J, = 0. | 


BER Sw = SAK? -JOT RAM 2) RA 


HJ- KJ, AK Y - 2755 = 0 
展开 后 ,有 
4 -27 -36K Ji + 96K*s, - 64K" = 0. 
FRESHER AMR ER ACD ec RLS, SK ARLE 
CE bth ands. NAN HHA MRA, 
EN- H+ dN <0, (M*.) 


Hep H - 8 - 25,8 al. 
SEER BA fir Ee Ce, ,e;;,e;) ,使 ON AN 分别 沿 &, Me, 的 方向 ,这 时 $ - NOG 
Ae, We, 的 线性 组 合 ， 
S- N= ae, + fe, . 
AEE’. o) AL WAN = 0. + (8 -N) = 0, 故 有 六 HN = 0, 
(SN) W- (8S) N) = 0, 0058 
e,'H-e, = 0. e+ He, +0. 


FHM .1) 式 为 

e.' H-e, = ul(H-e, Se) tH: -e ee, -e,Qe)] > rH. 
即 23. = ws? <3a — 3CK? - Sia) = 3K? + CK - J.), 
因此 EC Ic) 式 ,可 知 EREK <= dus? < tk. 


3.31 利用 第 一 竟 的 人 1.156) 式 和 (1.159) R. 


(i 
3.12 利用 oU- T+ u-+ R= sR": 5. 


3.13 Rt PR EMEKA (e = 1,2,3), 则 由 E= @'- 8 
- E- Q'A: 


T- E) =ulT-(R- E-E- Q8) = ul (E: T-TE). 2), 
上 式 点 端 与 应 变 度量 的 选取 无 关 , 上 式 右 端 中 的 肌 : = VL, OL, RESETE E 


方向 L, 的 转动 速率 有 关 , 故 了 :起 -五 :全 与 应 变 度量 的 渤 取 无 关 . 
3.14 Hee du 与 (3.39) 式 两 端 作 点 积 , 积 分 并 利用 散 度 定理 . 


3.16 (a) 由 Carmor 定 理 ,可 知 在 一 个 循环 中 ,有 >， Z 之 0. 上 式 也 可 推广 到 


具有 多 个 热源 的 情形 .这 时 有 中 S < 0. 对 于 可 迁 过 程 ,上 式 中 的 小 于 等 于 号 应 改 为 
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等 于 号 .因为 如 果 小 于 号 成 立 , 则 在 相反 的 可 赣 循 环 过 程 中 就 应 有 中 学 > 0, 这 与 


Carnot 定 理 是 相 巴 着 的 .因此 有 中 部- 0 说明 | T SAP, BP HOMER, DI 
w t'o 
可 写 为 某 一 函数 poy 的 全 微分 . 
(b) ”如 果 由 Py 到 尸 的 过 程 是 不 可 逆 的 , 则 可 构造 一 个 由 已 到 P, 的 可 逆 过 程 ， 
Jus raa BD (e aa 2 
在 以 上 循环 中 ,有 中 字 Jin a fa z Jens Ft plp — 9) SO, FE ga 
和 了 分 别 对 应 于 平衡 态 P。 和 平衡 态 P 的 (状态 函数 ) WE. IEG. 100) 式 得 证 . 
3.18 (a) 由 能 量 守 恒定 律 ,单位 质量 上 输入 给 体系 的 热量 增 量 为 de - ir : 


dE. 对 于 固定 的 了 , 它 兰 泡 度 的 变化 率 为 


ae] 1, agltgT) 2f in, 
C= ah > ah oe le ZT: E). 


对 于 准 静 态 过 程 ,上 式 右 端 中 的 。 - ET: EEDEN A 8 和 了 为 变 元 的 状 


BARALAR enthalpy) 特别 地 ,对 于 理想 气体 ,上 式 中 的 - 二 了 :下 应 改写 为 


pV = NRO, FRAC, = Cr + NR. 
(b) ”利用 {3.92) 式 和 (3.98) 式 , 有 


， . _ facteE) | FEET) 
y= y= (HP Ay), en, 
ag ag| | 
如 果 将 6 视 为 E AUT KERM di = 5E| :dE + gp), :4T， 
{LI’.g) 
则 上 式 还 可 写 为 
@e(G,E) _,,, 四 1 
TE = {Cr Cap are (M* .hy 
【对 于 理想 气体 ,上 式 实 际 上 应 等 于 零 ). 利 用 { 正 " .g) RA. 式 , 有 
pode = po (S5d0 + SE : dE) = mcrdg+ pal Cr - cn) | :dE +T: dE 


d a | 
_ PCa], dT + (acp, + T): dE. 
在 绝热 过 程 中 ,由 pode ~ T : dE = 0, 可 得 
aaj . aot os 
ce 他 | : dT + cr 器 | : dE = 0. 
特别 地 ,对 于 理想 气体 ,上 式 简化 为 
Ceydp+ Crodv -0 或 P= 7S, 

其 中 7 = CriCe,; 故 有 pV = 常数 ,或 p = ap’. (a > 0). 
3.19 由 (3.7]1) 式 ,pe ~-@:D = pet pdive = 0, 再 利用 质量 守恒 定律 (3.18) 
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- - __* P} dep | yo —-_ ri 
式 , 即 dive =- pfp PI doe ap’. EA © = yoye | const. 


3.20 (b) DRAMA RS ROT , 则 (看 .a) 式 可 写 为 


pla)? + 2pr( DP] + A(T 0) + (V¥ 8) 20, Cl" i) 


ELRERM--Wa SERV o RDR. DAO. Vee OR eS Osa f = 
O.0D=0,D40,78 eS Oma RV 0 =0,D = c oji 3A + 2p 0A 
CEHE MZ, HRP pp S03. + 2p 0k SOR EAC OD RA 


端 一 定 是 非 负 的 . 因为 如 果 将 D 分 解 为 纯 人 篇 量 部 分 D" AERA SES (ce) ZA F 


RAC DAHA DERE Ree BIER. 
3.2i(a) PERERA SEATER Ae: D= 0, 当 没有 热源 时 ,有 所 一 
0. 再 根据 热传导 过 程 为 定常 的 条 件 , 有 “上 = 0. 因 此 能 是 守 恒 方 程 退化 为 divg = 0. 
(b) 利用 (3.129) 式 和 (3.130) 式 ,可 知 在 设 有 粘性 耗 散 和 内 变量 耗 散 的 条 件 下 ， 
有 9g .wbsD 注 意 到 dvg = 0, 寺 式 的 积分 可 写 为 


| 4- V fdv — | div( Bg) dw - | gdivgda 


= | ag - NdS = al q NdS t Al g- NdS<4. 


Ay we 
31 E 


+ ~ 站 


因为 | divqdw = | q+ NdS = | q NdS+ | gq. NAS = 0, 所 以 
| g> Nds = |、 q- NdS. 


由 此 可 得 


(8, ef g © NJS <0. 


thew 
1 


这 说 明 外 =O, 的 充 旧 条 人 忻 是 


| 9 NdS = | q- Nd5 <0. 
dri any 


第 四 me 


4.2 提示 :在 时 空 变 换 (4.2) 式 下 ,速度 vo 和 加 速度 6 分 别 满足 如 下 的 变换 关 


ay 


v`- O-otet@x(x' - c}, 
a’ =Q-atet+2ax(v'-e) tax (re -e)b-awxflaxidx’- 3], 


其 中 o HRPM Ht O- QO” 的 轴 向 最 .可 见 ,在 惯性 系 中 ( 即 在 满足 (4.4) 式 Galileo 
变换 的 时 空 系 中 ) ,如 速度 向 量 是 客观 的 :a” = Q … ea， 


ey 
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Cauchy 应 力 的 散 度 满足 :8" .YY 0@ .go .了 了. 因此 , 当 体 力 向 量 满 足 f”= 
和 .了 时 ,在 惯性 系 中 的 动量 守恒 方程 满足 客观 性 原理 
Fg + Vo + pf’ — pa” — O-la- V —- pf—- ea). 
Miri 1 为 非 惯性 时 ,如 果 令 体力 向 量 为 
f+ O-f+etlax(e'-¢)+ ox (x -c)- ox [ax (x -ec)], 
在 这 种 条 件 下 ,动量 守恒 方程 才 是 客观 的 . 
4.5 ”利用 客观 性 原理 ,有 


o 
(0 F). 


Q-o-Q' = fl@- Pie QP) yee 


m 


OF 
由 于 玉 的 极 分 解 式 为 = R UR E LRH O = RT taa o F} 


Gt 
-ZT om -2ye TÆRER. 
4.7 利用 第 一 章 的 习题 1.7. 
4.8 HAWKE rv - 3 -0 可 得 wh, := 了 :Y= tryy= 0. 因 为 


L-FF -D+iW- {ViV.R.R .Vy 
所 以 v= VV Re RR?) 
= aD- V) +W- Vv) ty. RR), 


注意 到 Y 为 对 称 仿 射 量 , WAR RR" 为 反 称 仿 射 量 , 故 上 式 右 端的 后 两 项 为 零 ， 
Ait, AARAA lVe D) = V :DD=0. 对 比 (4.62) 式 ,并 注意 到 上 D 的 任意 
性 ,可 知 " 非 确定 应 力 " A os = - pV. 

4.10 内 约 东 条 件 为 工 ,CLII-1=0 和 L;,:C:Ei-1=0. 对 应 于 第 一 
类 Piola-Kirchhoff 应 力 的 “ 非 确 定 ” 部 分 应 该 是 工 , OL AL. 的 工 ; 的 线性 组 合 : 

Ty) =- PL SL, pL; SL, 
因此 ,对 应 于 Cauchy 应 力 的 非 确定 应 力 为 : 
ew = 8 Stabs, 

Ri = FeeL G- 1,2) 为 变形 后 的 纤维 方向 .和 = 一 p17 和 1， = py 是 两 
个 任意 的 标量 因子 . 

4.11 利用 (4.38) 式 ， 

4.12 BA, WA, 中 的 元 素 分 别 为 8; 和 人: ,其 对 应 关系 由 (4.78) SH Q 
=P:Q,:P oe 

@ R-U=R-U-Q -R'Q -QUQ 

由 极 分 解 的 惟一 性 Q@; "R= R80.0= Ql U0 AEH QERQ. 
R°MQ,=U-Q,-U"' jk. 
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4.13 ”因为 对 于 各 向 间 性 固体 ,一 切 正 交 仿 射 量 都 是 同 格 群 N, DTR HE 
上 题 中 ,关系 式 U0 = QT - U- 对 一 切 正 交 念 射 重 0 都 成 立 .说 明 如 为 各 向 同性 
仿 射 量 .再 利用 §1.9 关于 各 向 局 性 仿 射 量 的 讨论 ,可知 U ERAM Sh EZ. 


第 五 章 


5.1 由 (3.51) 式 ,外 力 功 率 全 可 写 为 


Ws [@:Ddv+K, 


其 中 K 为 动能 的 变化 率 . 对 于 不 可 压 无 粘性 流体 ,由 sg = - of, TB oe: D = 
- ptrD = 0. 
另 . .方面 , 当 体力 有 势 时 = - 8, 外 力 功率 为 


w- | ov Be vdv - | an -odS. 
注意 到 在 9w 上 N .wm=10, 上 式 最 后 一 项 为 零 , 因 此 有 
w- | Lagdive - (oft) Vide 
- | opdivodv | a .Nds = 0. 


说 明 总 动能 K 不 随时 间 变 化 . 
5.2 设 刚 性 物体 以 外 的 区 域 为 ,其 边界 am AN, FEO 上 
AN- N, .作用 在 刚性 物体 上 的 台 力 为 


| N. dS =-[e "WV d+ | TAN ds. 
其 中 ou, 是 包围 区 域 o 的 外 边界 ,注意 到 gg =- pl. Wa: V¥ = - pV 


ervdo= [pvav= | pN.ds+|, pas. 
t v au vary 


KA 
| oNds=-| pNdS. 
an aii 


利用 Beraoulli 定理 : —- (1p, 0? + p) 0AM - p = balo: v) cR 
“Oe ye b ` B 7 fe f 


c 为 常数 , 代 人 积分 - [pres 后 便 得 到 所 需 之 结果 . 


5.4 “根据 间 题 的 芭 件 ,可知 外 力 功 率 W= 0. 由 和 5.3 65.27) 式 下 面 关于 变 
形 功 率 的 讨论 ,动能 的 变化 率 可 写 为 


k=- 27| D : Ddv. 
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由 不 可 压条 件 ,有 V-L= Velo V) = (YY' v) V-00. AE 
YL oo)= (VL)ry+uL: = tL. 
再 利用 边界 0v LEAS AAS, A 


| oraw | Via)do=-| NE ads=-0 


说 明 
KEA : L)dv - | (DW): (D+ Wide 


= | (D: D- W: W)dv = 0. 
FBR.) ALA W: Ww - 26: o RE 
| D: Ddu = | W : Wav = 2f œ + ody. 


59 速度 梯度 可 写 为 下 , F=- 肪 , 其 中 4 为 常 仿 射 量 , KAFU) = 
A+ F(t}. 设 在 参考 时 刻 : = 0 有 Ft0) = 工 , 则 可 将 变形 梯度 写 为 Flt) = e" = 
e's’ ,其 中 心 =141,N = 4 由 , 它 满足 恒定 伟 长 万 史 运动 的 (5.50) 式 .但 对 于 一 般 
Hehe, A” #0. 

5.1) 由 不 可 压条 件 ,(4.26) 式 简 化 为 

g=- pit 和 D+ oD, 

Ht o 和 是 了 的 不 变量 的 函数 .在 适当 选取 单位 正 交 基 后 , 测 粘 流动 中 的 变形 率 
KE D 的 矩阵 表示 可 由 (5.77) 式 表 示 为 : 


0 & 0 
[p]-}4 |e 0 0 
0 0 0 


故 有 LD) = wD = 0, 


LD) = JUDY = w(D*)] =- 8/4, 


LD) =. 
HE o 和 gq; 是 为 HEAR. HAKKAR 
K k 
gre ga’ 
[e+ pl] = |k k ， 
ze ge o 
0 0 0 
可 知 (5.90) 式 中 的 三 个 测 烙 函数 分 别 为 
rO) = 和 oh) = ob) = glk’). 


它们 自动 满足 (5.92) 式 的 奇偶 性 要 求 .可 见 ; 
(i) Reiner-Riviin 流体 在 测 阁 流动 中 的 湖 个 正 应 力 差 相等 ， 
(ii) 千 顿 流 栖 (gg，= 0) ERR RA PRET IER ARS. 
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5,12 ”对 于 牛顿 流体 , 测 业 两 数 为 = ok BER = Ar = rig 代 人 (5.128) 
式 , 得 


o- SGE Fe 
上 式 中 a 为 比 推力 ,由 (5.125) 式 , 当 体力 为 零 时 ,a 就 是 沿 流 动 方 向 的 庄 访 梯度 , 故 
证 . 

5.14 ”利用 习题 5.11 的 结果 . 


6.1 对 于 各 向 同性 起 弹性 体 , 势 元 数 PATS AC HAMAR RH By = 
GO, tat) Rb CHAR BRE MAL = oe AT, = ue = CaG 7. = 1? 一 
CaCa GG, B = rE? = Calusa CMG" GH ,可 求 得 


at, _ AR OT, _ ~AR at, _ eR AAR gs 
ac, 7 28 Car ze, = AB (G Cadi ga = OB (G Cy), 
其 中 有 -下 CC 
故 有 
aq, ACA aAn 
元 © CR — 26°C, @C, = 2B, 
Ha = AR 2 14 
OC, —4B- (GFC, SC.) = 4B, p (Y'a) 
aC, 
Ot, me 2 aA = -pi 
© Cy = 6B + (GC, © Cr) = 6B". | 
- 3 了 a] ， 
另 Fi FE = ACO ALR Sh FT = 2B! ,可 将 Cauchy 应 力 
ag ol ap Al, ay al, 
| 名 a r i ka ‘|. 
JS A at, ac af, ag al, ac 
ay Ip. ay 
FR s= 2| —B8 +2 Baap], 
HAH aes a, ah 


0M‘ .a) 式 比较 后 ,可 知 (6.14) 式 成 立 . 


6.2 @ = dip e TUO Fe OUR AR A, 
č 


ap ph (dh + dal )B~ pB + RIO pe (IQU- B+ B-I@D., 
其 中 上 = F .Lo 为 变形 后 的 纤维 方向 . 


6.6 BRA WH fe: D=T: kM TY ~ 278 see = 
F- FAA 


aV) iy. PRO) 
ac 2 > aC 


al(V) 1 -1 
ie 7 Fl VIC ， 


l a 
FVU - 4). 
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并 注意 到 TO 的 非 确定 部 分 为 (4.71) 式 ; 一 $y ,有 


io. Ë ppl aw 1 -1 aw ] a 
T =- 2u t2 TeC JHAY MENNAST D) 


- | p tayt) |e RO sae" a! 
= hF oF 
由 于 BE 的 系数 是 非 确定 的 , 故 可 得 所 需 之 等 式 ， 
6.7 WEHA REER, Te AV RAMAN ER A VOX 
V- oa HFBERMAREZSER. 
6.8 ”在 圆柱 坐标 票 中 ,变形 可 写 为 7 一 rR) G= 日 ,x = 7. 由 不 可 压条 件 


(a) (gg )a = 4 可知 


at Ro +A, 
其 中 A 为 积分 常数 .根据 以 上 的 变形 规律 ,可 计算 出 BB ee BAB 的 表达 
KRAB MRA (6.590 式 , 然 后 再 代入 平衡 方程 .积分 后 , 便 可 求 得 应 力 分 布 .， 


第 七 章 


7.1 HA. AUS 是 其 变 元 的 单调 递 威 函数 ,而 六 是 其 变 元 的 单调 
BS A S TE. 
7.2 BUH} Heaviside 阶梯 函数 记 为 
HG) - 1， (¢:20), 
0, tt < 0). 
根据 KO WKS 对 其 变 元 的 对 称 性 ,出 
(0 三 个 -- 重 阶梯 应 变 E) = p(s), TE KUO Ke OK (ee, 
1). 

Ci} 一 个 二 重 阶梯 应 变 El) = pH) pHi- k) TAEK (t), 
Ker,- RK (r,t 一 让,t k) HAER NAR EK e BR ITI, 
EREK? U, GRK G, t oh K” sn) ARRE 3N 次 实验 . 

D 一 个 三 重 阶 梯 应 变 E01) = pHi) + py Hl- k)+ p Hi- 2), TRE 
K” (r-k D SERN 个 不 同 的 & 和 N PARAL aE TA 


BME KO (t,t). AURRA AUREZ - 1) 次 实验 ， 


综合 以 上 讨论 ,可知 总 共 需 要 二 TIA + 3)(N + 2) 次 实验 ,才能 确定 材料 函数 
KU OK? Ko, 


7.3 “注意 到 C.(1) 的 物质 导数 为 C, (1) = DFT) DC) F (0, 


El 
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BEL] = 2568 UFO D e FO) 


= 2 F.C) jE . Fie) |: DU). 
因此 ,对 o Fin 的 时 间 导 数 可 写 为 


: : ag, T 
po (2) = 2¢0] . [F.c "FED" Fit) |: D(tjdr. 
上 式 中 已 用 到 Ct) - Tgi) = 0. 


BA YO) = fo: DULRD MESH. 


a= 2o| F.t) ' it . Fi (ede. 
“ES BORO RAT. p = ps, 上 式 化 为 47.35) A. 


7.4 (a) 如果 令 el) = Ow 


apli) = pla? 一 (元 Ci 十 ct) }+ pod CC Ce) + 
C2029) + po (Cnt) — CCE)). 
wy mere Rc) = [Loc + oto Jie + Cir)j, 则 有 


aalt) = pol(a? ORC +a TCHAD + CCAD + ay (Cyt) — Ekt). 
RG) RHE H ol Sal 之 间 的 关系 曲线 求 得 ,对 应 于 曲线 最 小 值 的 人“ 为 


| QRS. SRE RO) GME cg (2) SLA? DR) + a ZAREK 
S 可 确 定 其 和 C(t) + Cy (2), WERE py (Cold) Cite)). 


7.5 oU) 可 写 为 
Pe egag ezgu] 
À 


} 
A EE) {r} 
C iet on os | 
其 中 Čoi Ca 的 变 元 为 i 一 了 
7.6 SRA ?的 商 阶 小 量 后 ,可 知 


B,(#) = diag{1 + 29(t}-29€r) + ple) — gle). + gr) pdt. 
7.39) 式 化 为 


a(t) = 390] [Coe r) + Cpe DI - pled de. 
分 部 积分 后 ,上 式 还 可 写 为 
alt) = 3 TC- e) + Cl 9] Rar. 


上 式 显然 是 不 合理 的 ,因为 上 式 中 的 应 力 o) 与 1e 无 关 , 它 不 能 用 来 描述 真实 材料 
的 力学 行为 . 


dr. 


i 
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7.7 对 应 于 Kelvin Voist 国体 的 二 维 本 构 关 系 为 
T=-frt Pa TD, 
它 显然 是 (7,119) 式 的 特殊 情形 . 上 式 右 端的 第 一 项 和 第 二 项 分 别 对 应 于 粘 这 


WHER. 对 于 线性 粘 坦 ,T" 与 E 之 闻 为 线性 关系 ,对 于 钱 性 弹 移 ,可 写 为 的 


二 次 式 . 
7.8 对 应 于 Maxwell 模型 的 三 维 本 枸 关系 为 
ag(E — Ẹ) 
T SE 


E= aE- €.E). 
上 式 中 二 阶 张 量 ARERR ARTO S. AORANSENBILABR.UELK 
FERET. 119) 式 的 特殊 情形 ARR eK 是 其 变 元 的 二 次 式 , 在 一 维 情形 下 
TEH g= pl EB - FY REMEBER Onsager ARERR TERE FF SH 


wt d 可 
TE=- o ES p Se = fuml E — £), 
其 中 为 粘性 系数 ， 
7.9 T= + po 于 和 一生 ,而 内 变量 的 演化 方程 为 儿 - - po HERO 
第 八 R 


8.1  ” 当 弹 性 变形 很 小 时 ,加 载 面 可 由 (8.31) 式 表示 为 fq P- r=0, 其 中 + 
为 临界 分 解 前 应力， 
P- Hee Qom tm’ as), s = Foes, m = m+ F. 
王 式 也 可 等 价 地 写 为 
RCI 的 mr =D, 
EP C, = 如 ,T* 由 (8.14) 式 定义 ,利用 (8.15) 式 ,并 注意 到 C, = 2 + 了 ,可知 上 
AW E 的 函数 . 故 由 (8.58) 式 ,可 得 应 变 空 间 中 的 加 载 面 
g{E,F,) - g.(E°) = 0. 
8.2 类似 于 上 题 的 讨论 ,可知 {8.317 式 可 等 价 地 写 为 
fe- (Ce T (s@m) 7, = 6 
其 中 心 .可 由 (8.15) 式 而 看 作为 了 ' HAR. BRT = FLT FRA ERIM, 
便 得 到 应 力 空间 中 的 加 载 面 :站 TT,F,) — 0. 
8.3 ” 当 弹 性 变形 很 小 时 ,(8.2) RA SAP = :下 ,而 (8.31) 式 和 (8.32) 式 
可 分 别 写 为 
aF 


F= jg:P-rt.=0 和 D, = ASE = APA 0), 
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sip P= 可 月 (s@m+mQs)- PD, =p. "Fy ) o BT. 
HH fe = t= FTF 一 :FT: Fr 8,(8.31) 式 也 可 由 工 和 ,来 加 以 
AEE eee 


另 人 应 变 表达 式 (8.57) 式 的 右 端 第 一 项 可 近似 
RAS. 
因此 有 


E’ = F)-(F,-F,'),-F, > 下 


和 _ a af + 
故 得 E = A yp (AZ 0). 
3.4 WES Flip) = pF, e= BBL, BASH L, = (V, F(p) 


Flp). VOIA Fp) - F(p) -a Fip) H F(p) FO (p) 的 对 称 部 分 利 
反对 称 部 分 分 别 记 为 DL AW, , 则 有 

D, = 1yY (DE + Ww) Wil, 

W, = iV. (Dl + Wj) Vl,, 
上 式 中 的 右 下 标 s Me 分 别 表示 取 对 称 部 分 和 反对 称 部 分 .注意 到 


cw = 5 (8) @ s(B) + m (8) @ mB) + 2 (9) @ nlp), 
He s(f) = Bes, m= Bom, af) = slo x mia) MH 


s(a) = [F(p F) + 52) - (88) + DE + sN), 
m (8) =- [F (p) 7 (p)]" + mg) + Cm(B) DS + mip) Ymi), 
n (8) =- inlA) LF (Cp) Fp) ] + s(B)is(p) 1 
[m(2) + DE (p) F'(p] a(t m(g), 


nf 78 Wl = (F(p) Fp), 

[s(8) @ s(p) mt @ mR) :DD 

Di .Ts(B) & s(9) — mf) mB] 

[s(f)- Dy + mC) ][8( 9) © mp) — mB) D (B). 
说 明 Ww ah Di KMART. Ae V, 利 DD, 后 ,人 恒 可 求解 张 量 方程 而 得 到 


W, .特别 地 , 当 弹 性 变形 很 小 时 ,有 V, = 了 ,这 时 的 D。 和 Ww, 可 分 别 取 为 DI AW, . 
8.5 体系 的 自由 能 可 表示 为 
$= Ja (E- &)° + FE - &Y. 
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BA THT. T= po JE = pol! ee )E- palm 4 es). 
SPAR ERRA &, 和 总 可 由 ( 面 ".a) 式 并 参考 题 8.5$b 图 求 得 . 
8.7 因为 由 (3.28) 式 ,有 ,1= SN- on (Se \= - pn (is | ,所 以 ,利用 
(2.116) 式 ,可 得 
A - pNdS) = - pNdS - pl (div v )I- LT]- NAS. 
由 此 导出 (8.142) 式 . 


agi! 
8.8 EET aE 


1 . gli). _ 4b £ . 2 
和 Way (D) => DL" D SS a), AiD) ， 
则 由 人 4. 守 ) 式 可 知 (8.137) 式 左 端 r 的 Oldroyd 导数 可 表示 为 

Foy = Bins + ed o = 


注意 到 ot.) + Lo HEL 
Say(L)~ 5 (bee) L 


和 Uy, (L)= Wi (BP) + Boa(L), 
使 得 到 类 似 半 (8.152) 式 的 表达 式 
a ai: 


此 可 进行 类 似 十 人 ,152) 式 以 后 的 讨论 . 
8.9 只 需 证 明 


| [5v (R: L) No: 江门 ,Nds = 0. 


vor 
为 此 可 令 op =w, EA 8) ae A RA 
(2 wu, ', 一 Qe uw, LIN. 
TO" RF? M ,以 及 了 和 二 的 反 称 性 ,可 和 将 上 式 写 为 
Oo (w a LIN, 
由 (1.56) 式 ,1 二 还 可 写 为 


和 


= 


indi l _ at oF ima _ I 
QM — (Oa, FB LA — 


mk yim 
Epma€ 2. 


现 定义 w, = Kenley , 则 问题 归结 为 要 证 明 


| sevew, aN dS = 0, 


OT 


| (V xw)” NdS = 6. 


nT 
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但 由 Stokes 定理 (1.139) 式 ,上 式 可 化 为 在 3vo:“* 边 界 " 上 的 线 积 分 .由 于 9wor 的 
“WR Huy, WR AE ME o ERE ov = w 为 零 . 故 以 上 的 积分 应 


TEU. 
8.10 由 (3.142) 式 和 (8.168) 式 可 知 
(RLN = (35) plidiv oT CN 


Be 0 的 分 量 形式 可 写 为 -| 3 TNA — af a1 SHH y Y Kronecker 符号 , 它 显然 


关于 指标 MLR; Me BRB. 
8.11 BAH BRC? CUR X' Wi MRSA RE 
USER SEAM ORR r :中 的 分 上 可 表示 为 
z -NX'+U-X+U, 一 xx’, 
其 中 U 为 轴 向 位 移 , 它 是 X=X' 和 时 间 eR. U UX, 
1 


现 采 用 Lagrange 描述 ,(ireen 应 变 可 由 {2,70) 式 写 为 EE= EYP = yt 5” ,其 中 


y= SES Green 应 变相 共 轿 的 第 二 类 Piola Kirchhoff 应 力 1 在 方向 的 分 量 可 


认为 TY = TCX.) BREA ,不 务 载 时 的 本 梅 关系 可 假定 具有 如 下 形式 ; 
TT 一 TE), 其 中 了 T(E) 是 下 的 已 知 阔 数 .将 以 上 结果 代 人 运动 方程 (3. 抽 ) 式 ,在 忽略 
体力 项 的 情况 下 ,有 


[a+ rT] po SE. 
A 9 a yk Hv Uk Be a A A A 
本 方程 为 : 
a ay ay 
c Dyg Jr 
ay aV 
ot OX" 


Be eME | TUB) + 《1+ yy Se | ARMA C7) A a KERE. 


应 于 以 上 基本 方程 的 特征 线 满足 中 - +c(Y), 而 特征 线 上 的 关系 为 dV - 
+ cly)dy. 显 然 ,为 了 求 得 问题 的 解 ,还 需要 补充 相应 的 初始 条 件 和 边界 条 件 ， 


第 Aa 


9.2 o 的 物质 导数 为 rc- T+ (eV) v. MF o EIU) LER HOAR 
SSH 
d a 
| $e |] =- c. se w= [| 32 I]. 
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再 由 (9.8) Rio V = Le vrg” 2% Qa WAR e 和 vw ESU) 上 连续 的 条 
AH 


[evV),ol=[eyl J» = Bu. 
于 是 有 [ s l] = (v, - GB. 
9.3 g 的 Oldroyd 导数 可 由 (4.34} 式 写 为 


ri =o-ao°L'- Lee, 


ap 


YEREKO 上 连续 时 ,有 [= [ov =|) 22 jovas 2% | - 


a, , 则 有 
[ Fin J= 《一 全) 有 -CE 的 + vee), 
- a 
其 中 B= | 3| 
9.4 ”为 简单 起 见 , 现 取 直 角 坐 标 系 (XX' OX? SX?) ,其 中 XX' RGA aT 2) 的 

11 

法 向 由 iv, 的 分 量 形式 为 mw = |0| ,02.2) 式 可 具体 写 为 > = Xi VETES 
10 


AB UXA = 1,2,3) 和 上 的 函数 . 现 将 下 表 示 为 拭 阵 形式 [Rs ], 这 时 ,变形 梯 


度 的 同 断 值 可 用 其 分 量 表 示 为 0 Fa 上 = || See |. 根据 的 连续 性 , 有 
au, 
i a je 0,( 当 A = 2,3), 故 [ Fa 1 的 短 阵 形式 为 
Fy Ô 0] 
Fa 0 oi. 
Fy 0 0; 
ee Fy (lp LFL 3, 其 中 [FX ] 为 [Fn ] 的 伴随 矩阵 (代数 余子 式 的 转 
置 ) ,可 得 
fg 0 0 
fl (der) Fig i] 一 iFa FL Fs 
Fu Fo Fy J 
由 于 de = .8, 故 有 
0 Fa Fajfi 
LFT jev = 0 Fa F2110|= 70. 
0 Fa Fj 
9.5 F 的 间断 值 可 写 为 FÌ = || ou |] ,其 中 位 移 o Emm) E 
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MU WS) O 的 切 向 导数 为 零 , 在 Lagrange 描述 下 ,一 阶 运动 相 容 性 条 件 为 
ag dU 
tels (i a =el s 


Seep TE 是 位 移 UW C) 的 法 向 导数 ,co 为 局 部 速度 .此 外 由 (9.95) R, 


|， 


， au 
I S i] v =- coal wl = Al Jn 


因此 , 当 cs HORA 


[ F i] = [i 于 Jan- S 1] -v EI Y -- 1 v i] @ vq. 
9.6 (a) 根据 {9.78) 式 和 (9.80) 式 ,可知 
vele v= ewe v i] -Ë æle-G)j- iø] 

= |fe cade, tp- cne i 

= (ep. cde, fp, cse- -7 bp- p dee 


=- f, €. E f i]. 
(b) EAN vi] = 0E e, = 和. 故 由 (9.38) 式 和 (9.80) 式 可 得 
[el=0 和 fel:v=10, 
于 是 ,(9.82) 式 可 写 mls]+[el'vy=0. 


9.7 当 变形 很 小 时 ,应变 张 量 可 近似 写 为 e - DOr V+ Vu) EP u Uf 


Aa ,而 速度 w 可 近 拟 表示 为 w = 于 .各 向 同性 线性 弹性 固体 的 本 构 关系 可 利 骨 


(1.208) REA 
o = ne i Attre}d. 
其 中 严 为 Cauchy WA. 和 AER. 
FERME & 的 连续 性 , 故 一 阶 几 何 相 容 性 条 件 和 一 阶 运动 相 容 性 条 件 可 由 
{9.11) 式 和 (9.45) 式 表 示 为 


am 


Cuvi- sOvi vi | 


sore = || E | been eR BOB. BAO rel= LuV- 
B+ val 

Loe l= p(B vt ve OR + ABs vi. 
UAB ah Sh He PD ARS MA n=- o, G.R, i 2138 aL ae HFC. 80) 式 可 
写 为 


[ oils v= ph t Cn 1 ANB + voy —- mGB =p, GB. (Kh va) 
下 面 分 两 种 情况 来 进行 讨论 . 
G) (Bo) = 县 .在 间断 面 上 不 等 于 零 . 则 可 对 上 式 点 乘 v ,得 


G =f 278 cy av #0). (E° .b) 
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HCN bIHRACH d A,A B= (B,)v, 因 此 
uvi= B@v=(Boy@ve=l Ve 1. 
RAR A ACe V- V u) =O, ACK .b) RTA. 
Gi) (B) = 8B，v» 在 间断 面 上 等 于 零 . 则 由 条 件 B 了 0 可 得 


G= FAB r= 0). (Eto 


注意 到 这 时 [ v-v -- G(B,) = 0 TRER c= c.f p, -6 .条 件 
[uV] Bv- 088, 2M ME WA (ue). = (uV) = 0. 可 见 (人 .ec) 
RU Me FER 
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Synopsis 


Continuum Mechanics is an important branch in modern physics. It 
provides a unified approach to the study of mechanical response of deform- 
able bodies to external actions. Hence, it is the foundation for advanced 
texts in Mechanics such as Fluid Dynamics, Elasticity, Viscoelasticity, and 
Plasticity. In recent years, Continuum Mechanics has been a required 
course for graduate study in the field of Applied Science and Engineering. 

This book is based on the revised class notes of a course of the same ti- 
tle taught by the author in the Department of Mechanics at Peking Univer- 
sity over a period of sixteen years. The book has already been classified as 
one of the first series of the construction plan of 95 textbooks. 

The book is organized in nine chapters. Chapter 1 presents a brief ac- 
count of tensor theories required in the text. Chapter 2 provides descriptions 
of the deformation and motion of deformable bodies. Chapter 3 is concerned 
with balance principles and the exposition of continuum thermodynamics. 
In Chapter 4, general principles for the determination of constitutive 
equations are discussed. Chapter 5 deals with simple fluids with special at- 
tention given to the discussion on viscometric flows. In Chapters 6~8&, 
constitutive relations of elastic, viscoelastic, and plastic materials under fi- 
nite deformation are discussed respectively. Finally in Chapter 9, disconti- 
nuity conditions in continuum mechanics are presented. 

The book places special emphasis on the precision of basic concepts and 
the self-consistency of theoretical framework. It is hoped that this book 
provides not cnly rigorous mathematical deductions but also physical conno- 
tations of these mathematical equations, not only recent research achieve- 
ments in continuum mechanics but also clarifications on some currently de- 
bated fundamental issues. To enable readers to acquire a better understand- 
ing of the subject, examples and exercises are provided in each chapter with 
answers and hints for some exercises added at the end of the book. 

The text is intended primarily for graduate students in the Department 
of Mechanics, Applied Mathematics, Applied Physics and Engineering Sei- 
ences. The book can also serve as a reference work for professors, scienti- 


sts, and engineers involved in continuum mechanics research. 
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